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AVERTISSEMENT. 


Dans  cette  nouvelle  édition,  nous  reproduisons  d'abord  le 
teste  pur  de  TouTrage  de  Monge ,  conformément  à  la  4"*  édition, 
publiée,  en  1 809 ,  sous  les  yeux  de  l'auteur.  Puis  nous  ajoutons 
un  Mémoire  de  M.  Gauss,  et  (]uel<{ues  Notes  dont  la  lecture 
pourra  être  utile  aux  jeunes  géomètres.  Il  n'y  aura  point  là  double 
t'iuploi  avec  les  Développements  de  (lévntétrie  où  M.  Chiirles 
Dupiii  a  si  savaniuient  eonunenté  et  perfectionné  les  tlicori*^  tle 
son  illustre  maitre.  Les  questions  que  nous  traitons  sont  diflti- 
rentes. 


J.  LIOUVILLE. 


Pari»,  8  Kovcmbr*  iSïo. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


A  VKBTISSEMKAT   r 

^  1.        —  livs  plans  tangcnU  cl  des  normal<'s  aux  surfat-»'»  courbrs.  .   

^11.  Des  suriaces  cylindriques    6 

^  III.     —  De»  surfaces  roniijui  j.   ii 

§  IV.     —  Des  surface»  de  rcvolutinp   17 

^  \  .  —  Des  siirfacos  engendrées  par  It?  mouvi-nH-nt  d'une  droilc  <|ui 
est  toujours  horimmale ,  et  qui  passe  toujours  par  la  même 

verticale   >4 

^  M.  Des  surfaces  qui  enveloppent  un  nombre  infini  d'autres  sur- 
faces; des  caractéristiques  et  arêtes  de  rebrousscrneril .  .  .  .  ^ft 
^  VII.    —  Des  surfaces  des  canaux  dont  Taxe  est  une  courbe  quel- 
conque plane  et  horizontale,  et  dont  les  sçetioris  perpendi- 
culaires à  cet  axe  sont  des  cercles  de  rayon  constant  

^  VIll.  —  Des  surfaces  dont  la  li^iic  de  [ili]>  ;;r  anilr  pente  est  une  (Iniiii- 

d'inclinaison  constante   il 

^  l\.  -De  la  surface  courbe  qui  enveloppe  l'espace  pari'ouru  }>ar 
une  surface  courb«'  quelconque,  cotistante  de  ligure,  el 
qui,  sans  tourner,  se  meut  le  long  d'une  courbe  quelcon- 
que .1  double  courbure   .'18 

^  X.      —  De  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  qui 

ne  cesse  pas  d'être  parallèle  à  un  plan  constant  de  position.  ~<' 
1^  XI,     —  De  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  qui 

passe  toujours  par  l'axe  des  z   Si 

^  XII.   —  Des  surfaces  développables   Hy 

^  XIII.  —  De  la  surface  courbe  qui  enveloppe  l'espace  parcouru  par  une 
autre  surface  donnée,  constante  de  figun- ,  et  qui,  sans 
tourner,  se  meut  le  long  d'une  courbi'  à  tlouble  courbure 
entièrement  arbitraire   io5 


U  T4RrR    IMS.  MATli-IIIS 

l'.i  ;. 


>i  \ I \  .   De  la  surfacf  oiipt-ndit-i-  par  le  mouvciiu'ul  «I  un<' niurlw 

;'i  dnuMe  c:ourl>urf  donné»' ,  ronstaiHi-  ck-  fîsurf .  i-t  . 
sans  tournoi',  se  mi'iil  le  lon.^  d'une  autre  l  ourlK-  en- 
tièrement arbitraire   ...     1 1 1 

^  \\  .  l)c%  (leiix  t!OuiLures  d'une  surf'aee  eourbe  ^.   i  '  j 

%   Des  lip^nes  de  courbure  di-  la  surface  de  l'ellipsoïde.  .  .  .  .  l'^if 

S  XNH  De  la  t-énératif»!!  de  la  suifaie  courbe  tlont  toutes  le 
lignes  d  une  des  courbures  S4)nt  dans  de.s  plans  |».iral- 
Icles  à  un  plan  ilonné   i<ii 

^  .W  III .         De  la  surface  dont  un  des  rayons  <lc  coin  bure  <-st  coiistaiil.     i  S(> 
De  la  surface  dçmt  li's  deux  rayons  «le  Courbure  en  chaque 

poiiil  »ont  éi;aiix  entre  eux  et  diripés  du  même  coté-  .  .  m>> 

\  \  De  la  surfai'c  courbe  dont  les  ili'UX  rayons  de  courluiie  soiil 

toujours  égaux  entre  eux  et  de  signes  contraires  ,      -i  i 

S  \\l.  De  la  snrfai-e  eourb«' engendrée  géiiécalemi-iil  par  le  nioii- 

vemenl  d  une  ligne  droite   >  >  ') 

Wll.  De  la  surface  eourbe  c}ui  enveloppe  une  suile  de  spliéics 

variables  <le  rayon,  et  «loiit  les  ceiiircs  sont  distribuer 

sur  une  courbe  quelcoii(|ue   ■  >S 

Wlll.         De  la  surface  courbe  iloiit  toutes  b's  normales  sont  laii- 

geiiles  à  la  surface  «l'une  inêmi' splière   ■<  i*> 

^  \\|\   De  la  surface  courbe  tlonl  toutes  K-s  normali-s  sont  lan- 
gent»» à  une  iii«^me  surface  conique  à  base  arbitraire.  tS(> 
De  la  surface  cimrbe  dont  touti'S  les  normales  sont  tan 

genti's  à  une  même  surface  di'veloppable  quelconque.  .      >  >  ■ 

\  \  \ y  I .  Sur  la  surface  courbe  ipii  en\elopp<'  l'espacie  parcouru  par 

une  splii-re  variable  de  r«v«in  .  et  dont  le  «  entre  p.iri-oiiri 

une  courbe  à  double  «-oiirluiri-  rpu  lrnni[ui  .  '»«^ 

S)  Sur  les  «lévcloppées .  les  rayons  «le  «'«nirburc  et  l«'s  «lifl'i'- 

l  eiits  genres  d'intlexiolis  des  courbes  à  double  conrbiiii'.     >«)  > 

AiMH  )  l'iN  !)«'  l'inti'gration  «les  équations  aux  difféieiici's  parii«'ll''v 

d«i  pieini«'r  «u'dri-  entre  trois  variabU's.  j  -i 

--  (lonsirnciion  d«'  ré(|uation  «li's  ethnies  vibraiit«'s   j-  j 


TABLE   DES  M\I1ERES.  III 

MÉMOIRE  DE  M.  GAUSS. 

Rirclierrlif.s  sur  la  llu'orie  générale  d«'s  surlact;»  toiirlws   :m>5 


1.  —  Sur      cmirtH*?!  à  doiihlc  courbure   ."'47 

11.  —  Kxprt'&sioiis  diverses  Je  la  distance  «li*  (jeux  |>oiiit.s  infiniiuem 
voisins  el  de  la  l'OUrbui-»-  géo<lcsiq»e  dcx  lipiirs  sur  une 

surface   "t^'u 

111.  —   rheorèuie  <"Oii<  ernant   rinl«';;ration  de  I  ét^ualioii  des  lit;iies 

géodésiques   .'>-- 

I\  ■  —    Sur  le  ihéoi-ème  d<-  M.  (^A^  ^^,  couceiiiant  le  prinluit  di-s  deux 

laynn.s    ili'   rMiirluin    ]ii  uicipaux   eu    chaque    point  dune 
^nrt'ai-e   ÏSii 

\  ■  —  Du  tracé  séopra[>liique  îles  surfaci's  les  unt's  sur  \fs  autres   <»<»i 

NI.     -  l.xlension  au  ca.s  des  trois  <liniensi<ins  de  la  cpieslion  du  trace 

gTO^raphiciue   .       .    .  (iiM> 

NII.  —  A  I  (M «  asiini  de  l'cqualioti  des  cunic»  viltranii-s   tii~ 


l>r,  ANCHES. 

I.  —  l'ri>|cciion  lies  lii;ne>  de  courbure  <lc  la  suiiiicc  de  i  ellipsoidi'  >ui  le 

plan  r|u  ■.•rand  a\4'  et  de  Taxe  rnnyen. 

II,  —  Pro|ection  des  liî^nes  di-  courbure  cle  la  suilacc  de  I  i-llipsoidc  *-iir  le 

plan  du  s;rand  a\e  rl  du  petit 
■  III.  —  Courbe!^  il  «loulde  xiurburc. 
1\ -V.  —  (juisIruclioM  <li' r''«|Uatiou  des  I  oriles  tibranles. 


r-;  - 


d  by  Google 


APPLICATION 


DE  UMALYSE 

A  LA  GÉOMÉTRIE. 


SI- 

UÏS  9LAS%  TANGENTS  ET  DES  NOAMALES  AUX  SURFACES  COURBESi. 


£t(int  donnée  l'rqiiftfion  d'iitw  stirface  courbe,  et  étant  pris  un 
point  (irbitrdirt  fiicnt  sur  cette  surface,  trouver,  f é(/uation 
(lu  plan  tau'^vnt  a  la  snijavù  cn  ce  point;  a"  les  équations  de 
la  normale  au  même  point. 

1.  Soit  représentée  par  M  =  o  l'équation  donnée  de  la  surface 
courbe  :  si  on  la  différentie,  on  aura  une  équationdie  la  forme 
suivante. 


<laiis  laquelle  les  quaulilés  (^^^'  (^^^        '  "  '  '  -  '  '"> 

cienls  de  d.r  et  dy  dans  la  valeur  de  dz.  Cnninic  la  valeur  de  z  est 

donnée  en         par  l'équation  M  =  o,  ou  peut  toujours  conee- 
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voir  que  cette  valeur  soit  sidbsdtuée  à  la  place  de  2  dans  les  (juan- 

tités  ("TY-V  (^/v^  oUkJuies  par  la  (liflcrpntiation ,  et  que  tvî» 

(juantités  soient  des  fonctions  connues  de  r,  y. 

Soient  de  plus  .r',  y\  z'  les  coordonnées  du  point  pris  arbi- 
trairement snr  la  surface;  ré(|uation  M  =  o  aura  lieu  entre  ces 
trois  coordonnées }  et  Ton  aura  de  même 

équation  dans  laquelle  ks  quantités  (^)  composées 

de  r'  et  y\  de  la  même  manière  que  les  quantités 

sont  coiiipcjsées  de  x  et  v. 

Enfin  soit  Aa:  4-  B/  h-  -4-  D  =  o  l'équation  demandée  du 
plan  tangent. 

On  déterminera  D  par  la  considératiou  que  le  plan  doit  passer 
par  le  point  donné,  ce  qui  donnera 

A  (a?  —  a?')  -h  B  Cr  — 7')  -h  C  (3  —  z')  =  o. 

Quant  aux  trois  autres  coefficients  A,  B,  G,  dcmt  deux  seule- 
ment sont  nécessaires»  on  les  déterminera  par  la  considération 
que  le  pla^doit  être  tangent  à  la  sur&ce  dans  le  point  donné. 
Or,  le  plan  sera  tangent  si,  en  prenant  sur  le  plan  un  point 

mfiniinent  voisin  du  point  domic,  ce  point  se  trouve  aussi  sur 
la  surface  courbe,  suivant  quelque  din  c  tion  d'ailleurs  qu'il  ait 
été  pris;  o'est-à-diiv,  si  léquatioii  tliili-rcntielie  du  plan,  prise 
pour  le  point  dont  les  coordonnées  sont  ,r',  r',  est  ideîi- 
tKjue  avec  l'équation  différeutielle  de  la  surface  prise  pour  le 
même  point.  Mais,  pour  le  même  pian  tangent,  1^  coordonnées 
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.i',  y ,  z'  étant  cojiitantes,  1  é(iiiation  diflerentielle  est,  eu  général, 
/Wu,  H-       H-  Cdz  =  o,  et  pour  le  point  donné  on  a 

Adx*  +  Bfl^'  -h  Cdz'  =  o; 

■ 

celle  de  la  surfiu;e  courije  pour  le  même  pmnt  est 

il  faut  donc  que  l(*s  deux  dernières  équations  soient  ulentKjues, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  (Ix'  et  djr',  qui  sont  arbiti'aires. 
Donc  on  aura 

donc  eniin  l'équation  demandée  du  plan  tangent  sera 

-^•=  (..—■•)  (S) +b-y)(|;> 

a.  La  nonnale  étant  perpendiculaîc*  au  ptan  tangent,  et  devant 
passer  par  le  pobt  dcmné  sur  la  surâce»  ses  équations  se  trouve- 
ront, d*après  cdle  du  plan  tangent,  par  les  formules  de  la  page  i  o, 
I**  partie,  et  seront 

-  {è) = ^  -y  i-  -  «  )  (^')  ^ 

Autrement,  Si  l'on  conçoit  une  sphère  dont  le  centre  soit  placé 
au  point  considéré  sur  la  sur&oe  courbe,  et  dont  le  rayon  soit  a, 
réquation  de  la  surfiioe  de  cette  sphère  sera 

(•*•  -  V  ^  u  -ïf   (-  -    -  " 

Si  l'on  conçoit  ensuite  que  le  centre  se  meuve  sur  la  surface 
courbe  dans  une  direction  c|ueloon(]ue,  et  parcoure  l'arc  infini- 
ment petit  d'une  cowbe,  la  surface  de  la  nouvelle  sphère  coupera 


4  - 

celle  de  la  première  dans  la  circonférenoe  d*im  oerele,  dont  le 
plan  sera  perpendiculaire  à  Tare  parcouru  par  le  centre^  et  qui 
sera  nomud  à  la  sarfiice  courbe.  Pour  tous  innnts  de  cette 
circcmferenoe,  tes  coordonnées  jr,  ^  n'auront  pas  varié,  quoi- 
que les  ooordomiëes  du  centre  x\  y\  z'  aient  changé  de  gran- 
deur. Si  donc  on  différentie  Téquation  de  la  sur&ce  de  la  pre* 
mièie  sphèie,  en  reg^vdant  y,  z  comme  conatanl«B,  et  en 
fiiisant  Yarier  -',  rnjuation  qu'on  obtiendra  ne  sera  vraie, 

par  rapport  aux  points  de  ia  sur&ce  de  la  spbèns  (\w  pour  ceux 
qui  sont  sur  la  circonférence  du  cercle,  et  dam  l'intersection 
commune  des  deux  $«plières  consécutives.  Cette  seconde  équation 
ayant  pour  oI)jet  de  distinguer  sur  la  surface  de  la  sphère  les 
points  qiTÏ  sont  sur  la  circonférence  dn  cercle,  ne  peut  êti'e  autre 
que  r»'(|uation  du  ])Ian  même  de  ce  cercle,  et  par  conséquent  celle 
d'un  plan  normal  à  la  surface  courl>e,  mené  |)ar  le  centre  de  la 
sphère,  et  dont  la  position  dépeud  d'ailleurs  àc  ia  direction  du 
mouvement  de  ce  centre  sur  la  surface  courbe.  Donc,  si  l'on  fait 
deux  fois  la  même  opcralluii,  en  donnant  ati  mouvement  dn 
centre  deux  directions  différentes,  on  aiu-a  les  équations  de  deux 
phns  normaux  à  la  sur&ce,  menés  par  le  même  point,  et  cpii, 
par  leur  intersection,  délennineront  la  normalei 

Les  dirccdons  des  mouvemenls  du  centre  étant  arbitraires,  on 
pourra  supposer  que  l'une  soit  dans  une  section  perpendiculaire 
aux  et  pour  laquelle  x'  sera  constante,  et  que  Tautre  soit 
dans  une  secdon  perpendiodaire  aux  Xy  et  pour  laquelle  y'  sera 
constante.  Donc,  si  en  r^;ardant  x,  7,  z  comme  constantes,  on 
diffîremie  Féquation  de  la  surikce  de  la  sphère,  d*abord  en  ne 
faisant  varier  que  x\  puis  en  ne  laisant  varier  que  7',  les  deux 
équations 
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rjuc  l'on  oblieudra,  sl-ioiu  celli's  do  di  iix  plans  normaux  respec- 
tivement periiemliailtaires  au\  plaiis  dt»  .< ,  z,  et  «les  j  ,  z,  et  par 
conséquent  celles  des  projectiom  de  la  normale  sur  les  mêmes 
[)lam,  ce  qui  coïncide  avec  ce  que  nou»  avons  déjà  trouvé. 

Autrement  encore.  Si  Ton  <Ëifêrentie  l'équalioii  de  la  surfiice 
de  la  sphère,  en  regardant  z  comme  constantes,  et  sub- 
stituant pour  Hz*'9a  valeur  prise  dans 

on  aura  l'équation 

<|ui  est  celle  frmi  (iljiii  normal  <'i  la  surface,  et  dont  la  positiuji 
dépend  de  Ja  valeur  de  qui  détermine  la  direction  du  mou- 
vement du  centre  de  la  sphère.  Si  Ton  conçoit  que  ce  centre 
ait  une  autre  direction  infintment  peu  différente  de  b  première, 

c*est'à>dire  que  la  quantité      éprouve  une  variation,  on  aura 

un  autre  plan  normal  différent  du  premier,  mais  cjui  <'ou|>era 
le  premier  dans  la  normale  demandée.  Les  pointai  de  la  normale 
sont  donc  ceux  dont  les  coordonnées  r,  r,  -  ne  chanj>;ent  |)as, 

iorst^ue  dans  l'équation  du  plan  on  iàit  varier  lu  quantité  Donc, 
ai  l'on  difiërentïe  l'équation  du  plan,  en  ne  fiusant  varier  que  ^> 

réquation  que  l'on  obtiendra  ne  sera  vraie,  par  rapport  aux 
points  du  plan  normal,  que  pour  oeuK  de  la  normale  nuSme,  qui 
est  commune  aux  deux  |jans  normaux  conaecutià.  Or,  si  Ton 
exécute  cette  djffiBrentiation,  on  a 
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et  par  coiiséqiaui 

a?  — «'h-  (s  — s')  (^,^  =o; 

donc  ces  deux  équations  appartiennent  à  la  nonnale  demandée. 


DES  SURFACES  CÏUNDUQVES. 


Trouvé'  Féfjuation  générale  des  stages  cy  lifulrùjucs,  c'est«-dire 
exprimer  qu  une  surfsuse  courbe  est  engendrée  par  le  momement 
tftine  ffroHe  gui  ne  cesse  pas  détre paraUèie  à  une  autre  droite 
donnée. 

I.  I  11  fies  carartères  des  sur&ces  cylindriques  est  (jue.  pour 
(|uelqiic  point  que  ce  &oit,  leur  plan  tangent  est  parallèle  à  la 
droite  génératrice. 

Soient  —  )■  =  ùz  les  équations  données  de  l,i  droite 
menée  par  l'origine,  et  à  laquelle  la  généralriee  doit  toujoui-s 
être  parallèle.  \ous  avons  vu  que,  .i',  j',  z'  cUuit  les  coordon- 
nées du  [xoint  de  contact,  l'érpiation  du  plan  tangent  à  une 
siirfiioe  courbe  est,  en  général, 

=_.'=(«-*'»(§.)+(,-/)(f,). 

Il  ne  s'agit  donc  pins  <pie  d  exprimer  (jue  ce  plan  est  paralli  le 
a  la  dioilc.  La  condition  d  être  parallèle  sera  remplie,  si  le  plan, 
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aj>ivs  avoir  été  transporté  paiallMenioiit  a  lui-même  jusrju  i  1  On- 
giiio.  passe  alore  par  la  droite.  Or,  ré«|uatiou  tlu  plaii  trampoi  té 
à  l'origine  est 

et  pour  que  le  plan  i)aâse  par  la  droite,  il  &iit  que  Ton  ait 

(E)  .  .>=a('^)-.l,{^): 

donc  cette  tlenii'-ie  «-(jualion  exprime  qu'ime  sinface  est  uvlin- 
dri<jiie,  stuis  rien  statuer  sur  la  nature  de  la  courlie  «pii  hii  sert 
de  base,  on  qui  dirige  le  mouvement  de  la  dioite  géucratriee  ; 
courbe  qui  peut  d'ailleurs  être  ou  n  ctre  pas  soumise  à  la  loi  de 
continuité. 

flBooswK  uuHtÊM.  rjMts  u  imraiBiir  w  u  BMNit  «ntuiucK. 

«.  lia  génératrice  devant  être  toujours  parallèle  à  la  droite 
donnée,  aura  pour  équations 

dans  lesquelles  les  (juautitcs  a,  b  sont  constantes,  «quelle  que  soit 
la  jHKition  de  la  génératrice,  mais  (bns  lesquelles  a  et  qui  sont 
eoiistiuites  poui"  une  même  position  de  la  génératrice,  varient  lors- 
que la  génératrice  passe  d'une  position  à  ime  autre.  Ainsi  pour 
toute  surfiioe  cylindrique,  lorsque  le  point  que  l'on  considère 
change  de  position  sur  la  surfitce  sans  quitter  la  mècoie  droke  gé> 
nératricet  les  deux  quantités  «,  ^,  ou  cdle»«i»  as  —  az,  jr  —  bsy 
qui  leur  sont  respectivement  égales,  sont  tontes  deux  constantes  : 
et  lorsque  le  point  se  meut  de  manière  qu*il  passe  d'une  position 
de  k  génératrice  à  une  autre,  ces  quantités  varient  toutes  deux. 
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Ces  deux  quantités  sont  donc  constantes  ensemble  ;  donc  dles  sont 
fonetions  l'une  de  Tautre;  ^cmc  r«|uation  générale  des  surikccs 
rylindriques  est 

y  —  bz~^{x  —  aa), 

dans  laquelle  le  sigii«  4)  indique. une  fonction  quelconque  de  la 
quantité  x  —  az. 

Ija  forme  de  cette  fonction,  o\st -à-dire  la  manière  dont  la 
«juantité  f  —  az  entre  dans  le  sk mui  membre  de  l'ikpuition,  ilé- 
pend  de  la  imture  de  la  courbe  qui  dirige  le  niomcment  de  la 
droite  génératrice.  Cette  forme  est  ou  n'est  pas  su:»ccj)tible  d'être 
expiimée  analytiquenient,  suivant  que  la  courbe  est  ou  n'est  pas 
soumise  à  la  loi  de  continuité. 

Il  suit  de  là  que  tes  équations  de  la  droite  génératrice  seront 

X  —       =  «tf 
y  —  bz^  ^ftk, 

a  étant  la  quantité  qui  jiarticularise  la  position  de  cette  droite. 


Trouver  /'éf/uatiwi  d'une  surface  cyli/idrit/ue,  connaissant  ta 
direction  de  la  génératrice  et  les  éijnalions  de  la  courbe  h 
double  courbure  qui  dirige  son  nwuvement. 

3.  Il  est  évidoift  que  la  question  consiste  à  détennîner  dans 
l'équation  générale  des  sur&ces  cylindriques  la  forme  de  la  'fonc- 
tion 9,  de  manière  que  cette  équation  devienne  celle  de  la  sur- 
fiice  individuelle,  que  Ton  considère.  Soient  représentées  par 

F(.t,-,  z)  —  o  et /(.t ,  .> ,  z\  —  o  les  (K  nx  éqiuitions  données  de 
la  courl)e  à  double  courbure,  dans  lesquelles  les  signes  F,/' indi- 
quent des  fonctions  connues  des  trois  quantités  x,  s. 
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La  génératrice  devant,  dans  toutes  ses  positions,  passer  par  la^ 
courbe  donnée,  il  &ut  que  les  quatre  équations 

:e     (iz  =  aty 

aioit  lieu  en  même  temps,  quelle  que  soit  la  valeur  de  <t.  Donc, 
si  Ton  élimine  entre  ces  quatre  équations  les  trois  quantités  x,j',z, 
on  aura  en  «  et  ^et  une  équation  que  nous  représenterans  par 
f(«,  pa)  =  o,  et  qui  déterminera  la  valeur  de  ^cen  «,  c*est-à- 
dire  la  forme  de  la  fonction  f,  ou  la  manière  dont  est  com- 
posée de  h.  quantité  sous  le  signe. 

Remettant  pour  «  et  fie  leurs  valeurs,  l'é^tion  de  la  surfiice 
cylindrique  individuelle-  demandée  sera 

dans  laquelle  la  forme  de  la  fonction  f  est  la  même  que  celte  de 
réquation  précédente  en  «  et 


ContwUssofà  ia  direction  de  la  génératrictf  trouver  t équation  de  fa 
surface  cylindrique  qui  emwloppe-une  surface  courbe  donnée. 

\.  La  surface  cylimlricjue  de-iiKiiKh-t'  et  lusurliice  ilonuér  .se  tou- 
vUvnt  en  une  courl)e  à  doul)lt*  coin  [mie,  dont  il  Millil  dt  »!*  i<  i  - 
ininer  les  équ;jtion.s  ;  car  la  surface  cj  lindrique  devant  pa^cr  j>ar 
cette  coiu"be,  la  question  est  alors  réduite  à  la  précédente.  Or,  pour 
tous  les  points  de  cette  combe,  le  plan  tangent  à  la  surface  don- 
née doit  coinddêr  avec  le  plan  Uuigent  à  la  surfiice  cylindrique. 


Soit  donc  F  (j:-,  y,  z)s=o  Téquation  de  la  snrliice  donnée;  sî, 

après  en  avoir  tiré  par  la  différentiation  les  valeurs  de  (       et  (j^^  ' 

on  les  substitue  daiis  l'équation  diilërentielle  des  sur&ces  cylin- 

drique$  a       -i-  b       =  i ,  on  obtiendra  en  a?,^,  s  une  éruia- 

tion  que  nous  repréBenterons  par  /{x^Xt  2)  =  o»  et  qui  appar- 
tiendra à  la  cotirfoe  de  contact;  et  parce  que  cette  courbe  est  aussi 
sur  la  surfiuse  dcmnéei  il  s'ensuit  que  ses  deux  équations  seront 

F(.i-,  j,    =  o, 

donc,  traitant  ces  dan  équalaons  comme  dans  le  cas  précédent, 
l'équation 

f  (a?  —  oz,  y  —  6s)  ss  o, 

qn'on  obtiendra,  sera  celle  de  la  sur&ce  cylindrique  individuelle 
demandée. 

Supposons  qn^ayant  différentié  l'éqnalion  de  la  surfoce  donnée» 
on  ait 

X  tir  H- Y<i^  H- Z«£s     o  ; 

ce  qui  donne 

suh^tiruant  ces  valeurs  dans  l'équation  difTérentidle  des  siirfiices 
('yUndri<pies,  on  a 

«X  H-  &Y     Z  =  o, 

qui  appartient  à  la  ligne  de  contact. 

Gela  posé,  si  la  génératrice  est  paraUâe  aux  z,  on  a  a=o,  ^==0, 
et  réquation  de  la  courbe  de  contact  se  réduit  à  Zsso.  Éliminant 
s  entre  cette  dernière  éqnaticm  et  celle  de  la  surfitœ  dcmnée,  on 


aura  œilfr  de  la  projection  de  la  ligne  de  contact  sur  le  plan  per- 
pendicahÎTe  aux  z ,  et  par  conséquent  celle  de  la  courbe  qui  ter- 
irane  la    ujection  de  la  sur&ce  sur  le  même  plan. 

De  même  si  la  génératrice  est  parallèle  aux  or,  on  a  a  s=  od  ,  et 
réquatiim  de  là  courbe  de  contact  se  réduit  à  Xs  o.  Donc,  élimi* 
liant  X  entre  cette  équation  et  celle  de  la  surfiice  donnée,  on  aura 
l'équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  perpendi- 
onbire  rui\  < ,  et  par  coiisé(pient  celle  Je  la  courbe  qui  tennine  la 
projection  de  la  surface  siir  le  même  plan. 

Pai^illement  cniin,  éliminant^  entre  ré(|iu)tion  Y  =  o  et  celle 
(le  la  surface  doimée,  on  aura  réfpiatlon  de  la  courbe  qui  termine 
la  projection  de  la  suriace  sur  le  plan  perpendiculaire  aux  y\ 


$  ni. 

DES  SURFACES  CO.MQUES. 


Trouver  téqutUion  générale  des  surfaces  coniques,  c'est-à-dire 
exprimer  quime  itaface  courbe  est  mgendrée  par  le  mouvenmu 
if  une  droite  qui  ne  cesse  pas  de  passer  par  un  point  dmmi, 
quelle  que  stnt  d ailleurs  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  In. 
génératrice. 

l  ALMIÉRC  H*>ilfcBt    l>«r>RÈS  I.A  CUM>ll>ï.ltATIO>  »l  fLAH  ïk><,tSt. 

I .  Une  des  propriétés  générales  des  surfaces  coniques,  et  qui 
i*st  indéj>en(lante  de  la  nature  de  la  courbe  qui  diriL^c  la  généra- 
trice, est  (jiu'  le  j)l;i!i  t;u!|^<'nt  passe  toujours  j);ir  le  soiiiinet.  Soient 
<loiK'  a.  h,  (•  les  eoot duniiées  euiinues  du  soiuuul;  nous  avons  vu 
que  J^"',     ,  î  étant  celles  du  point  de  contact,  Téquation  du  plan 
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taisent  est)  eh  général, 

or,  ce  plan  passera  par  le  sommet  si,  dans  cette  équation,  en  fiiî- 
sant  x^a  et  y  =  b,  <ma  s^c,  et  par  conséquent  si  Ton  a 

(E)         c-z'^ia-  a:')  (g,)  4-  (i.  -  ^  j 

Donc  cette  dernière  équation,  dans  laquelle  les  constantes  a,  by  c 
sont  les  coordonnées  du  sommet,  exprime  qu'une  surÊiCe  conriie 
est  conique,  sans  rira  statuer  sur  la  nature  de  la  courbe  qui  lui 
sert  de  base,  et  qui  peut  être  ou  n*ètre  pas  soumise  à  la  loi  de 
«Huitinuité. 

sr.COMPi:  MjkMtHE.  (I^PRÈS  LE  MOI  VCHF.>T  DC  LA  KftOITC  OGSÉaÀTRICfc. 

u.  Ln  génératrice  devant  cimstamnient  passer  par  le  sommet, 
ses  équations  seront 

ix  —  a  =  a.{z  —  û)y 

«laiis  lesquelles  les  trois  quantités  a,  h,  c,  qui  sont  les  coortiouiu  t  ^ 
du  sommet,  sont  constantes,  quelle  que  soit  la  position  de  la  gé- 
nératrïce,  mais  dans  lesquelles  «  et  p,  qui  sont  constantes  pour  une 
même  powlion  de  la  génà^trice-,  yarient  Imque  la  génératrjre 
passe  d'une  position  à  une  autre. 

Ainsif  pour  toute  sur&ce  conique,  lorsque  le  point  cpie  l'on 
ctmsidère  diai^  de  position  sur  la  surface  sans  quitter  néanmoins 
la  même  position  de  la  dro^  génératrice,  les  deux  quantités  «  et  ^, 

ou  leurs  égales         *'''rlr7'         tontes  deux  constantes;  rt 

lorsque  le  point  se  meut  de  manière  (ju'il  jmsc  d Une  position  «le 
la  génératrice  à  ime  autre,  ces  deux  quantités  varient  t(Hites  tlenx. 
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Pour  le»  surfaces  coniques,  les  deux  quantités  et 

sont  i]onc  roiisîantes  eiiseiiible  et  variables  ensemble;  elles  sont 
(lonr  louciians  1  une  de  l'autre  :  donc  l'équatiou  générale  des  sur- 
làces  coniques  est 


dans  laquelle  Ç  indique  une  fonction  quelconque. 

La  forme  de  cette  fonction  dépend  de  la  nature  de  la  courbe 
qui  sert  de  base  à  la  surface,  ou  qui  dirige  le  mouvement  de.  la 
génératrice.  Cette  forme  est  analytique  ou  non,  selon  que  la  courbe 
est  ou  n'est  jias  soumise  à  la  loi  de  continuité. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  les  deux  équations  .que  nous 
vemms  de  trouver  sont  de  la  même  généralité,  et  que  Tune  est 
rintégrale  complète  de  l'autre. 

Il  suit  de  là  que  les  équations  de  la  génératrice  sont 


et  étant  le  paramètre,  de  la  variation  duquel  dépend  le  uiou\fnu  nt 
de  la  générati'ice. 

Jùan!  données  les  vuurdonnces  du  sommet,  et  les  équations  de  la 
courbe  à  double  courbure  qui  dirige  le  mouvimc/U  de  la  gvncra- 
trice,  trouver  ^ équation  de  la  sur/ace  conique  indmdueUe, 

3.  La  question  se  réduit  évidemment  à  déterminer  dans  l'éqtia- 
tion  générale  des  surfaces  coniques,  quelle  doit  être  la  forme  de  la 
fonction  ^,  pour  «pie  la  surface  passe  par  la  courl>e  donnée. 

Soient  représentées  par  F(  r,;^-,  s)  —  o  et  /(î%  r.  —  o  li-s 
<leti\  é(jnafions  données  de  la  courhe  à  double  courbure  donnée;  la 
génératrice  devant  couper  cette  coiu  be  dans  toutes  ses  positions,  il 
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Ikut  que  les  quatre  équations 

aient  lieu  en  même  temps,  (jm-llc  (juc-  soit  la  valeur  de  «.  Done,  si 
Ton  élimine  entre  ces  quatre  t  ({nattions  les  trda  quantités  s, 
nn  aura  en  «  et  9«  une  équation  que  nous  représenterons  par 

et  f|ui  devant  être  satis&ite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  «,  servira  à 
déterminer  la  forme  de  la  fonction  f»,  c*e8l>èHlire  la  maiûère  dont 
t^ette  fonction  doit  être  composée  de  la  quantité  m  qu'elle  renferme. 
Renietbint  pour  «  et  4>a  leurs  valeiu^s,  il  est  évident  que  l'équation 
de  la  sur&ee  conique  individuelle  demandée  sent 

-  /x  —  a      y  —  h\ 

fl   »  |=sO. 


Etant  (hinnccs  les  coordonnées  du  sommet,  ti  uui'er  l  cfjitalion  de 
la  surface  coiùque  mdividuelle  circonscrite  à  une  surface  courbe 
fhnfiée. 

4.  La  surface  doiuiée  et  la  surCice  conique  demandée  se  touchent 
en  une  courbe  à  double  courbure,  dtMit  il  suflira  de  trouver  les 
é(|uations;  car  la  surface  «'onirme  <!evant  passer  par  cette  conrl»-, 
la  «juestion  sera  réduite  alors  a  la  [)i  éréilente.  Or,  pour  tous  les 
ponits  de  cette  courbe  de  contact,  les  deux  surfaces  ont  le  même 

plan  tangent;  donc>  pour  ces  mêmes  points,  les  valeurs  de 

et      j,  produites  par  Téquation  de  l'une  des  surfiices,  dcnveiit 

être  les  mêmes  que  les  valeurs  produites  par  l'équation  de  Paiitre. 
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Soit  donc  F(.r,  V.  c)  =o  réquation  de  la  surface  donnée,  m,  apivs 
en  avoir  liit*  par  la  diflcrentiation  les  valeiu's  de  ^"^^  l*^)* 
l«s  substitue  dans  Téquation  diflërentieUe  des  sur&ces  coniques, 

s  -  c  =     -  «)        H-  o-  -  (I), 

on  obtiendra  en  .v,y,  z  une  équation,  que  nous  représenterons  par 
y  (.(■,  j-,  :)  =  o,  et  qui  a])partîendra  à  la  couriie  de  contact  des  deiix 
sur6ces;  et  parce  que  cette  courlie  est  aussi  sur  la  $ur6ce  donnée, 
il  s^ensuit  que  ses  deux  équations  seront 

h(j:,j,z)=^o     et     /{x,j,z)  =  o. 

Donc,  traitant  ces  deux  équations  comme  dans  le  cas  précétlent, 
ré(.iiiati(m 

qu'on  obtiendra,  sera  celle  de  la  sur&oe  conique  individuelle  de^ 
mandée. 

Lorsque  le  sommet  du  odne  est  un  point  lumineux,  la  courbe  de 
contact  dont  nous  venons  de  trouver  les  équations  est  celle  qui, 
!iur  la  suidoe  donnée,  sépare  la  partie  éclairée  de  la  partie  obscure. 

liOrsque  le  sommet  du  cdne  est  le  lieu  d*un  œil,  cette  courbe  de 
contact  est  la  ligne  du  (  ontour  apparent  de  la  siwfiiee  doimée  pour 
rreil  placé  au  sommet  du  cone. 

Si  la  sur&ce  à  laquelle  la  siu*faoe  conique  doit  être  circonscrite 
est  du  second  degré,  son  équation  sera 

Ax'-h   B>»4-  Cz'  1 
aD/z  -4-  %Exz  -4-  aF.r)-  |  =  K; 
+  aGj?  -H  aHj  -f-  aJz 
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ce  qui  donnera 

SiiUtituant  ces  valeurs  dan»  réquatiou 

et  retranchant  réquatton  du  second  degr^  eUe-méme,  on  aura 

H-  ,r(F«  -h  H-  De  -h  H) 
H-  s(Ett-|-  Dft  H- Ce  H-  J  ) 

-t-     G  a  -7-  HZ»  -r-  Je  —  K 

équation  qui  appartient  à  un  plan:  d'oii  il  suit  que,  pour  toute  sur- 
fiioe  du  second  degré,  la  courbe  de  contact  avec  une  sur&ce  conique 
rircouscrite  est  toujours  plane. 

On  démontre  avec  la  même  fiicilité  que,  si  la  sur&ce  est  du  de- 
gré m,  sa  courbe  de  contact  avec  ime  sur&ce  conique  ctrconsrrite 
est  sur  nne  autre  surface  courbe  du  degré  ///  —  i . 

Quelle  c{ue  soit  la  sui  fuce  touchée,  si  après  avoir  suljstitué  |>our 

{^^^  ^  valeurs  dans  l'équation 

.  +<^-*)(^)' 

on  éliiuiiu"  un  paiainrti  L'  ((iielconqiic  an  moyen  de  réfjiiation  de  la 
surface  touchée,  on  (>l)tu'ii(lra  en  '  ,  )  ,  z  une  «•qiiation  qui  a|i|):«i- 
tieadra  à  la  suite  des  lic;ues  de  cont  irt  de  toutes  les  surfaces  qiu  ne 
(lifK'rent  entre  elles  ({ue  pai-  le  jjaiaiiu  ire  éliminé.  Cette  é(]Uation 
sera  donc  celle  de  la  surlitee  unique  qiu  contient  toutes  les  ligues  de 
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contact,  et  qui  ks  dâennîne  par  ses  intenectioiis  avec  la  suite  des 
sui&oes  tcnidiées.  Mais  cette  équation  aura  tous  ses  termes  multi- 
pliés par  l'un  des  trtns  coeflicienis  x — a,  y — s ->>c  ;  donc  la  sur- 
race  à  laqudie  elle  appartient  passera  néoeasaireraent  par  le  sommet 
commun  à  toutes  les  sur&ces  coniques  circonscrites. 

Par  exemple,  on  voit  par  là  que,  si  les  siiHaccs  touchées  sont 
des  ^itims  concentriques  qui  ne  diffierent  entre  dles  que  par  leurs 
rayonS}  leurs  lignes  de  conttct  sont  des  ocre  les  qui  sont  tons  sur  la 
surfiioe  d'une  autre  sphère,  dont  un  diamètre  est  la  droite  qui  joint 
le  centre  commun  de  toutes  les  sphères  au  sommet  commun  de 
toutes  les  suHàces  coniques  circonscrites. 


S  IV. 

DES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION. 


Trouver  Péquation  çinirttk  des  surfaces  de  révolution^  c'cstà-dirc 
exprimer  quune  surface  est  engendrée  par  la,  révolution  dune 
courbe  quiconque  autour  tt  un  axe  donné  de  position. 

rauiËie  ii«!iiliit.  «TMfts  u  comuitt&<noN  ws  nt»  tmabut. 

I.  L  ne  propr'u'-tt-  cai-ictéristique  des  surfaces  de  révolution,  et 
(jui  est  indépendaiite  de  1;)  nature  de  la  courbe  génératrice,  est  que 
le  plan  tangent  est  toujour  s  perpendiculaire  au  plan  mené  par  le 
point  de  contact  et  par  l'axe.  Nous  nommerons  ce  dernier  plan 
méridien. 

Soient  donc  j  '  '  les  équations  données  de  Taxe  de 

\  y       ]Sz  ^  b\ 

ré\olution,  et  a  ,  j     z'  les  coordoiuiées  du  point  de  contact; 

3 
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réquadoii  du  phn  du  méridien,  en  tnnt  qtril  passe  par  le  point  de 
contact,  est  de  la  formé 

z  —  z'  =  xM  {x  —  x')  -f-  N  ( j  —  j')  ; 

et  pour  que  ce  plan  passe  par  Taxe,  les  quantités  M,  N  doivent  être 
telles  que  les  équations  de  Taxe  et  celle  du  plan  Ment  lieu  en  même 
temps,  qudles  que  soient  les  valeun  de  iT,/,  2  ;  ce  qui  d<mne 

M[A(/^— /)  — B(a-.i')]^^  h—y'  ^  13c', 
[A(Z»  —y')  —  B(a  —  j;')J  =  -  (a  —  a,'  ^-  A='). 

Ainn  l'équation  du  plan  du  méridien  mené  par  le  point  de  con- 
tact est 

{z  -  z')  [K{b  -/)  -  B(a  -  x')] 
=  iJ> -/ -H  Bs')  {X  —  x')  -  (a  -  y  H-  Az')  {y  -j'). 

()r,  l'équation  du  plan  tangent  est 

et  ces  deux  plans  seront  rectangulaires  entre  eux  si  l'on  a 

,  (i_yH.B»')(^)-(«-.'  +  A»')(^|,) 
(  -hA(*~/)-B(«-j;')  =  o; 

donc  rçtte  dernière  équation  exprinu'  qii'unp  siii  tiicc  est  tîe  révo- 
lution autour  rl  im  axe  détemune  de  position  j)ar  les  constantes 
A,  R,  rt,  h,  in(l»''j)t'ii(laniTnent  de  la  génératrice,  qui  d'ailleurs  peut 
èli'e  ou  n'être  pa»  soumise  à  la  K>i  de  eouliimilé. 

a.  On  peut  être  conduit  à  la  même  équation  jtar  la  considération 
de  la  normale.  En  effet,  1«  «if&oes  de  révolution  ont  encore  cette 
propriété,  que  leur  nonmale  coupe  toujours  Taxe  de  révolution. 
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Nous  avons  tu  que  les  équations  de  la  normale  sont 

r— /h- —     (^)  =  o; 

«  t  jioiii  ([lie  cette  droiic  cou|>e  l'axe,  il  faut  que  ces  équations  et 
relies  de  Taxe  aient  lieu  en  même  temps,  indépcndartiment  des  \  a- 
leurs  de  .r,  j,  z,  ou  que,  en  éliminant  a  ,^  ,  z  de  ees  quatre  équa- 
tions, réquation  résultante  soit  satisfitite.  Or,  réiiminationdex,  j,  z 
donne  Féquation  (A)  ;  donc  oette  équation  exprime  qu'une  sur&ce 
est  de  révolution. 

3.  Les  sur&ces  de  révolution  ont  un  seccnid  caractère  indépen^ 
dant  de  la  nature  de  la  courbe  génératrice  ;  c'est  que,  n  on  les  coupe 
par  un  plan  qudconque  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution,  on  a 
pour  section  la  drconfêrenoe  d'un  oerde  dont  le  centre  est  dans 
Taxe,  et  dcMit  tous  les  points  sont  par  conséquent  à  égales  distances 
d\ui  même  point  pris  sur  Taxe.  Or,  les  éfpiatioiis  de  l'axe  de  révo> 
lution  étant,  comme  ci-deasus, 

ar  =  As  -h  a,     j  =  lî-  -t- 

celle  du  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sera 

Ax  -h  Bj  H-  «  =  CI, 

dans  la(|uelle  la  quantité  a  (jnt  détermine  la  position  de  ce  plan  est 
constante  pour  ie  même  plan  perpendiculaire,  et  variable  d'un  plan 
il  un  autre. 

De  plus,  l'ave  de  n',  oint  nui  rencontre  le  plan  des  .r  et  >  dans  un 
point  dout  les  cuordomices  sont  .t  =  a,    =  6,  z=.o;  et  si  I  on 

3. 


—  ao  — 

r^rde  ce  point  comme  le  centre  oommmi  d'une  suite  de  sphères 
concentriques,  l'cqiiation  générale  des  sur&ces  de  ces  sphères  sera 

(jr  -  af-  +  ij-  -  by     5=  =  p', 

dans  laqudle  le  rayon  |9  est  constant  poor  la  même  sur&ce,  et  va« 
riable  d'une  sphère  à  une  autre. 

Gda  posé,  si  le  point  que  Ton  considère  sur  la  surlkoe  de  révolu- 
tion se  meut  sur  cette  sur&ce  sans  sortir  du  même  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe,  il  ne  sortira  pas  non  plus  de  la  même  surface  de  sphère, 
et  alors  «t  et  |;  seront  toutes  deux  constantes;  mais  si  ce  pcnnt,  en  se 
mouvant,  sort  du  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  il  passera  aussi  sur 
la  surface  d'une  autre  sphère,  et  les  quantités  a  et  ,3  auront  toutes 
deux  varié.  Les  surfaces  de  révolution  sont  donc  telles  que  et  et 
on  les  quantités  Ax  ^  Bj-  -h  s  et  (.r  —  a)'  <  i  >  —  h)'  qui 
leur  sont  rcsportivement  égales,  sont  constanu-s  ensemble  et  varia- 
bles enseiable  ;  on  a  donc  pour  équation  de  ces  surfaces 

daiis  laqneilc  <p  nuliqnc  nne  fonction  quelconque,  dont  la  foniie  tlc- 
pend  de  la  nature  de  la  courbe  génératrice. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  cette  seconde  éqiiation,  qui  est  de 
la  même  généralité  que  la  première,  en  est  l'intégrale  complète. 

Si  l'axe  de  révolution  passe  par  l'origine,  et  est  |>arallèle  aux  s, 
on  a 

AssOf       BssOf       tl~Of  6ssO, 

et  l'équation  précédente  devient 

ar»-i-j'  =  ^jB     ou     s  =  4(jp'-l-j'), 

les  signes  ©  et  4  indiquant  des  iom  ti  nns  quelconques.  Dans  cette 
même  hypothèse,  il  est  évident  que,  .si  i  on  ajoute  à  chacune  des 
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ordoimées  z  tic  la  siu'fhce  de  icvolutioii  l  ordonnée  coiTes|>oiidante 
d'un  plan»  on  aura  Tordoimée  d'une  siir&ce  de  révfdution  ram- 
pante, dont  la  générution  est  la  même  que  celle  de  la  sur&ce  des 
baliistres  rampants.  Donc  l'équation  générale  de  la  sui&oe  des  ba- 
IttstKS  rampants,  rapportée  à  trois  plans  rectangulairest  dont  deux 
passait  par  Taxe  de  révolution,  est 

a  =      4-  D)^  H-  4 -tf- ), 

la  fbnne  de  la  foiuiion  4  dépendant  de  la  forme  du  profil  du 
baluatre,  profil  ciui  peut  être  ou  n'être  pas  soumis  à  la  loi  de 
continuité. 


Etant  données  les  éfjuativns  tl'une  courbe  à  tlouhle  rotii  bure, 
trouver  celle  de  la  surface  ens^endrée  par  la  révolution  de  cette 
courbe  autour  d'un  cuve  donné  de  position. 

n  est  évideirt  que  la  question  oonsiste  à  déterminer  dans  l'équa- 
tion générale  des  surbces  de  révolution  qudie  doit  être  la  forme  de 
la  fimction  arbitraire  ^,  pour  que  la  surfiioe  passe  par  la  courbe 
donnée,  et  soit  par  conséquent  la  sur&ce  individuelle  que  Ton  con- 
sidère. Soient  donc  représentées  par 

F(.r,  j  ,  i)  r=  o, 
2)  =  o» 

les  deux  «piatians  données  de  la  courbe  génératrice;  les  é(juations 
de  la  drocHtrérenoe  de  cerde  engendrée  par  chacun  des  points  de 
cette  génératrice  seitmt,  comme  nous  l'avons  vu, 

Ao;  -i-  B/  -r  z  —  a, 
{x  —  a)'  H-  (>•  —  by  H-  5»  =s 


—  aa  — 

et  pour  que  la  surface  de  révolution  passe  par  la  courbe  donnée,  H 
ikut  que  la  génératrice  soit  coupée  par  la  circonfiérenoe  de  cercle, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  «;  il  &ut  donc  que  les  quatre  équation» 
précédentes  puissent  avoir  lieu  entre  les  quatre  quantités  x^Xf 
DcHic,  éliminant  les  trois  quantités  j?,  Xf  s,  il  restera  une  équation 
en  «  et  4p«,  que  nous  représenterons  par 

f<*,  t«)  =  o, 

et  ([iiu  donnant  la  valt'tir  de  9«  en  a,  détt'nniut'ia  la  lornic  de  ia 
tonclion  e.  Donc  si,  dans  cette  tlernlcrc  c(juation,  on  $ub!>titue  pour 
a  et  ifflt  leurs  valeui^  en       ,  c,  on  aura  ré(]uation 

f  [Ax  H-     -h  3»  (a*  —  aY  -j-     —  ^»   -f-    ]  =  o, 

qui  sera  celle  de  la  surGuse  de  révolution  individuelle  demandée. 

ËXEMi'LE. 

/://  supposant  que  l'axe  de  révolution  passe  par  l'origine,  et 
(pi' il  soit  paraUèlc  à  l'axe  des  z,  trouver  l'crptation  de  la  surface 
lie  révolution  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  quelconque 
donnée  de  position. 

Soient 

les  équations  données  de  la  droite  génératrice;  celles  de  la  circonfé' 
ivnce  de  cercle  décrite  par  chacun  de  ses  points  seront 

Z  ~  (t. 

x'  —  j  '  —  ifct; 
éliminant  x,/,  z  entre  ces  équations,  on  a 

(A'*  1-  a' y  ■  (  B  <t      b' y  —  fa, 
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(|ui  indique  de  quelle  niaiiièrc  la  fonction  ç  et,  est  composée  de  la 
quantité  a,  Renwltaiit  pour  «  et  ^t»  leurs  valeurs,  on  a  pour  «équa- 
tion de  la  surfece  îndividudle 

(A's  -i-a'y--+-  (H  z  -h  i/y  =  Jî'  -^y\ 

Si,  dans  cette  équation,  <m  Ëût  ou  x  ^  o  ou  j  =  o,  ce  qui  dé« 
termine  une  section  par  l'axe,  Téquation  résultante  devient  cdie 
d'une  hypeibole;  donc  la  surfiioe  que  l'on  ronndère  est  celte  d'nn 
liyperlx^oïde  de  révolution. 

Si ,  en  conservant  une  des  deux  équations  de  la  droite  génératrice, 
on  change  tous  les  signes  du  second  membre  de  l'autre,  l'équation 
de  la  surface  sera  encore  la  même  ;  donc  cette  sur&oe  peut  être  en- 
gendrée |)ar  deux  droites  dilfêrentes,  et  parce  que  chacune  de  ces 
deux  (lroitc\s  génératrices  passe  partons  les  points  de  la  surface,  il 
s'ensuit  que  la  surface  n'a  aucun  point  par  lequel  on  ne  puisse  faire 
passer  deux  lignes  droites  différentes  cpii  soient  toutes  deux  entière- 
ment sur  la  sur&ce. 


Une  surface  courbe  dont  l'éfjuathn  est  domtée,  &tuU  liée  dme 
manière  imariahh  à  un  axe  de  révolution,  et  tournant  ensuite 
autour  de  cet  axe,  trouver  Céqua/tion  de  la  surface  qui  touche 
et  enveloppe  la  surface  mobile  dans  toutes  ses  positions. 

La  surface  <lcmandé(»  est  ô\  ideniiiient  de  révolution  autour  de 
l'axe  donnt'.  »>f  '*lle  toiiclic  hi  sin  fiici'  mobile  fonsidérét*  dans  sa  pre- 
mière position,  suivant  mit'  rninbf  dont  il  siinua  d'asoii-  les  é([ua- 
tions;  car  la  stu'face  de  revouuion  devant  |Kisst'r  par  cette  courl»e, 
l.'i  tniestion  aloiissera  réduite  ii  la  |)i("(  ('dente. 

Soit  «Ion e  F(.r,  j',  :  i  o  i  i  ipiat ion  donn«*e  «le  la  sm  liiee  mo- 
bile consideiec  dans  sa  première  position.  Pour  tous  les  points  de  la 
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ligne  de  contact  de  cette  surface  avec  cdle  de  révolution,  l'équation 
F  {Xt  y,z)  =  o  doit  aatislaire  à  celle  des  surfaces  de  révolution  ; 

donc,  si  tirant  de  cette  équation  les  valeurs  de  {j/^^      {  \ 

les  substitue  dans  rt'(|ii:itic)ii  (A),  jwge  i8,  Téquation  qu'on  obtieii- 
«liu,  et  que  nous  repnst  iiterons  par  f(.r,  >  ,  z)  =  o,  appartiendra  à 
la  courbe  de  contact,  lies  deux  équations  de  cette  courbe  seront 
donc 

F{x,Xy  a)  =  o, 

f  (.r,  j,  z)  =  o. 

Donc ,  traitant  ces  équations  comme  dans  le  cas  précédent ,  l'é- 
quation 

/[Ajt  h-  Br     s,     —  «)'  -H  (y  —  by     s*]  s=  o, 

ù  ia(|ii  H<  Il  parviendra  de  la  mènie  manière,  sera  celle  de  la  siu- 
lace  deauaulee. 


DES  SLRFACtS  KNOENDREKS  PAR  LE  MOUVEMEIVT  l) X  NE  DROITE  QLI  ESI 
TOUJOURS  HORIZONTALE,  ET  QUI  PASSE  TUIJOIRS  PAR  LA  Uf.MK 
^XRTICALB. 


Les  surfaces  engendrées  par  le  luoiiveinent  d  une  droite  qui  est 
toujours  horizontale,  et  cpii  passe  toujoure  par  une  même  verticale, 
se  rencontrent  souvent  dans  les  arts,  f^a  siu  lace  du  coiioidc  <lc  la 
voûte  d  arête  eu  tour  roiulc,  les  siii  laccs  siipt'i  u'iiit*  et  inlciicurc  de 
la  courbe  ranq>ante  circulaire,  la  surtuce  int'cricui  c  des  marches  de 
la  vis  à  jour  circulaire ,  etc . ,  sont  toutes  souiuiscî.  à  cette  j^éiiération , 
et  elles  ne  diflerent  entre  elles  que  par  la  courbe  qui,  dans  cliacune 
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rrellcs.  (lirifje  le  mouvement  rie  la  droite  génératrice.  Nous  nous 
propos(jiu>  d  exprinier  cette  génération. 

MCNitu  mwtiw.  r*mks  u  ciwtiweaATKni  w  »uii  ràncnn. 

Ln  earartôre  i;ÛK'Tal  des  surfaces  dont  il  s  a^it,  et  fjul  est  indé- 
pendant de  la  nature  de  la  courbe  <]ui  dirii^e  le  niou'n mt  ?it  dt*  la 
•^énératriee .  c'est  (jue  si,  par  le  jjouif  île  *tmUut,  on  nn  iie  dans  le 
plan  laiij^ent  une  horizontale,  celte  droite  passe  loujoui"s  par  la  ver- 
ticale, puisqu'elle  est  la  droite  génératriee  dans  une  de  ses  positions. 
D'après  cela ,  si  T  on  suppose  que  le  plan  horizantal  aaàit  un  des  troû 
plans  rectangdaîies  auxquels  la  aur&ce  est  rapportée ,  et  que  la  ver- 
ticale donnée  passe  par  Tongine,  et  sdt  l'axe  des  z,  on  aura  l'équa- 
tion de  la  droite  horizontale  menée  dans  le  plan  tangent,  en  feisant 
z  —  z'  dans  l'équation  de  oe  plan;  ce  qui  donnera 

(s.)+Cr-/)(^)  =  o. 

Or.  pour  fpie  cette  horizontale  passe  par  la  verticale  doiui/e,  ii  laut 
(jue  sa  projection  horizontale  passe  par  l  ori-^ine,  ou  (|ue,  dans  l'é- 
(juatiua  de  cette  projection,  les  tenues  sans  .i  et  sans^  deviennent 
nuls  ;  U  &ut  donc  que  Ton  ait 

qui  est  l'équation  demandée. 

6£CVM»b  MAXitUi:         vtt  AMTITI.<i  TIME»  * 

Un  autre  caractère  des  sur&oes  que  nous  considércms,  et  qui  de 
même  est  indépendant  de  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la 
génératrice,  c'est  que  si  «m  les  coupe  par  un  plan  quelconque  mené 
par  la  verticale ,  on  a  pour  secti<m  une  droite  horizontale.  Or, 

4 
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l'équation  d*un  plan  quelconque  mené  par  la  verticale  est 
j  s=  «j:,    ou    §  =  «» 

clans  laquelle  *  est  le  par.imrtrc  tf  ni  fU'tprmine  la  position  de  ee  plan; 
()araniètre  qui  est  coiistaiil  pour  le  niènu'  plan,  et  variable  d"iin  (les 
plans  vt'i  iicaiix  à  un  auU'e.  De  plus,  l'équation  d'une  ligne  horizon- 
tale est  c  =  p.  Si  donc  le  point  que  l'on  considère  se  meut  sur  Iî» 
sui'face  sons  sortir  du  même  plan  vertical,  ce  qui  suppose  que  «  est 
constant,  0  ne  sortim  pas  non  plus  de  la  même  ligne  horizontale,  et 
^  sera  aussi  oonstant;  mab  si,  dans  son  mouTement,  il  change  de 
plan  vertical,  ce  qui  suppose  que  «  est  variaUe,  il  changera  aussi  de 
ligne  horizMitale,  et  (3  sera  ausn  variable. 

LiCs  surfitoes  que  nous  ccmsidérons  sont  donc  telles  que  «  et  on 

les  quantité  ^  ^  ^  ^  respectivement  égales,  sont  con- 

stantes t  ii.it  niblc  et  \  a riables  ensemble.  Donc  ces quantitt's  sont  fonc- 
tions 1  une  de  )  autre.  Donc  I  équatioji  générale  de  ces  suiiàces  est 

dans  laquelle  la  forme  de  la  loiu  tiou  ^  (li-pciul  de  la  nature  de  la 
courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la  i^én/'Tati  icc. 

Nous  venons  par  la  suite  que  cette  seconde  équation  est  l  inté- 
grale  conqilète  de  la  première. 


Étant  données  tes  équations  de  la  courbe  à  double  courbure  qui 
tUrigê  le  mouvement  de  la  drmte  gétéroînee,  trouver  V  équation 
de  la  surface  indwiduette. 

D'après  ce  que  rions  avons  vu  pour  les  sm'faces  précédentes,  il  est 
évident  que  si  les  équations  données  de  la  courbe  à  double  cour- 


biir«"  sont 

H"(f,  J,     ~  o,      et     J\u;j  ,z)  —  o, 
il  iàudni  éliminer  .r,/,  z  entre  les  quatre  équations  suivantes, 

F(af,  j,  z)  =o, 
/(J^.J,     —  o, 

ce  qui  donnera  un  l'ésultat  que  nous  représenterons  par 

puis  sul>stituer  dans  cette  équation  pour  a  et  ^«  leurs  valeurs  :  ainsi 
l'équation  demandée  sera 

'■(■>=)="■ 

l'MEMIKU  KXIi.MPI.K. 

[•'tant  ((orntfcs  tes  étiufttrons  dtt  cintre,  (rouver  ceUe  de  Ui  sar/arv 
il  II  cnnoide  de  la  voûte  d  aretc  en  tour  ra/ufc. 

l,e  <nnti-c  de  cette  voûte  est  ordinairement  elliptique,  sunnunté 
ou  surbaissé;  dans  l'un  et  l'anm»  cas  ,  il  existe  toujours  un  cintre 
cinnilaire  par  lequel  jwsse  la  surface.  Soient  .v  —  a  la  distance  «le 
ce  cintre  à  l'origine,  et  )  '  —  r*  //'  l'ccpiation  du  cintre  cil'CU- 
iaire^  oa  éliminera  -t  ,  j,  z  entre  les  quatre  équations 

.r  —  ff , 
z  =  pm; 
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ce  qui  donnera 

et  substituant  pour  «  et  ipa  leuis  valeurs,  on  aura  pour  I  équation 
demandée 

a' y'         .        . , 
V  • 

SFCOM)  KVrMl'I.K. 

Trouver  l  équation  de  la  surface  supérieure  de  la  courbe  ram- 
pante circulaire. 

On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  courlje  à  double  courbure  qui  dirij^c 
le  niotivciiifnt  do  la  p^énératrice  est  riiclîce  d'une  vis  dont  l'axe  est 
la  verticale  (jui  jmse  par  l'origine.  La  [)iojcrtion  horizontile  de 
cette  hélice  <^t  la  circonférence  de  cercle  cjui  sert  de  base  à  la  surface 
«•ylindi  ujue  sur  h^juellc  i-lk-  se  trouve.  Soit  .r*-+-j'—  Féqnation 
de  cette  projection.  Pour  avoir  l'autre  éqtiation  de  la  mt  iur  »  oiu'be, 
il  faut  remarquer  que  cette  courbe  produit  une  ligne  droite  sur  le 
développenient  de  Ift  surface  du  cylindre  :  ainsi  cette  équation  est 

z  —  i  arcsin  (/) -t- c, 

dans  kKpiélle  6  et  c  «ont  deux  oonatantes.  On  éliminera  donc  .r,,>%  s 
entre  les  quatre  équations 

t  s  &an:sin(jr)  <,•, 
z  =  f  a  ; 

oe  qui  produira 

^•=sfrarcsin(  ^^'^  j  +  c: 

XMi  +  **} 

et  substituant  pour  a  et  fa  leurs  valeurs,  on  aura  pour  rétjuation 
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tlemandée 

a  —  6  arc  siii  /  \  H-  <•■ 

Cette  suHkoe  individuelle  est  une  de  celles  dont  Faire  est  un  mi- 
nimum ;  c^eatrà-dire  que  si  sur  cette  surlace  on  renferme  une  aire 
par  une  courbe  quelconque,  soumise  on  non  à  la  loi  de  continuité, 
de  toutes  les  sur&ces  couriies  qui  passent  par  cette  coivbe ,  c'est 
cellé  que  nous  considérons  dont  Taire  renfermée  par  la  courbe  est 
la  plus  ]>etite. 

S*il  s'agissait  de  trouver  la  suriàce  qui,  d'après  la  même  génér.i- 
ti<m,  serait  circonscrite  à  une  surface  courbe  donnée,  on  opérerait 
comme  nous  l'avons  fait  dans  les  trois  générations  précédentes. 

l-a  verticale  par  laquelle  passe  tfîiijonrs  In  droite  t^énératrirc  est 
une  ligue  remarquable  SiU'  les  surlacos  (iont  il  s'agit  ;  elle  t-st  la  ligne 
la  plus  courte  par  laquelle  ou  puisse  passer  d  ime  |X)sitioii  qm-l- 
ronque  de  la  (Irt)ire  f^énénitrice  à  une  autre.  Ces  surfaces  ne  sont 
qu'im  cas  particulier  tle  (  elles  qui  sont  engendrées  par  le  nuiuve- 
nient  d'une  ligne  droite,  et  dont  nom  aurons  dans  la  suite  occasion 
de  nous  occuper. 

I<es  gmàstiiHis  des  surfiMses  que  nous  avons  considérées  jus- 
qu'ici sont  exprimées  par  des  équaticms  aux  différences  partielles 
linéaires  :  nous  allons  parler  de  celles  qui  sont  exprimées  par  des 
équations  élevées. 


S  VI. 

DES  SURFACES  QUI  ENV  ELOPPENT  UN  NOMBRE  INFINI  D'AUTRES  SURFACES; 
DBS  CàRACTÉBISIIQin»  ET  ARAHS  DB  AEBROUSSBHBirr. 

Supposons  que  l'on  considère  une  suriâce  courbe  entièrement 
connue,  et  dans  la  génération  de  laquelle  entre  un  cerUiin  jxu^mètre 
que  nous  représenterons  par  s,  en  sorte  que  l'équation  finie  de 
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cette  sur&ce  soit  composée  de  or,  j,  r,  «,  et  de  tant  d'autres  con- 
stantes que  l'on  voudra,  indépendantes  de  »,  L'équation  connue  de 
cette  sur&ce  pourra  être  représentée  par  F [•«,.>  ,  -,  aJ  =  o,  ou, 
pour  abréger»  par  F  =  o. 

Si  Ton  donne  au  paramètre  «  une  valeur  déterminée,  Téquation 
K  =  o  sera  celle  d^une  surface  individuelle  unique,  dont  la  forme 
et  la  position  dans  Tespece  dépendront  de  la  valeur  particulière 
donnée  à  tt.  Si  donc  on  suppose  (|ue  le  paramctre  a  ait  surccssive- 
ment  tontes  les  valeurs  possibles  depuis  •  —  —  jus(|u'ii  a  =  x  , 
toutes  les  équations,  telles  que  F=o,  que  l'on  obtiendra  de  cette 
manière,  seront  chacune  en  particulier  celle  d'une  sm'face  <'ouHm' 
indiA-idncllc  ;  et  la  suite  infinie  de  tontes  ces  sm  thi  rs  l  orirlit's  sen» 
cfncloppt-r  par  une  autre  surface  courbe  iiiiH[iie,  (jui  csl  de  la  na- 
rine (l<>  «f  llr^  (jiie  lums  nous  [proposons  de  considérer,  et  auxquelles 
iuiu>  (loiiiu  ions  le  nom  ^enéri(jue  d  enveluppis. 

Si.  de  plus,  1  é(juati(m  générale  F=  o  des  sudiices  enveloppées 
contient  un  second  paramètre  mais  qui  dépende  du  premier  sui- 
vant une  loi  connue  ;  si,  par  exemple,  ces  deux  paramètres  sont  les 
coordonnées  d*une  courbe  plane  donnée,  dont  Téquation  cminue 
en .( ,  >-  soit  représentée  pai  j  ^  ^or,  on  aura  p  =  ^«t;  et,  d'après  la 
forme  de  la  fonction  9,  l'enveloppe  aura  une  forme  particulière  et 
une  position  déterminée  dans  l'espace.  Si  donc  on  suppose  que  la 
fonction  <p  prenne  sucoesaivement  toutes  les  formes  posinbles,  pour 
chacune  de  ces  formes  particulières,  on  aura  une  enveloppe  indivi- 
duelle diUérente;  et  pour  toutes  les  formes  en  général,  on  aura  une 
suite  d'«iveloppes.  Toutes  ces  enveloppes  auront  un  caractère  gé- 
néral, tme  propriété  conmiune,  une  même  génération,  iudépen-» 
dante  de  la  uatun*  de  la  co»u'be  dont  Técpiation  est  _v  =  (f.r.  Ce  ca- 
ra<  t<Mê  cette  propriété,  cette  génération,  peuvent  être  exprimés 
ou  par  une  équation  aux  différences  partielles,  ou  par  une  équa- 
tion intégrale,  dans  kicpielle  entrera  lu  fonction  ^,  qui  alors  sera 
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arbitraire  ;  et  ce  sont  ces  deux  espèces  d'équations  que  nous  nous 
proposons  (U'  U  nuxt'v.  Ndus  allons  édaircir  ce  qui  précède»  en  rai- 
sonnant sur  un  exemple  simple. 

Tout  étant  rajiportt*  à  trois  plans  re*  lanj^iihiiics,  dont  celui  qui 
«■ont  ieiif  les  .r  et^'  soit  hori/.ontal ,  c<)iir(  \  <  >ii.s  «pie  sur  ce  dernier  plan 
ou  ail  tracé  une  courbe  quelcoiupie  doiàt  l'équation  soif  >  r=r  «.r,  ««t 
([ue  sur  cette  combe  on  prenjie  un  point  con^espondaut  ;i  r  ^  a,  et 
pour  lequel  on  aun  par  conséquent  j  —  ^a  ^  cela  posé ,  si  ce  point 
est  le  centre  d'une  sphère  dont  le  rayon  soit  =  a,  l'équation  de  Ta 
surÊioe  de  la  sphère  sera 

(x  —  ety  -t-  {jr  —         -h  s'  =  a'. 

Cette  équation  est,  dans  oe  cas,  celle  que  nous  reproentons  par 
F  =  o.  Aetuellement,  la  forme  de  la  fonction  f  restant  la  même, 
c'est^À-^re  si,  la  courbe  horizontale  restant  fùie.  Ton  donne  suc- 
oaaBÎvement  à  a  toutes  tes  valeurs  possibles  >  oa  aura  une  suite  fie 
sphères  de  même  rayon,  et  dont  les  centres  seront  distribués  sur 
tous  les  points  de  la  courbe  horizontale.  Toutes  ces  sphères  seront 
enveloppées  par  une  surface  unique,  qui  sera  celle  d'un  canal  cir- 
culaire, curviligne,  et  dont  l'axe  sera  la  <'niirhc  hori/xintale  :  c'est 
cette  suifacc  à  larpiellc  nous  donnons  le  nom  '  iwehppc.  Knlin,  si 
l'on  donne  suoeessi venicnt  à  la  fonction  toutes  les  formes  possi- 
bles, c'est-à-dire  si  l  un  fait  .successivement  la  même  opération  pour 
toutes  les  courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  le  plan  horizontal,  à 
chacune  de  ces  eom*bes  correspondra  une  enveloppe  particidière. 
Toutes  ces  enveloppes  auront  la  même  génOTation  et  une  propriété 
commune  indqiendante  de  la  courbe  qui  sert  d*«xe  à  diacune  d'dles 
en  particutier.  Cette  propriété  est  que,  ai  on  les  coupe  par  tm  plan 
quelconque  normal  à  la  couibe  hcMÎzontale  qui  sert  d'axe,  on  a  pour 
section  la  drconférenoe  d'im  cercle  dont  le  rayon  est  s  a,  et  dont 
le  centre  est  dims  la  courbe.  L'cxpreanon  analytique  de  cette  pro- 
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(ji  iété  qui  appartient  à  toutes  ces  enveloppes,  et  qui  n  appartient 
({u'à  elles,  rst  l'équation  gjénérale  des  surfaces  soumiiies  à  cette 
jçénération.  Kenti  ons  actuellement  dans  le  cas  général. 

Si  dans  réquation  géiu'i  alo  des  surfaces  enveloppées  F=  o,  après 
avoir  doiiiu-  à  a  une  cerl.utie  ^ai(Mn  ,  on  lui  donne  iitir  iionvcllt»  va- 
leur taiininïent  peu  dilKi^rente  de  la  prennère,  ou  aiua  ré<juatiou 
d'une  nouvelle  enveloppée,  qui,  par  sa  forme  et  sa  position,  difle- 
rera  iniiiiitnent  peu  de  la  première,  et  qui  la  coupera  dan  une  cer- 
taine courbe.  Cette  couibe  sera  la  ligne  de  contact  ccnninune  des 
deux  enveloppées  consécutives  avec  leur  enveloppe,  et  ses  point» 
sercHit  ceux  de  la  première  enveloppée  pour  lesquels  les  coordon- 
nées or,  2  ne  changent  past  quand  a  varie  et  devient  «  +  d».  Si 
donc  on  diffôvntie  Téquation  F  s=  o,  ai  regardant  «  comme  seule 
variable,  réquation  qu'on  obtiendra  appartiendra  à  la  courbe  dç 
contact;  et  ptove  que  cette  courbe  se  trouve  aussi  sur  la  première 
enveloppée,  il  s'eq^uit  que  ces  deux  équations  seront 

(A)  F  =  o, 

(S)=->. 

dans  l('.sqiu'll("s  la  ([uantitéa  déleiiuiiie  la  |)t>siiM-ii  d<'  la  courbe  de 
contact  dans  1  espace.  Ainsi,  suivant  que  dans  les  deii\  équations 
(A)  et  (B)  on  donnera  successivement  à  a.  différentes  valems,  on 
ainta  les  «piatkMis  de  courbes  de  contact  différentes  qui  se  trouve- 
ront toutes  sur  l'enveloppe,  et  dont  Tenveloppe  elle-mlme  sera, 
pour  ainsi  dire,  composée.  Si  donc  entre  les  deux  équations  (A) 
et(B)  cmâimine«,  on  aura  en  j?,  ^,  2  une  équation  que  nous  re^ 
présenterons  par  f{x,  y  y  z)  ==■  o,  ou,  pour  abréger,  par  /*=  o,  et 
qui  sera  celle  de  Tenveloppe  elle-même. 

lia  ligne  de  contact,  dont  les  équations  sont  (A)  et  (B),  a  aussi 
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une  propriété  indépendante  de  la  coin  be  qui  particolariae  Tenve- 
loppe,  et  dont  on  peut  avoir  rexpmdon  amlytic^ue  ;  en  vertu  de 
oette  propriété,  eHe  imprime  un  caractère  général  à  toutes  le»  enve- 
loppes soumises  à  la  même  génération  ;  sa  considération  est  très- 
importante  dans  rint^^tion  des  équations  aux  diffénaices  par- 
tielles, et  nous  la  nommerons  la  caractéristique  de  Tenveloppe. 
Nous  verrons  par  la  suite  qu'une  même  «nvdoppe  peut  avoir  plu- 
sieurs caractéristiques  différentes.  Dans  le  cas  particulier  sur  )e([tiel 
nous  avons  déjà  raisonné,  ta  ligne  de  contact  est  toujours  la  circon- 
férence d'un  rorrle  dont  le  rayon  est  constant,  et  dont  le  plan  est 
toujours  vertical  et  normal  à  la  courbe  horizontale,  (juelle  que  soit 
(railleurs  cette  courbe  ;  et  il  est  évident  que  c'est  cette  propriété  qui 
imprime  h  toiit»'s  enveloppes  de  ce  genre  leur  caractère  conuuuii 
et  distinctif.  Poursuivons  <  <'s  roiisidérations. 

Si  dans  1rs  deux  équations  [A)  et  (B),  après  avoir  donné  au  para- 
mètre a.  ime  première  valeur,  ce  qui  détermine  la  position  de  la 
caractéristique  dans  l'espace,  on  con(^oit  (jue  ce  paraiiièli  c  suit  aug- 
menté d'une  quantité  infiniment  petite  da,  les  deux  nouvelles  équa- 
tions senmt  celles  d'une  nonvdle  caractéristique  qui,  par  sa  forme 
et  sa  position,  diffîrera  infiniment  peu  de  la  précédente,  et  qui,  en 
général,  la  coupera  quelque  part ,  puisque  ces  deux  caractéristiques 
consécutives  sont  sur  la  même  enveloppe.  Les  points  en  nombre 
fini,  danslesqueb  les  deux  caractéristiques  consécutives  se  coupent, 
sont  ceux  de  la  première  pour  lesquds  les  cocHfdonnées  x^jr^zme 
changent  pas,  lorsque,  dans  les  équaticms  (A)  et  (B),  «  varie  et  de^ 
vient  «  -h  d»,  D(mc,  si  Ton  dilTérentie  ces  deux  équations,  eu  re- 
gardant  a  oomme  seule  variable,  les  deux  nouvelles  équations  qu'on 
obtiendra  appartiendront  aux  points  d'intersection  des  deux  carac- 
téristiipies;  et  parce  que  ces  points  se  trmivcnt  aussi  sur  la  première 
caractéristique,  que  d'ailleurs  en  dilTérentiajit  (A)  on  reproduit  i  B|, 
il  s'ensuit  que  pour  cliacun  de  ces  points  d'intersection  on  a  les  trois 
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équations 

(A)  F  =  o. 

(C)  ('^)  =  o, 

dans  lesquelles  la  qunntité  et  détermine  celle  de  toutes  les  raracté- 
ri.sti(]uf>H  snv  l^xpiclle  on  considère  le  point  où  elle  est  coupée  par 
celle  qui  la  ^ut  iin()ii'<liatenieiit. 

Ainsi,  suix  iiii  que  dans  les  trois  équatiofis  (A),  i  IVt.  on  don- 
nera au  jKiiauietre  a  difTérentes  valeurs,  ou  auia  eu  .e,  ) ,  z  lioi> 
équatious,  desquelles,  par  F  élimination,  on  tirera  les  valeurs  des 
coordonnées  a,/,  du  point  dans  lequel  la  caiactéristique  ooires- 
pondante  ast  rencontrée  par  la  suivante.  On  aura  donc  sur  TeiiTe" 
loppe  autant  de  points  de  cette  espèce,  que  Ton  pourra  donner  de 
valeurs  différentes  à  La  suite  de  ces  points  formera  sur  Tenve- 
loppe  une  courbe  très-remarquaUe,  et  dont  on  aura  en  x,  «  les 
deva  équations,  en  éliminant  «  entre  les  trob  équations  (A),  (B) 
et  (G).  Cette  courbe  est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques  delà 
mime  manière  que  l'enveloppe  est  touchée  par  toutes  les  envelop- 
pées, et  elle  est  pour  l'enveloppe  une  véritable  arête  de  rebrousse- 
menl;  car  toutes  les  parties  des  caractéristiques  qui  sont  d'un  même 
côté  par  rapport  à  leurs  points  de  contact  avec  la  courbe  que  nous 
considérons,  forment  une  première  nappe  de  l'enveloppe,  et  toutes 
les  j)artiei>  de  ces  eanieti'ristiques  qui  sont  de  l'antre  eôté  des  nu'iues 
points  de  contact  ibniu-nt  une  seconde  nap[>e.  (^es  deux  nappes  se 
touclient  dans  la  courbe  dont  il  s'agit,  et  qui  est  pour  elles  ime  li- 
mite conmmne;  de  manière  (|ue  si  un  point  se  mouvait  sur  une  tle 
ces  deux  nappes  suivant  une  cei  Uiuic  loi,  il  arriverait  jus»|u  à  cette 
limite,  qu'il  ne  pourrait  outre-passer,  et,  pour  continuer  son  moU' 
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vemeut  suivant  la  même  loi,  il  serait  obligé  de  se  réfléchir  et  de  pas- 
ser smr  rmitre  nappe.  Nous  auroi»  occasion,  par  la  suite,  de  noiit 
liumlianser  avec  cette  e^èce  d'arète  de  rèbrouasement.  Nous  nous 
cont^iterons  id  de  fiûre  observer  que  les  surfiioes  coniques  sont  des 
enveloppes;  que,  comme  telles,  dies  ont  leur  arête  de  rèbrouase- 
ment ;  que,  pour  elles,  cette  arête  se  réduit  toujours  à  un  point 
unique,  et  que  ce  point,  qui  est  le  stmunet,  est  trèsHremarqudble 
sur  ces  surfiioes. 

Toutes  les  arêtes  de  rebrouasemoit  des  enveloppes  sonmiscs  à  la 

même  génération  ont  aussi  un  caractère  commun,  une  propriété 
générale,  (jui  est  indépendante  de  la  courbe  qui  particularise  l'en- 
veloppe, et  dont  on  peut  avoir  Texpressicm  analyticjuc.  T.a  cniisi- 
dération  de  ces  arêtes  est  fl'une  grande  importance  dans  le  calcïil 
intéjfral  des  éf[iiatioi»s  aux  diirérenres  partielles,  et ,  pour  cette  rai- 
son, nous  ne  niaii(|ucrons  pas  dv  les  étudier  dans  tous  les  cas  parti- 
culiers rjue  iKJiis  traiterons. 

Enlin,  cliacun  des  points  de  1  arrtc  de  rel>roussement  d'iuie  en- 
veloppe est  l'uiterseetion  de  deux  caractéristiques  consécutives  ; 
mais  si,  sur  cette  arête,  il  se  trouve  un  point  dans  lequel  les  trois 
caractériflliques  consécutives  se  coupent,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  s'il  existe  une  certaine  valeur  de  «,  pour  laqudle  les  deux 
caractéristiques  consécutives  coînddent  et  ne  forment  qu'  une  mém^ 
courbe,  le  point  correspondant  de  l'arête  de  rdoroussement  sera 
td,  que  ses  trois  coordonnées  j,  s  ne  variermit  pas  lorsque  a 
viendra  encore  à  varier.  Si  donc  on  différentte  les  trois  équation» 
(A),  (B),  (G),  en  regardant  a  comme  seule  variable,  les  trois  équa- 
tions que  Ton  aura  appartiendront  au  même  pdnt  de  rebrousse- 
ment;  et  parce  que  la  difFérentiation  de  f  \)  produit  (B).  et  que 
celle  de  (B)  produit  (G),  il  s'ensuit  que  si  des  quatre  équations 
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=  o, 
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=  0, 

(A)  • 
(B) 

(C) 

m 

on  élimine  les  trois  coordonnées  x,y^  z,  on  .mm  une  équation  qui 
ne  renfermera  plus  que  a,  et  qui  donnera  la  valeur  de  a  pour  (ju'un 
point  de  Tarêlc  de  rchrmissenient  soit  commun  à  trois  rnra«  t»'risti- 
qucs  coiLséi  iitivp';  ("c  point  est  liii-ini-iue  pour  l'arête  un  pointd'in- 
flexion  ou  un  point  de  rebroussemeiit . 

Passons  actuellement  à  la  recherche  des  équations  de  quelques 
enveloppes. 


S  vn. 

DES  SURFACES  DES  CAiNAUX  DONT  L'AXE  EST  UAE  COURBE  QUELCONQUE 
PLANE  ET  HORIZONTALE,  ET  DONT  LES  SBCnONS  PERFGNDKmAtRES  A 
CET  AXE  SONT  DES  GERlCLES  DE  RATON  GQVSTANT. 


Une  courbe  (|iicl(v>iifjnt'  étant  tmcée  sur  le  plnn  hori/.ontal.  si 
l'on  imagine  qu  uiu-  sphère  d'un  rayon  constant  se  meuve  de  ma- 
nière que  sou  centre  suive  la  courbe,  elle  parcourra  un  espace  qui 
sera  enveloppé  par  une  certaine  surface  courbe.  Gela  posé,  trouver, 
I*  Véqiuxtion  générale  de  toutes  les  surfaces  courbes  soumises  à 
cette  ^nérotion,  quelle  que  soit  d'aïUeuri  la  courbe  plane  qui  leur 
sert  d'axe;  a*  les  équations  àe  la  carae^istique  de  ces  mtfaees; 
3*  edh  de  leur  arête  de  rehraussement. 


^kj  .i^.o  uy  Google 


MuiÉu  unifeu.  mrakt  u  oaMm^fMW  m  mil  tmcoit. 


I *.  La  am&ce  que  doub  ccMuidérons  étant  Tenveloppe  d'une  suite 
de  sphères  de  même  rayon,  9  est  évident  que  son  plan  langent  coinr 
cide  avec  le  plan  tangent  de  la  sphère  «iveloppée  qui  la  touche  au 
même  point. 

Quelle  que  soit  la  courbe  qui  sert  d'axe,  Tangue  que  le  plan  tan- 
gent de  la  surfiioe  £ut  avec  le  plan  horizontal  pour  un  point  de  con- 
tact pris  à  une  certaine  hauteur,  doit  donc  être  égal  à  celui  que  fiiit 
avec  le  même  plan  horizontal  le  plan  tangent  à  une  des  sphères  en- 
veloppées, pour  un  point  de  contact  pris  à  la  même  hauteur.  Or, 
l'équatîou  du  pian  tangent  étant,  comme  on  sait, 

z  -  z'  =  (a:  -  x')  4-  (j  -/') 

le  cosinus  de  Fangle  que  ce  plan  fiût  avec  le  plan  horizontal  est 

de  plus,  a  étant  le  rayon  constant  des  sphères  enveloppées,  et  «,  p 
étant  les  coordonnées  quelconques  du  centre  d'une  de  ces  sphères, 
réquation  de  la  sur&ce  de  cette  sphère  sera 

{x  —  a)'  4-  ( j  —  p)*         =  a». 

Tirant  de  cette  équaticm  les  valeurs  de        et  de  (^^Çj ,  pour  les 

substituer  dans  l'expresuon  du  connus  de  l'angle  que  le  plan  tan- 
gent de  cette  sphère  Ait  avec  le  plan  horizontal,  on  trouvera 
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donc,  égalant  les  valeurs  de  ces  deux  cosinus,  et  acooituant  s  daiis 
la  seconde  expression,  puisque  les  points  de  ccmtact  sont  pris  à  la 
même  hauteur,  on  aura,  pour  équation  générale  des  sivfiMCs  que 
nous  oonûdléroins, 

Autrement.  Il  est  évident  que  toutes  les  normales  de  l'enveloppe 
eoiipent  lu  courl)e  qui  lui  sert  d'axe,  et  que  les  jjarties  de  ces  nor- 
males comprises  entre  la  ^in  fin  e  et  le  plan  liorizontal  sont  égales 
entre  elles  et  au  rayon  des  sphères  enveloppées.  C)r,  en  nommant 
■r' ,  y' ,  les  roordoiinées  d'un  point  d'une  surface  courbe,  nous 
avons  vu  (jue  les  équations  de  lu  notinale  qui  |)asse  par  ce  point 
sont 

a?  —  a'  -i-  (s  —  =  o, 

r-y  +  [-.---){^)  =  o. 

De  plus,  la  grandeur  de  la  partie  de  cette  normale  comprise  entre 
le  point  de  la  snr&ce  et  un  autre  point  dont  les  coordonnées  sont 
•r,  y,  «,  est 

Substituant  donc  pour  «  —  x'ety — y*  les  valeurs  que  fourmssent 
les  deux  équations  précédentes,  on  aura  pour  expressi<Mi  de  cette 
grandeur 

Si  donc  on  veut  avoir  la  grandeur  de  la  paitie  de  la  normale  com- 
prise entre  la  sur&ce  et  le  plan  horizontal,  il  faudra  fiûre  z=o  dans 
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cette  expres&ion,  qui  deviendra 


donc,  en  égalant  oette  expression  au  layon  a  des  qihères  enve- 
l<^pées,  et  âevant  au  carré,  on  trouvera,  comme  cindessus,  pour 
équation  générale 

•i".  I>a  caractéristique  de  la  surJace,  c'est-à-dire  la  t  uurbe  de  con- 
tact de  cette  surface  avec  chacune  des  enveloppées,  est  évidem- 
ment, dans  ce  cas,  la  ligue  de  plus  grande  pente  de  la  sur&ce,  un, 
ce  qui  revient  au  même,  elle  est,  de  toutes  les  courbes  qui  sont  sur 
la  sur&ce  et  qui  passent  par  un  même  point,  celle  dont  la  tangente 
en  ce  point  ^t  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  horizontal.  La  ta»' 
gente  de  cette  courbe  est  donc  perpendiculaire  à  l'horizontale  me- 
née dans  le  plan  tangent,  et  enfin  la  projection  horizontale  de  cette 
tangente  est  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent. 
Or,  x'i  y\  z'  étant  les  coordonnées  du  point  de  la  caractéristique, 
qui  est  aussi  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  Téquation  de  la 
projection  horizontale  de  la  tang«ite  est 

celle  de  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  se  trouve  en  taisant 
s  =  o  dans  l'équation  de  ce  plan,  et  est 

De»  plus,  ces  deux  droites  seront  rectangulaires  si,  en  ajoutant  les 
produits  des  coefiidents  de   à  celui  des  coefilcients  de    la  somme 
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est  égale  à  zéro  ;  donc  l'équation  de  la  projection  horizontale  de  la 

ligne  de  plus  grande  pente  est 

Donc  enfin  les  deux  équations  de  la  caractéristique  de  la  surface 
sont 

(*)  (ê^)'<r'-(3F)''-'=«- 

Kti  giMiéral,  IVqnation  {ùj  peut  toujours  être  (Kuluitt"  ininirdiatp- 
ment  de  l't.'qiiatioii  (//).  Pour  ne  pas  trop  charger  cet  exemple, 
nous  le  leroiii*  voir  dans  1  exemple  suivant. 

3",  I/arête  de  rehroiissement  de  lu  suHacc  touelie  en  eliacuu  de 
Hes  |>oiiitâ  une  de  ses  caractéristiques;  ces  deux  courbes  ont  donc 
en  ce  point  une  tai^ente  commune:  donc  la  tangente  de  Tarête  de 
rebroussement  pour  on  point  de  contact  pris  à  une  certaine  hau* 
teur,  fidt  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  la  tangente  de 
la  caradéristique  pour  un  point  de  contact  pris  à  la  même  hauteur. 
Or,  jb',  jr'j  t'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  pris  sur 
l'arête  de  rebroussement,  la  tangente  de  l'arête  fidt,  avec  le  plan 
horizontal,  un  angle  dont  le  cosinus  est  évidemment 

cos  —  — -   

De  plus,  dans  un  cercle  vertical  et  dont  le  rayon  est  a,  pour  un 
point  de  contiict  pris  à  la  même  hauteur  z\  la  tangente  fait  avec  le 
pian  horizontal  un  angle  dont  le  cosinus  est 


Digitized  by  Go 


-  4i  - 


donc,  égalant  ces  deux  cosinus,  ou  aura  pour  équation  de  Taréte 
de  rebroussement 

(c)  a"  {dai'  H-  àf'*  -h  «fe")  ==  a»        -h  <fy'*). 

Autrement.  Les  deux  équation:»  (a)  et  appartenant  à  toutes 
les  caractéristiques,  quelle  que  puisse  être  la  courbe  qui  sert  d'axe  à 
la  surface,  et  quel  cpie  soit  le  point  par  lequel  passe  la  caractéristique 

!HU' chaque  surface  individuelle,  les  deux  quantités  {~^-^ 

que  renferment  cesdeux  équations  doivent  dépendre  implicitenientf 

et  d'une  première  quantité  a,  qui,  sur  chaque  enveloppe,  assigne  le 
lieu  de  la  caractéristique,  et  d'une  seconde  quantité  ,3=^*,  dont  la 
loniie  parti(-iilriri:>e  1  enveloppe  eUe-méoie.  Si  donc  entre  les  trois 
equatious  (a) ,  {b)  et  la  suivante 


''^'=(^)''-'^(y)''-''- 


on  élimine  les  deux  quantités  1^)'       '^  ''^  <lisparaiti« 

tout  ce  qui  dépend  de  la  quantité  «.  par  conséquent  tout  ce  qui, 
dans  la  niênic  enveloppe,  particnlarise  eiiacune  des  caractéristiques, 
et  l'équation  aux  différences  ordinaires 

(e)         s"  {dx'*  -t-       -h  dz'*)  =  a»  {dx'*  -h  tlj" ) , 

que  Ton  obtiendra,  appartiendra  à  Taréte  de  rebrousaement  que 
toutes  ces  caractéristiques  touchent  ;  mais  ausù  par  cette  élimination 
on  ^t  dispardtre  tout  ce  qui  dépend  de  l'autre  quantité  p = et 
par  conséquent  tout  ce  qui  particnlarise  l'enveloppe  rllc-niême  : 
donc  l'équation  (r)  est  généralement  celle  des  arêtes  de  rebrousse- 
ment  de  toutes  les  surfac  es  soumises  à  la  même  génération. 
,0n  voit  donc  que  la  caractéristique  est  exprimée  par  deux  équa- 
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tions  (a) ,  [b) ,  dont  T  une  est  aux  différences  |)artielles,  et  dont  l'autre 
est  am  ^fierenoes  mâées,  partidles  et  totales  ;  et  qu'au  contraire 
l'arête  de  rd>roufl$einent  est  exprimée  par  une  équation  unique  aux 
différences  ordinaires,  tuidis  qu'en  quantités  finies  die  doit  être  ex- 
primée^comme  toute  couriie  à  double  couibure,  par  deux  équations 
équivalentes  à  celles  de  deux  de  ses  fHojections. 

Les  arêtes  de  rebroussemait  que  nous  Tenons  de  considéra  sont 
susceptibles  d'une  autre  génération  qui  conduit  à  une  construction 
simple.  En  effet,  si  après  avoir  décrit  sur  un  plan  vertical  quel- 
conque h  circonférence  d'un  cercle  d'un  rayon  a,  et  dont  le  centre 
soit  dans  ritorizontale,  on  plie  06  plan  sur  la  surface  d'un  cylindre 
vertical  à  base  quelconque,  la  courbe  à  double  courbure  que  la  cir- 
conférence de  cercle  formem  par  son  application  sera,  en  p;('nénil, 
l'arètc  (le  rchrnussniu'ut  de  la  surf-ire  dont  il  s'agit.  Car  il  est  facile 
de  voir,  i"  que  jpour  toutes  les  courbes  soumises  à  cette  génération, 
on  aura 

ce  qui  est  la  propriété  expriiiir»-  par  réqiiation  [c);  a"  que  ces 
courbes  sont  les  seules  (pii  jouissent  de  cette  propriété.  Donc  l'é- 
quation [c)  suflît  seule  pour  les  délinir. 

HooiM  «tMilw,  1»  qnuimte  raun. 

L'équation  de  la  courbe  horizontale  qui  doit  servir-  d'axe  à  la 
surface,  et  sur  laquelle  se  trouvent  les  centres  de  toutes  les  s[)hèreb 
enveloppées,  étant  représentée  pai'  j-  =  ^.c,  dans  laquelle  <p  ex- 
prime une  fonction  quelconque  aibitraire ,  et  «  étant  la  valeur  de  x 
qui  correspond  à  la  position  du  centre  quelconque  de  ces  sphères, 
l'équation  de  la  sur&ce  de  cette  sphère  sera 

{X  —  «)'  -hijr  —  f»y  H-  a*  =  o". 
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Si  1  ou  diftiérentie  tt'ttc  €({imtiua  trois  lois  df  snilc.  en  iTuai  tlaiit  a 
conuie  «sole  variable,  et  si  l'oufitit  r/^a  =  ?     (h'a,  —  :p  etua  et 
=  ^"aiU,  on  aura  les  quatre  équations 

(A)  {x  —  •)*  -h  (y-  <p«)*  -h  z'  =  a% 

(B)  jp  —  a  H-  (j  —  ^a)         =  o, 

(C)  (j- -  ^«)  f *«  -  I  -  (<p'»)»  =  o, 

(D)  — ^*)^**— 3^'«.^'«  =  o. 

Ce  scmt  CCS  quatre  tV|uationB  que,  dans  le  paragraphe  précédent, 
nom  avons  représentées  par 

Doue  si,  sariH  prononcer  sur  la  valeur  de  la  <|uaiitité  a,  ou  éliiiuiu' 
i-ette  tjuaiihlf  ciiLie  li-sdi  iix  i'(|iiati()iis  i  Ai  et  \  15),  le  résultat  de  l'éli- 
mination sera  en  z,  1  e(|ualiun  tiuie  de  1  eitveloppe.  Tant  que 
la  fonction  <p  restera  sous  sa  forme  générale  et  indéterminée,  l'élimi- 
jiati<Hi  dont  il  s'agit  ne  pourra  s'exécuter,  et  ce»  deux  équations  ne 
pourront  être  réduites  à  une  seule.  Ce  ne  bnsl  qu'après  avoir  déter- 
miné la  forme  de  la  fonction,  de  maiûère  qu'elle  appartienne  à  la 
surftce  individuelle  que  Ton  considérera  dans  chaque  cas  parti- 
culier, que  l'on  pourra  effectuer  cette  élimination.  Ainsi,  »  étant 
r^rdée  oonune  une  quantité  dont  la  valeur  est  indiffiàrente,  et  qui 
doit  di^Mnittre  par  l'élimination,  et  la  forme  de  la  fonction  ç  étant 
arbitraire,  le  système  des  deux  équations  (A)  et  (R)  exprime  donc 
toutes  les  aur&ces  eourbes  soumises  à  la  même  génération;  ce  sys- 
tème est  donc  éqiiivi^ent  à  l'équation  unique  aux  difl'érenees  par- 
tielles (a),  dont  nous  verrons  par  la  suite  qu'il  est  l'intégrale  com- 
plète 

Si  dans  l«&  mêmes  cquatiom  (A)  cl  (B)  on  regarde  a.  non  plus 
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comme  une  indétenninée  qui  éc^e  dispandtre  par  rélhninatîon, 
mus  comme  une  constante  aibitraire  qui  doive  subsister,  en  aorte 
que  les  deux  équatioiis  (A)  et  (B)  ne  soient  plus  réductibles  à  une 
seule,  elles  appartiendront  à  la  caractéristique  de  la  surfine.  La 
forme  de  la  fonction  f  portieukrueKa  k  aurfiice  individuelle,  et  la 
constante  »  particulaciseni  sur  cette  surCice  la  caractérâtique  indi« 
^ttdle.  Ces  deux  équattons  sont  donc  équivalentes  aux  deux 
équations  (a)  et  {b).  Nous  verrcNis  par  la  suite  qu'elles  en  sont  Tin- 
tégrale,  complétée  par  une  constante  arbitraire  «,  à  cause  des  difle- 
rences  ordinaires,  et  par  une  fonction  arbitraire  f ,  à  cause  des  dif- 
férences partielles. 

Si  dans  1» trois  «-quations  (A),  (B),  i(-t  on  élimine  *,  regardée 
t'oninu'  mit'  ui' 1<  ti  i  iiiinée  dont  la  valeur  est  indifférente  (élimina- 
tion (jui  ne  peut  se  faire  que  dans  chaque  cas  particulier,  après 
avoir  déterminé  la  fornu-  de  la  (onction  ^,  et  celles  des  fonctions 
(p'j  $  "  qui  eu  dérivent  par  la  diHérenUation ) ,  ou  aura  en  .r,  jr^  z 
deux  équations  qui  seront  celles  de  l'arête  de  rebroussement.  Ainsi 
la  fi»rnie  de  la  fonction  ^  étant  arbitraire,  le  système  de  ces  trois 
équations  est  équivalent  à  Téquation  unique  aux  différence»  ordi-* 
mûres  (c).  Nous  verrons  qu'il  en  est  l'intégrale  complète. 

Enfin,  N  des  cpiatre  équations  (A),  (B),  (G),  (D),  on  tire  les  va» 
leurs'des  quatre  quantités  ar,  y,  z  et  «,  on  aura  les  trois  coordon- 
nées du  p<Hnt  d'inflation  ou  de  rebroussement  de  Taréte  de  re- 
broussement, et  la  position  du  centre  de  la  sphère  enveloppée  sur 
la  sur&ce  de  laqodle  se  trouve  ce  même  point. 

Nous  venons  de  voir  que  l'enveloppe  est  exprimée  par  une  équa- 
tion tuiîque  aux  différences  partielles,  et  que  son  arête  de  rebrous- 
sement l'est  pai"  une  équation  unique  aux  différences  ordinaires  ; 
mais  rpTen  (|uantitcs  finies  renveloj)j)e  est  exprimée  par  le  svstènie 
de  (ieux  ecji  infions.  et  cjue  l'arête  de  rebroussement  l'est  par  un  sys- 
tème de  trots  équations,  entre  lesquelles  il  faut  élmuuer  luie  indé- 


terminée  ot.  l.orsqu  un  objet  est  exprimé  par  une  équation  mii(|m', 
♦•ette  équalioii  est  nécessaire,  et  ne  jjeut  être  suppléée  par  iHK  tine 
autre  équation  unique  du  même  genre  ;  mais,  lorsqu'il  est  exprimé 
par  le  système  de  plusieim  équations,  aucune  des  éqoatioiis  de  ce 
système  n'est  néoessnre,  et  il  existe  toujours  une  infinité  d'autres 
systèmes  d'équations  absolument  équivalents.  Par  exemple,  une 
courbe  à  double  oourbure  est  déteitninée  dans  l'esiiace  par  deux 
équations  en  x^y^  s,  et  ces  équations,  qui  sont  celles  des  deux  sur- 
filées courbes  dont  la  courbe  est  l'intersection,  ne  sont  nécessaires, 
ni  Tune  ni  Tautre,  pour  exprimer  cette  courbe  ;  car  il  existe  tou* 
jours  un  nombre  infini  d^autres  surfaces  courWs  qui,  prises  deux  à 
deux,  se  coupent  dans  la  nirmr  loin  lic  à  double  coui  lairo.  c\  doiu 
les  équations,  quoique  très-diflférentes  des  deux  premières,  expri- 
ment cette  courbe  avec  la  même  exactitude.  Le  système  des  quatre 
équations  (A),  (B),  fC).  (D)  n'est  donc  pas  néccsîiaire  pour  expri- 
mer toutes  les  afTct  tioiis  de  l'enveloppe  que  nous  considérons,  et  il 
existe  un  nombre  iiiliai  de  systèmes  d'équations  qui  remplissent 
exartetnent  le  même  objet.  INous  nous  contenterons  d'en  rapporter 
un  seul  exemple. 

Tout  étant  fonnne  pmétlenmient,  si  l'on  conçoit  qu'un  cylindre 
indéfini,  à  base  circulaire,  et  dont  le  rayon  soit  «,  se  meuve  de  ma- 
nière que  son  axe  soit  toujours  dans  le  plan  horizontal,  et  langent 
à  la  courbe,  dont  l'équa^Mi  est  / = (p.r,  il  parcourra  un  espace  qui 
sera  drcooserit  et  envelop])é  par  la  suriiioe  do  même  canal  que 
nous  considérons;  cette  sur&ce  peut  donc  être  aussi  regardée 
comme  l'enveloppe  d'une  suite  infime  de  cylindres  horizontaux  ; 
et  en  opérant  sur  l'équation  générale  des  surfiices  de  ces  cylindres 
de  la  même  manière  que  nous  Tavons  fiiit  sur  cdie  des  sphères, 
nous  obtiendrons  quatre  nouvelles  équations  dont  le  système  rem- 
pGra  le  même  objet  que  celui  des  quatre  équations  (A) ,  (B) ,  (C) ,  (  D) . 

n  est  fiuâle  d'avoir  l'équation  générale  de  ces  sur&ces  cylindri- 
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ques  par  la  iiitlhode  que  nous  avons  cxpostV  en  traitant  de  leui- 
génération  ;  mais  il  peut  être  bon  de  faire  voir  comiuent  on  peut  y 
aniver  par  des  considérations  analogues  à  celles  dont  nou»  nous 
occupons. 

Si  l'on  représente  par  »  la  valeur  de  x  qui  correspond  au  |)oint 
de  contact  de  Taxe  du  cylindre  avec  la  courbe  horizontale,  on  aura 
pour  ce  point  y=f*f  et  Téquatton  de  Taxe  du  «^Undre,  c'est-ànlire 
de  la  tangente  à  la  eotuiie,  sera 

/  —  ^*  =  (x  —  *) 

Si  Ton  suppose  ensuite  qu*une  sphère  d'un  rayon  a  se  meuve  de 
manière  que  son  centre  parcoure  cette  droite,  l'enveloppe  de  l'es- 
pace qu'elle  parcourra  sera  la  sur&ce  «^indrique  demandée.  Soit  b 
la  valeur  de  x  qui  correspond  à  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
droite,  on  aura  pour  ve  point  y  —  fa-^-  {b  —  a,)^'»^  et  l'équa- 
tion de  la  sur&ce  de  la  sphère  dont  le  centre  serait  en  ce  point,  et 
dont  le  rayon  serait  a,  sera 

i.r  —  by  -h  f  j  —  <p«  —  (6  —  «)  ^'»]*  -h  z*  =  a». 

Dune,  diflérentiant  cette  équation,  en  regardant  b  comme  seule  va- 
riable, ce  qui  doiuie 

.r  —  A  -h  \x  —     —  (b  —  a)       f'tt  =  o; 
et  éliminant  A,  (  équation  résultante 

sera  celle  de  la  sur&ce  d'un  cylindre  à  base  circulaire,  dont  t'axe 
touche  la  courbe  horizontale,  «  étant  la  valeur  de  x  qui  corres|}ond 
au  point  de  c(>ntH<'t. 
Cette  équation  étant  celle  d'une  nouvelle  enveloppée,  il  s'ensuit 
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que  si  on  \&  dilléieiitie  trois  fois  de  suite,  en  regardant  a  comme 
seole  variable,  on  aura  quatre  équations  nouvelles 

(A')  tr-H]'  -=(«»- 

(B')  =:=:(a«-a*)f  «, 

(  ly)      (ar — «)  V« — 3(x — «)  ^«  =  (rt»  —  s'  )  ^"«e, 

qui  remplaceront  les  (juatre  équations  (A),  |^B),  (C),  (Di.  Ainsi,  si 
Ton  élimine  «  des  deux  équations  (A'),  (B'),  on  aura  Téquation  de 
Tenvcloppc;  si  l'on  élimine  a.  des  trois  équations  (A'),  {\V).  (C), 
on  aura  les  deux  équations  de  l'arête  de  rehroussement  ;  enfin,  les 
quatre  équations  (A'),  (IV).  (C),  (W)  donneront  les  vaUnirs  de 
r.  > .  r  et  ot,  qui  correspondent  au  point  d'inflexion  ou  de  ix>brous- 
M  Hu  iit  (le  l'arèfc. 

Ces  (ii'ux  s\^iriiii-^  (I  t  (|ii.'itions  peuvent  «'trc  cmjil  iw  s  indiffé- 
remment; noua  nous  servirons  du  premier,  jxurce  qu  il  est  plus 
simple. 


ÉtarU  données  les  dctut  équations  d'une  courbe  h  double  courbure 

quelt-onque,  trouver  ccUe  d'une  surface  CDiirhe  qui  passe  par 
cette  courbe,  et  (jui  soit  rplle  <l  un  cmuil  dunt  la  serf  tort  soit  un 
cercle  donné  de  rayo/i,  et  ihnt  l  a-xe  soit  une  courbe  comprise 
dans  le  plan  /wrizontal. 

La  question  consbte  évidemment  à  déterminer  dans  les  deux 
équations  (A),  (B),  ou  dans  les  deuK  équivalentes  (A'),  (6^),  quelle 
dmt  être  la  forme  de  la  fonction  pour  que  la  surlàoe  à  laquelle 
appartient  l'équation  résultante  de  l'élimination  de  a  passe  par  la 

courbe  donnée. 

Or,  cette  sur&ce,  qui  est  une  enveloppe,  passera  par  la  courbe 
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donnée  si  toutes  les  surfiices  enveloppées  toudient  cette  même 
cooiiiei  c*est-à-<Ure  si  chacune  des  tangentes  de  la  courbe  donnée 
se  trouve  sur  le  pUm  tangent  à  l'enveloppe  à  laquelle  appartient  le 
point  de  contact.  Soient  donc  F  (or,  7,  «)  as  o  et  /[x,jrt  z)t=^o 
les  deux  équations  de  la  courbe  donnée  {  ri  Ton  représente  par 
.t',  s  les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  par  x\jr\  z'  celles 
du  point  général  de  la  tangente,  les  deux  équations  de  cette  tan- 
gente seront 

Ji'^X  =      —  s  )  —  , 

ilz 

dans  lesqii^iles  les  quantités  d.r,  </> ,  dz  &ont  des  diifiérentieUes  ordi- 
naires; puis  si  l'on  difiérentie  les  deux  équations 

K(.i,j  ,  z)  =  o,    et   y  (,r,/,  =)  =  o, 

et  si  l'on  en  retire  les  valeurs  de  —  et  de      qui  seront  en     y  y  «, 

et  que  iiuu.«»  rcprc-sfiitciuns  respertivenieut  par//  et  «y,  les  deux 
équiitious  de  la  tangente  seront 

—  —  .r  — y  =  (»  — 

Dc  mcim-,  f.  » ,  z  eliinl  les  aKirdoiiiucs  du  point  de  contact  du 
plan  taii!;eiif.  et  .(  '.  )  ',  r' étant  relies  (lu  point  général  de  ce  plan, 
I  équation  du  ])ian  langent  sera,  connue  on  sait, 

=  -»'=('—')(&)-'.•-/)  (I). 

dans  laquelle  (      et  (    )  sont  des  différences  partielles  ;  puis,  si 

I  on  ditierentie  i  e(|uation  (  Ai  de  I  enveloppée,  et  si  i  on  en  tire  les 
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Videurs  de  i^^j.)     de         ff"'  *     <p«,  et  que 

nous  représenteron»  respectivement  par  P  et  Q  ;  l'équation  du  plan 
tangent  sera 

5-«'=(»-«')PH-(r-y)Q- 

Ce  plan  devant  passer  par  la  tangente,  il  laul  (jiu-  sua  équation 
etoeDes  de  la  tangente  aient  lieu  eu  nitnie  temps,  c'est-à-dire  que, 
si  Ton  élimine  les  trois,  quantités  x  ,v  ' ,  j  —  y,z  —  z' ,  ce  qui  est 
toujours  possible,  l'équalion  résultante 

qui  est  en  jr*/,  s,  «  et  ^a,  soit  satislàite.  Donc,  si  l'on  en  âimine 
<v»7>  £*  au  moyen  des  trois  éipiations  F(ar,  j^,  2)~o,  /(x,y,  z)=o 
et  (A),  qui  ont  lieu  en  même  temps  pour  le  point  de  contact,  on 
aoni  en  «  et  9  A  une  équation  que  nous  représenterons  par 

M  =  o, 

et  qui  donnera  la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  les  deux 

coordonnées  et,  (pa  du  rpiitrc  de  la  sphère  enveloppé»',  pour  rpie  la 
surface  de  cetic  sphère  touche  la  courbe  donnée.  Mais  il  liiut  (|ue 
rf'ttf  lotuliiioa  ail  lien  pour  toutes  les  valeurs  de*:  il  faut  donc  (|iie 
la  même  relation  subsiste,  quand  même  a  varierait  et  deviendrait 
et  -h  r/ee  ;  donc  il  faut  que  la  dilTérentielle  de  Téquation  M=o  ait  en- 
core lieu,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  encore 

da  = 

Donc,  si  entre  les  quatre  équations  (  A) ,  (  B) ,  M  —  o  et  —  o, 
«m  élimine  les  trois  quantités  a,  ^ae  et  ^'a,  l'équation  résultante  sera 
eax,ytZ  celle  de  l'enveloppe  individuelle  demandée,  qui  pasete 
parla  courbe  donnée. 
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Cette  méthode  de  déterminer  la  forme  de  b  fonction  pour  que  la 
»ar&ce  passe  par  une  courbe  donnée,  n'est  point  particulière  à  la 
snr&ce  dont  nous  nous  occupons  ;  elle  est  générale,  et  elle  convient 
à  toutes  les  enveloppes  lorsqu'il  n'y  a  qu^wie  seule  fonction  à  dé* 
terminer.  Il  en  est  de  même  pour  celle  de  la  question  suivante. 


Étant  (ionnrc  I' ('(junthn  d'une  sttrfhrr  cnurhp,  trtyitver  celle  tic  la 
stirfhrp  fl' un  (d/ialà  fccdort  fitcdlan  e.  cl  dont  I  (t.rr  f/ttviliîrne 
tort  f/(//i.\  le  jilan  hoi  izrO/ttal,  fie  inanu  rc  ijitc  le  idiKtl  rrii^  nc  /a 
surjm  c  (loiuu'c,  c  est-<ir<lii'e  l  cinOrassc  m  la  touchant  suivant 
une  courbe. 

Il  est  évident  que  la  question  consiste  à  déterminer  dam  les  équa- 
tions (A),  (B)  quelle  doit  ctre  la  forme  de  la  fonction  9  pour  que 

l'enveloppe  ceigne  la  surface  donnée ,  et  que  cette  condition  sera 
remplie  si  chacune  des  sphères  enveloppées  touche  la  surface  don- 
née, c'est-à-dire  si,  pour  les  points  communs  à  l'eru  «  loppcc  et  à  la 
surface  donnée,  ces  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tant^cnt.  Soit 
(loiir  F(.t',  j,  z)  =  o  l'cquarion  de  la  siirtiice  donnée  :  si  l'on  n-jjré- 
srnte  par  .r,  _>",  3  leî»  «•donloniK'cs  du  point  de  contact,  et  par 
i)'' t  2'  celles»  du  point  générât  du  plan  langent,  si  de  plus  on 

«Kprime  respectivement  par  ^  et  <jf  les  valeurs  de        ^  de  ^ 

tirées  de  l'équation  F(jr,  2)  =  o,  l'équation  du  plan  tangent  à  la 
surËMse  donnée  sera 

Si  l'on  exprime  de  même  par  P  et  Q  les  valeurs  de  (|^)  et  ) 
tirées  de  l'équation  (A),  l'équation  du  plan  tangent  à  la  spheie 
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fiivfloppee  sera 

Pour  que  ces  deux  plans  se  confondent  en  un  seul,  il  iàut  que  l'on 
ntt  les  deux  équations 

p=/,,    g  =  7, 

(|ui  sont  toutes  deux  en  «,  J",  Zf  «  et  <pa.  Si  de  ces  lieux  ('([lUitiuiih, 
et  des  deux  autres  F(x,/,  z)=o  et  (Â),  on  élimine  les  coordonnées 

r.  r,  z  <lu  point  de  contact  qui  est  commun  aux  deux  plans,  on 
aura  en  stet  une  ('•([tintion  que  ufnis  rcpH-seuterons  par  M  =  0, 
et  qui  seni  rcIK'  de  la  lourbe  liui  i/.oiilale  qui  seit  d'axe  à  l'enve- 
loppe lors(jii  file  ceint  la  surface  tloaiice. 

Donc,  si  entix*  les  équations  (A),  (B),  M  =  o  et  '~  =0,  on  éli- 
mine les  trois  quantités  et,  ^a,  p'ety  on  aura  en  3r,jr,  z  celle  de  l'en- 
veloppe individuelle  demandée. 


$  VIII. 

DKS  SLRt  ACtS  DONT  LA  LKiWK  Dfc  PLUS  OKANOK  i'fc.M  K  fcST  U.NK 
mOITE  D1RCLINAIS0N  OOIISTAHTS. 


Si  Ton  conçoit  qu'un  cône  droit,  à  base  circulaire,  et  dont  Taxe 
soit  constamment  vertical,  se  meuve  de  manière  que  le  sommet  par- 
coure une  couiiie  quelconque  tracée  dans  le  plan  korizontal ,  va 
vont  parcourra  un  espace  qui  sera  enveloppé  par  une  certaine  sur- 
Face  courbe.  Cela  posé,  trom'er,  i"  l'é</n(itiori  générale  de  toutes 
/c.\  siirjai  es  courbes  soumises  à  cette  géuéreUionf  qucUe  que  soit 
d' ailleurs  ia  courhe  horiacuttate  qui  dirige  le  mmvemeut  du  som- 

7- 
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met  <iu  <  onc;  2"  hs  é<jaalMits  de  la  vumctéristique  fie  ces  xur/àces; 
3"  ceiks  Je  leur  arc'tc  de  rebroiisscmenl. 

mnitois  NJunteB.  vtnto  u  vmmtMtm  mi  rue»  tajicuit. 

1 .  Cliacun  des  plans  tangents  de  Tenveloppe  étant  aussi  tangent 
à  un  des  eùiies  envelojipés,  il  s'ensuit  que  tous  ces  plans  Tonnent 
avec  le  plan  horizontal  un  angle  constant.  Or,  nous  avons  vu  que 
pour  cet  angle  on  a 

donc  il  feut  que  cette  expression  soit  égalée  à  une  constante  ;  ce 
qui ,  en  nommant  n  la  tingente  de  l'angle,  donne  pour  équation 
générale  de  toutes  les  enveloppes  produites  par  cette  même  géné- 
ration 

«  (è)*-(|)*=-- 

a.  La  caractéristique  de  la  sur&ce,  c'est-à-dire  k  ligne  de  contact 
de  cette  surfece  avec  diacune  des  enveloppées,  est  évidemment  un 
des  côtés  du  cône  enveloppé,  et  par  conséquent  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  correspondant  : 
elle  est  donc,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  ligne  de  plus  grande 
pente  de  la  surfiice  ;  donc  sa  seconde  équation  sera  de  même 

i*)  (e)«'/-($)'^=- 

3.  L*arête  de  rebroussemoit  étant  touchée  par  toutes  les  carac- 
téristiques, et  œlles^â  étant  des  droites  cjuî  forment  avec  le  plan 
horizontal  un  angle  constant ,  et  dont  la  tangente  est  a,  il  s'ensuit 
.  que,  quelle  que  soit  ki  courbe  qui  dirige  le  sommet  du  cône  enve- 


loj)j>é,  rliartin  des  t  léiuents  de  l'ai  ctf  ilc  i  chrousseiuent  ûnt  avec  sa 
projection  liorizoïUale  un  .angle  dont  la  tatigcnte  est  a.  On  a  donc 
pour  tontes  les  arêtes,  et  pour  chacun  de  leurs  points, 

 ^    =  « 

L'équation  générale  des  arêtes  de  ix'bmussement  de  toutes  les 
suHaoes  sotimises  à  cette  génération  est  donc 

(iC-s  rut'iiu's  aixles  de  relnoussement  si»nf  susi  cjilthles  d  une  i-é- 
nération  plus  simple.  Kn  eftet,  après  avoii  iiiciu'  «lans  un  plan  vcr- 
tjcal  (juclconquc  iiiic  droite  qui  (ùsse  ;ivrc  1  liori/.uu  1  aiij^lc  dont  la 
tangente  est  a,  si  1  un  plie  ee  plan  sur  la  siu  face  d'tin  cylindre  ver- 
tical à  base  quelconque,  la  courbe  à  double  courbure  que  la  (droite 
formera  par  son  application  sur  la  surfiice  sera  évidehinient  <>elie 
qui  est  exprimée  par  Téquation  {c). 

De  la  caractéristùfue. 

Nous  avoiLs  dit  VII)  que  dam  tons  les  cas  l'éqiuition  [ù\  de  la 
caractéristique  pouvait  être  déduite  aimlyticpieinent  de  réc|ua- 
tion  u/i  (le  l  ein  etoppe.  Nous  allons  le  démontrer. 

i'oiir  ahréf^er,  nous  représenlci  ous  désormais  par  /j  cl  (j  les  dît- 
férences  partielles  de  z,  tle  manière  rpic  pour  toute  surface  on  ait 

dz  =  pdx  tfdjr. 

L'enveloppe  touchant  dans  chacun  de  ses  points  une  des  enve^ 
loppées,  et  ces  deux  sur&ces  ayant  pour  leur  point  de  contact  le 
même  plan  tangent,  il  s^ensuit  que  pour  ce  point  de  contact  les  va- 
leurs «les  cinq  quantités  oî, a,/»,  if  sont  les  mêmes,  soit  que  l'on 
considère  le  point  comme  appartenant  à  l'enveloppe,  soit  qu'on  le 
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iv|«ai  (lt'  conuiu!  appai  lciiaiU  à  l't*nvelojJ|H't.'  :  ainsi  1  i-quatiuii  [(t)  i\v 
IViivt*l<)|»pe,  qui  ii'fsl,  eu  général,  coni])osce  que  <le  ces  cinq  quan- 
tités, appartient  noii'^eiilemen.t  à  toutes  les  enveloppes  difl^rentes 
soumises  à  la  même  génération,  mais  encore  a  toutes  les  envelop- 
pées comprises  sous  toutes  oes  envt  lui^^n  s.  GonsidéronsJa  d'abord 
<»nuiie  appartenant  aux  enveloppées. 

De»  dnq  quantités  or,  jr,  z,pi  q,  les  deux  dernières,  p  et  sont 
les  seules  par  lesquelles  peuvent  différer  entre  elles  les  équations 
individuelles  de  deux  enveloppées  différentes  ;  elles  sont  donc  les 
seules  qui  dépendent  de  la  valeur  de  la  quantité  qui,  pour  un<t 
même  enveloppe,  indique  la  position  de  renvelop|)ée  individuelle . 
Or  nous  avons  vu  que,  pour  avoir  ré<|uat  ion  de  la  caractéiiatique,  il 
ihut  différentiel'  l'équation  fie  l'enveloppée,  en  regardant  a  conmie 
seule  vanabie.  Donc,  si  l'on  représoite  par 

Pd/i  -h  Q(/<j  —  o 

la  différentielle  de  l'équalion  (a),  prise  en  ne  &isant  varier  que  // 
et  9,  sa  différentielle,  prise  en  regardant  «  comme  seule  variable, 
sera 

•'(s)-Q(;l)=<" 

or  on  a  d'ailleurs 
et  fiar  cousé(|ueut 

donc,  éliminant  {^^^  (^)'  ^^"^  ft*"^  P^^' ^^i^it^'^oii  de  la  caracté- 
ristique 


(^est  (-('Ut'  é(|uatioiiqui,  liaiis  loin  les  cas,  produira  I  éqiuitioa  {bj 
lie  la  caiacleristique. 

Caiisiclérons  actuellement  Téquation  io}  comme  ap()arteiiaiit  aux 
enveloppes.  Des  cinq  quantités  .r,  z,  p,  ^,  les  deux  dernières 
iîont  encore  les  seules  par  lesquelles  peuvent  différer  entre  elles  les 
équations  individuelles  de  deux  enveloppes  dilfêrentes;  elles  sont 
donc  les  seules  qui  détendent  de  la  forme  de  la  fonction  9  qui  par- 
ticularise l'enveloppe.  Ainsi,  en  supposant  que  la  fonction  ^  ren- 
ferme un  paramètre  y  qui  soit  constant  pour  une  même  envdoppe, 
et  qui  varie  en  passant  d'une  enveloppe  à  une  autre*  les  quantités 
Pi  q  sont,  dans  Téquation  (a),  les  seules  qui  dépendent  de  la  valeur 
de  y.  Or,  si  l'on  voulait  trouver  la  lijçue  d'intersection  de  deux  en- 
vdoppes  consécutives,  il  faudrait  différentier  Téquation  (a)  en  re- 
gardant y  comme  seule  variable;  ce  qui  dcMuierait  évidemment 

et  parce  (jue  l'équation 
donne  également 

en  âimiuant       ■>  (7^)'  ^  aurait  encore 

Vdj-  —  Qdx  =  o, 

qui  est  la  même  équation  que  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la 
caractéristique.  Donc  la  caraclârîstique  jouit  de  la  double  propriété 
d'être  l'intersection  de  deux  enveloppées  consécutives  inscrites 
dans  la  même  enveloppe,  et  d'être  l'intersection  de  deux  enve- 
loppes consécutives  circonscrites  à  une  même  enveloppée. 
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Il  est  fiicîle  de  vérifier  ce  résultat  sur  toutes  les  surfaces  dont 
uous  avons  étudié  les  générations  ;  nous  allons  le  feire  sur  celles  de 
révolution  prises  pour  exemple. 

Une  sur&ce  de  révolution  est  Tenvdoppe  d'une  suite  de  sphères 
dont  les  centres  sont  sur  Taxe,  et  dont  les  rayons  sont  variables  sui- 
vant une  oertaine  loi.  Pour  une  même  surface  de  révolution,  c'est- 
à-dire  pour  une  même  envdoppe,  la  ligne  suivant  Inquelle  se  cou- 
pent deux  sphî-res  consécutives  est  évidemment  la  circonfémicr 
d'un  cercle  dont  le  [)Ian  est  perpendiculaire  à  Taxe)  et  dont  le 
centre*  est  clans  l'axe.  Knsuite,  si  l'on  suppose  que  la  courbe  qui 
sert  de  niéridien  à  la  surface  vienne  à  changer,  il  en  résultera  une 
nouvelle  surface  de  révolution  qui,  si  elle  poupe  la  prentièrp.  la 
roupi'ia  cvidcninictit  encore  tl.ms  In  rirronlrinice  il  un  ('ct  cle  dont 
le  plan  sera  pci  p<  iulicu!aire  à  l'axe,  et  dont  le  ceiilre  sera  dans 
l'axe.  C'est  cette  ciicorilt'i  t'iuc  de  cercle,  ayant  pour  axe  une  droite 
eonsUuite  «le  position,  cjui  est  la  caractéristique  d(  s  siu  iaei  s  de  ré- 
volution autour  de  cette  même  droite,  et  qui  est  en  même  temps, 
comme  on  voit,  l'intei^tion  de  deux  sphères  consécutives  sous  Ut 
même  enveloppe,  et  celle  de  deux  enveloppes  consœutives  autour 
de  la  même  sphère. 

L'équation  d'une  surface  conique  droite  à  base  circulaire,  dont 
le  sommet  est  dans  le  plan  horizontal,  et  dont  Taxe  est  vertical,  est 

dans  laquelle  et  et  sont  les  coordonnées  du  sonmiet,  et  a  est  lu 
tangente  de  l'angle  que  le  côté  du  cône  feit  avec  le  plan  horizontal. 
Si  l'équation  de  la  courbe  que  le  sommet  doit  parcourir  dans  le 
plan  horizonud  est  représentée  par 
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on  aura 

et  rëquatîon  générale  de  l'enveloppée  sera 

(A)  z'  =  «'  [(j?  ^  -)»  ^  (r  -  p^Y]  î 

différentiant  trois  fois  de  suite,  en  regardant  a  cojume  seule  va- 
riable, on  aura  les  trois  autres  équations 

(G)  {y-  f  «)      - 1  =  o, 

(D)  (j^  — ç*)^*»— 3^'«^'«  =so, 

desquelles  on  déduira,  comme  nous  l'avons  vu,  l'équation  de  l'en- 
veloppe. (  (-Iles  de  8a  caractéristique  et  celles  de  son  arête  de  re- 

hitMisscnient. 

S'il  était  question  do  (U'terminer  la  forme  de  la  fonction  ^,  de 
manière  que  l'enveloppe  iiitlividnclle  passât  par  une  courbe  don- 
née ou  ceignît  une  surface  doiuK-e,  on  le  It'r  alt  par  la  iiiéthode  qui 
a  été  exposée  dans  l'exemple  des  burlaces  des  canaux  circulaires. 

Nous  terminerons  ce  qui  regarde  les  surfiices  dont  la  ligue  de 
.|iliu  grande  pente  «st  une  droite  (Findinaison  conslunte,  pur  ex- 
poser une  propriété  remarquable  dont  eQes  jouissent  toutes  rdati- 
.  vement  à  leur  quadrature.  Le  plan  tangent  de  chacune  de  ces  sur- 
htsxA  &isant  toujovn  le  même  angle  avec  le  plan^horizontal,  l*aire 
de  chacun  des  âéments  est  à  sa  projection  horizontale  dans  le  rap» 
poit  ccmstant  du  rayon  au  cosinus  de'l'îndtiiaison  du  plan  tangent, 
n  suit  de  là  que  Voire  ttune  poiihn  fink  de  ceUe  swfaee,  terminée 
par  une  courbe  quelconque,  soumise  ou  non  à  la  loi  de  continuité, 
est  à  sa projecthnltorizontalc  dans  le  rapport  du  rayon  au  cosinus 
de  l' inx;linaison  constante  de  la  surface.  Ainsi  la  quadrahire  de  cette 
sur&oe  ne  d^end  que  de  celle  de  l'aire  d'une  courbe  plane. 
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Cette  propriété  ne  convient  qu'aux  surfaces  que  nous  considé- 
rons; die  pounait  être  r^pardée  eomme  un  de  leurs  caractères,  et 
servir  à  leur  déBnition, 


S  IX. 

DE  LA  StJaFACe  OOURBE  QVt  ENVELOPPE  L'ESPACE  PARGOimU  PAR  UNE 

SlTRFACr  COURRE  QUELCONQUE,  COSSTAÎSTÊ  DE  FIGURE,  ET  QT  T,  SA>S 
TOU&KER,  SE  MEUT  LE  LOSG  D'UNE  COURBE  QUELCONQUE  K  DOUBLE 
COURBURE. 


Si  1  on  <-on(;oit  (jilune  surliice  courlje  queIroiiqiH  il nimre,  et  * 
«•rviKtinte  (1»>  figiirp.  sr  nu'nvt>  le  lons^  (l'une  courlx'  fjurU  onqiu* , 
sans  t^pioiivcr  ôv  iiiouveineiif  de  rotation,  <'"<  st-à-<lirr  de  nianiiTe 
que  deux  plans  non  parallèles  ealie  eux  vl  lixcs  à  la  surlaci'  restent 
toujours  chacun  parallèle  à  lui-même  pendant  le  mouvement,  la 
^ur6oe  qui  enveloppera  l'espace  parcouru  aura  une  propiété  in- 
dépendante de  la  courbe  qui  dirigera  le  mouvement  de  Tenvek^p- 
pée,  et  l'équalion  qui  exprimera  cette  propriété  sera  celle  de  cette 
espèce  de  génératioii.  G'e&t  cette  équation  qlie  nous  nous  propo» 
*  sons  de  trouver.  Nous  commencerons  par  des  cas  simples.  Nous 
supposerons  d'abord  que  l'enveloppée  se  meuve  le  long  d^une. 
couAe  plane  tracée  sur  un  des  plans  de  projection,  et  sur  le 
plan  des  J?,  y,  que  nous  regarderons  comme  liorl/ontal. 

T^a  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  l'enveloppée  étant  plane 
et  horizontale,  si ,  |>ar  un  point  cpielconque  de  renveloppc,  on  mène 
un  plan  tangent  à  cette  snrface;  puis  si,  considérant  l'enveloppée 
dans  sa  position  jiriinilive,  et  pour  laquelle  on  a  son  équation,  on 
Ini  conçoit  di'  mrinc  un  |)lan  tancent  mais  parallèle  au  premier,  le 
pomt  de  couUicl  de  ce  dernier  pian  sera,  pour  l'eaveloppée,  odui 
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(|ui,  par  le  niouvement,  doit  venir  se  oonf«ndi"e  avec  le  point  |>ris 
sur  l  envi'Iappc.  Cci  doux  poinU  de  contact  doivent  donc  rtic  à  la 
même  hauteur,  rjuelle  que  soit  d'ailleurs  la  courbe  qui  diiige  le 
mouvement.  Gela  posé,  représentons  Féquation  donnée  de  Tenve^ 
loppée,  comiidérée  dans  sa  position  primitive,  par 

et  reprjéseutons  par  F' et  F*(a;,  j)  les  coefiicients  de  dx  et  dy 
dans  la  dUTérentielle  de  cette  équation,  de  manière  que  l'on  ah,  par 
la  différentiation, 

tiz  =  F'  (.r,  >■)  (Lv  -f-  F"  (.r,  j  ;  Jr  ; 

eiilln,  soient  j?',^'^,  z'  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  Te»- 
vei<^pée,  X,  z  étant  celles  du  point  de  contact  de  l'enveloppe, 
on  aura  . 

le  parallélisnie  de»  deux  plans  tangents  donnera  les  deux  équatic^ 

et  les  deux  points  de  contact  devant  être  à  la  même  hauteur,  oti 
Mira 

^  Z  =^  X  • 

Ces  qqatre  équations  ayant  lieu  simultanément  pour  toua.les  points 
de  Tenveloppe,  c'est4i-dive  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
x\  y\  z\  il  s*ensuit  que,  si  Ton  élimine  ces  trois  quantités  entre 
les  ({uatre  équations,  Péqiiation  résultante,  qui  sera  nécessaîrement 
de  la  forme 

(fl)        •  f(z,/»,  y)  =  o, 

6era  celle  de  l'enveloppe  demandée. 

8. 
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Lorsque  nous  traiterons  du  calcul  intc-gial  des  écjuatioas  aux 
dififérences  partielles,  nous  ferons  voir  que,  réciproquement,  toute 
équati<m  de  la  fonne 

H^^Pj  7)  =  «» 

est  celle  de  la  surlaoe  qui  enveloppe  l'espace  parconni  par  une  sur- 
filée oourbe,  constante  de  figure,  et  qui,  sans  tourner,  se  meut  le 
long  d'une  courbe  quelconque  plane  et  horizontale.  L'objet  de  ce 
calcul  est  l'opération  inveree  de  celle  que  nous  venons  de  faire  ;  il 
consiste  à  trouver  la  forme  de  la  tonction  V  supposée  inroniiue, 
d'après  celle  de  la  fonction  f  supposée  (lt)niu''e;  car,  d'aj)res  ce  (jiie 
nous  avons  vu  précédemment,  l'é(|nat!ou  de  1  enveloppe  en  quan- 
tités finies  est  évidemment  le  rcsuJtat  de  rélimiiiation  de  Tijidéter- 
minéc  a  entre  l'équation 

(A)  ,  =  F(ar  — ^  — ^*), 

et  sa  différentielle  (B),  prise  en  regardant  «  comme  seule.variable? 
9*  étant  une  fonction  arbitraire  telle  que  yss^x<eA  Téquation  de 
la  courbe  quelconque  horizoïrtale  qui  dirige  le  mouvement  de  l'en-  v 
Tdoppée. 
Si  l'équation 

(a)  f  (3,  p,  q)=o 

est  donnée,  c'est^-dire  si  l'on  contiaît  la  foone  de  la  fonction  f,  il 
est  fiicile  de  trouver  l'équation  de  la  caractéristique.  Pour  cela, 
nom  avons  vu  que  si  la  différentielle  de  cette  équation,  prise  en  ne 
fiûsant  varier  que p  et  9,  est 

Pis^  +  Q<^  =  o, 

l'équation  de  la  caractéristique  est 

{b)  Vdf^qdx^o. 


Mais,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  peut  avoir  réqiiation  de  la  carac- 
ràfistique  indcpcndainnient  de  réquatiou  (a)  et  de  la  forme  de  la 
foncdon  f.  En  eflet,  ai  l'on  eiroonacrit  à  Tenveloppe  une  sur&ce 
cytindiiqoe  horizontale,  et  qui  la  touche  «n  une  ligne  couriïe,  cette 
courbe  de  contact  sera  évidemment  la  caractéristique  demandée; 
car,  étant  tangente  à  Tenvéloppe,  elle  aéra  aussi  tangente  à  deux 
enveloppées  oonséailives,  et  elle  comprendra  la  courbe  suivant  la- 
quelle ces  deux  enveloppées  se  coupent.  Or,  Téquation  de  la  sur- 
face cylindrique  horizontale  est,  en  général, 

«  étant  une  constante  qui  indique  In  direction  de  Ja  surikoe  cylin- 
drique :  donc  la  caractéristi(]ue  devant  .se  trouver  sur  cette  surfiice,  ' 
oo  aura  pour  elle  cette  seconde  équation 

ilrin>  laquelle  eo  est  la  constante  dont  la  valeur  particularise  la  posi- 
tion  (le  cette  courbe. 

V.n  raisonnant  d'une  niaiiièit;  analogue,  ou  ironvera  f(ue  .si  la 
ligne  qui  dirige  le  mouvement  «le  renvcloppce  est  une  courbe 
tracée  dans  1^  plan  des  Xj  l'équatioil  de  Tenvdoppe  sera  le  ré- 
suHat  de  Télimination  de»  deux  quantités  x\  y'  entre  les  trois 
équations  suivantes  : 

et  qu'elle  sera  par  conséquent  de  la  forme 

(«)  f  (.r,  p>  v)  =  o, 

dans  laquelle  ia  forme  de  la  fonction  f  n'est  pas  la  même  que  celle 


rln  cas  précédent  .  Réciproquement  ,  toute  é<|uution  de  lu  Ibrnie  de 
Ih  précédente  est  celle  de  la  suriiice  tjui  enveloppe  l'esjjace  par- 
couru par  une  surfiice  couiiie,  constante  de  figure,  et  qui,  ^nn 
tourner,  se  meut  le  long  <l*iine  courbe,  plane  tracée  dans  le  plan 
des  Xf  z. 

L'équation  de  la  caractéristiq[ue  se  trouve  de  même  indépen- 
damment de  la  forme  de  la  fonction  f;  car  cette  courbe  est,  sur  uw 
iuvfiioe  cylindrique,  parallèle  au  plan  des  s,  et  qui  est  cirron- 
M^rite  à  Tenveloppe.  Son  équation  est  donc 

dans  laqudle  et  est  une  ccnutante  qui  particularise  chaque  caiarté- 

ristique. 

L'équation  de  l'enveloppe  en  (piantités  fînies  est  évidenmieiit  le 
résultat  de  l'élimination  de  Tindétemunée  a  entre  l'équation 

(A)  z  —  tt  =  ¥(x  —  ^A,x) 

et  sa  différentielle  (\\).  prise  en  regardant  a,  conuiM-  nciiIp  Viu  i.ihlc 
De  même,  si  la  toiulir  «pii  dirige  le  iiioinement  de  I Cnvcloi)!)! c 
était  tracée  dans  le  pi  a  ti  des  )  ,      I  icjuatioii  de  1  envelop[)e  serait 
le  résultat  de  l'cliniination  des  deux  qmntilés  entre  les  trois 

équations 

.r  =  .r', 

et  serait  par  conséquent  de  la  forme 

(«)  .  f       7)— «>; 

celle  de  la  caractéristique  serait 


fl  i  équation  dt*  1  t-in cloitpe  en  quantités  liiiieH  serait  le  résultat  île 
réliuiiiiation  Je  l'intléterniiaée  .r  entre  l'équation 

(A)  a  — F(«,/  — 

et  sa  diffërentieUe  (H) ,  prise  en  regardant  a  comme  seule  varû^e. 

Passons  enfin  «u  cas  géneFal.  Supposons  que  la  oourttequi  dirige 
le  mouvement  de  l'enveloppée  soit  tracée  sur  une  surface  ooiirl)e 
quelconque  donnée,  et  dont  l'équation  soit  représentée  par 

r  indiquant  une  fonction  donnée  des  trois  variables  or,  j*,  z.  L'en- 
veloppée n'ayant  aucun  mouvement  de  rotation,  chacun  de  ses 
points  décrit  le  même  are  (l'une  ni^me  courbe;  mais  eet  arc,  pour 
les  (lifTérentii  poiiibi,  est  placé,  sans  tourner,  clans  dillérentes  par- 
ties (le  l'espace.  Si  donc  on  mène  à  l'enveloppe,  et  à  l'enveloppée 
roiisitlérée  dans  sa  position  primitive,  deux  plans  tangents  paral- 
lèles eiUre  eux,  ce  qui  doiuiera  les  deux  équations 

le  j[M)int  de  contact  de  l'eiivelopjH'e  sera  celui  de  tons  les  point»  de 
cette  sur&ce  qui,  dans  le  mouvement,  viendra  se  confondre  avec  le 
point  de  contact  de  'l'^veloppe  ;  et  les  trois  quantités  x  —  a;', 
jr  — y  y  z  —  seront  respectivement  égales  aux  trois  coordonnées 
d'un  des  pointe  de  la  surfiice  sur  laqndle  est  tracée  la  courbe  qui 
dirige  le  mouvement.  On  aura  donc  entre  ces  trois  quantités 
réquâtion 

T{ar  — r— a  — «')  =  o; 

on  a  (railleiu-s,  par  supposition,  entre  les  trob  coordonnées  du 
point  de  contact  de  l'enveloppée,  l'équation 


9 


-  64  - 

Ces  quatre  équations  devant  avoir  lieu  simultanément  pour  tous  les 
points  de  l'enveloppe,  pai-  conséquent  pour  tous  ceux  de  l'enve- 
loppée,  c  est-ànlire  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x\  j\  z\  il 
s'ensuit  que,  si  Ton  âimine  ces  trois  quantité,  Téquation  résultante 
sera  enXiXyZypetq  cdle  de  l'enveloppe  demandée. 

Supposons  que  des  deux  premières  équations  et  de  la  dernière, 
on  ait  tiré  en  jj  et  ry  les  valeurs  de  x^t  y* y  z'^  et  que  ces  valeurs 
soient 

/=/(/^7)» 

en  les  substituant  dans  la  troisirnit»,  on  trouve  que  1  équation  de 
renveloppe  peut  toujours  être  mise  sous  cette  l'orme 

(a)      T[x  —  t{p,  y),  X—Apy  7),  z  —  F{p,  (j)]  =  o, 

dans  laquelle  les  trois  fcmctions  f  ,  /,  F  ne  sont  point  indépen> 
dantes,  mais  sont  liées  entre  elles  par  une  loi  qu'il  est  fiuâle  de 
découvrir. 

En  eflfeti  quelles  que  soient  et  la  nature  de  renveloppé«.et  celle 

de  la  sur&ce  sur  laquelle  est  tracée  la  courbe  c^ui  dirige  le  mottve* 
ment,  c'est-ftdire  qudles  que  soient  les  foimes  des  fonctions  F  et  r, 

il  est  évident  que  des  trois  quantités  x  —  x',  j  — r',  s  —  s', 
ou  des  trois  suivantes,  qui  leur  sont  respectivement  égales^ 
c  —  f(/>,  (y),  y  —fip,  q),  z  —  /'(/?,  7),  si  deiLx  quelconque» 
sont  supposées  coiistMntcs,  ce  qui  fixe  le  point  que  l'on  considère 
sur  l'enveloppe,  la  troisieinc  est  aussi  nécessairement  constante,  11 
laul  que  si  les  difVt  reiitii-lles  df  ileux  d  entre  elles  sont  éejales  a  zéro, 
celle  de  la  troisième  soit  aussi  égale  à  zéro,  et  par  conséquent  que 
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Von  ait  en  même  temps  les  trois  équations  suivantes  : 

dx  —  rff  (/»,     =  0, 

^  —  ^/{P^  = 
pjjc  H-  qdj  —  dj'\p,  q)  =  o; 

il  fiiul  d'aitteim  que  ces  trois  équations  aient  lieu,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  et  éfj  qui  sont  artiitraires  :  donc,  si  entre 
ces  trois  équations  on  âimine  dxtltdy,  l'équation  résultante 

exprimem  la  condition  qui  lie  entre  eDes  les  formes  des  trois  fonc- 
tions f,yi  F, 

Donc,  si  Ton  a  une  équation  aux  dtfiiàpences  partielles  du  premier 
ordre  de  la  foraie 

{a)        v[x~'f{p,<i),  y—f{p,q),  s  — F(/^,  y)]  =  o, 

dans  la({uelie  r  indique  une  fonction  quelconque  donnée  de  trois 
quantités,  mais  daas  laquelle  les  trois  fonctions  f,y,  Fsatis&ssent 
d'ailleurs  à  la  condition  suivante  : 

dF^pdf-h  qdj\ 

cette  équation  sera  celle  de  la  sur&ce  qui  enveloppe  Tespaee  par- 
couru psiff  une  autre  surface  courbe,  coi^tante  de  figure,  et  qui, 
sans  tourner,  se  meut  le  long  d'ime  courbe  quelconque  tracée  sur 
mie  troisième  surface  courbe  donnée,  Téquation  de  cette  dernière 
sur&ce  étant 

r(.r,  j,  z)  =  o. 

Quant  à  Téquation  de  l'enveloppée,  il  est  fat  île  de  la  déduire  de 
l'équation  (a)  de  Tenveloppe  supposée  donnée.  En  effet,  Tenve- 
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1o))pr  jicut  toujours  ooincider  avec  Tenveioppée  ;  elle  y  coinôde 
lorsque  pour  tous  ses  points  on  a  en  même  temps 

x  —  sc'  =  Of     X — /=o,     s  — s'=3  0, 

oU|  ce  qui  revient  au  même,  loraqu'on  a  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

f  (/»»  î)  =o» 

r— = 

z  —  F{p,  q)  =  o. 

(ïc"s  trois  equ.itinns  ck-vant  alors  avoir  lien  pour  tous  les  points»  <le 
l'enveloppe,  et  par  t  onsé(|uent  quelles  (pu  soient  lesvalem"s  de  p 
et  de  (f,  il  s'ensuit  <jnc,  si  l'on  éliiuiru'  cntic  cllo  ee»  deux  quantités, 
l'éqiuition  en  r,/,  s  que  l'on  obtiendra  sera  celle 

de  l'enveloppée  considérée  dans  sa  position  primitive. 

Cette  équation  étant  obtenue,  si  l'on  diminue  les  coordonnées 
s,  y,  X  des  quantités  respectives  «,  f  <t,  4«t  dans  lesquelles  f  et  4 
représentent  des  fonctions  arbitraires,  ce  qui  donnera 

on  aura  l'équation  de  Fenv^oppée  transportée  le  long  d'une  courbe 
à  double  courbure  quelconque,  jusqu'en  un  point  de  cette  eourbe 
(]ui  correspond  à  s»  et;  puis,  si  l'on  élimine  une  des  deux  fonc- 
tions    4«(  au  moy^  de  l'équation 

r(<pai,  -^a,  et)  =  o, 

ta  (*ourhe  qui  dirige  le  mouvement  sera  assujettie  à  être  sur  la  sur- 
face donnée;  enfin,  si  l'on  élimuie  a.  de  ce  résultat  au  moyen  de  sa 
diliiérentielle  prise  en  regardant  a.  comme  seule  variable,  on  aura 


en  ([unntités  finies  ré(|uution  de  i  enveloppe,  el  par  <'Oiii»équeiit 
l'intégrale  de  Téquation  («). 

Jusqu'ici  nom  aTons  supposé  qne  la  courbe  qui  dirige  le  mou- 
vement de  l'wTelopin'c  était  tracée  sur  une  surface  courbe  donnée; 
si  cette  eouibe  était  totalement  arbitraire  dans  ses  deux  projections, 
la  génération  de  Fenveloppe  pourrait  de  même  être  exprimée;  mai» 
elle  ne  le  pourrait  être  indépendamment  de  toute  fonction  «âû- 
traire  qu'au  moyen  des  difTérenoes  partielles  du  second  ordre.  Nous 
nous  occuperons  inoeaaamment  de  ce  genre  de  difierences,  et  nous 
aurons  occasion  de  traiter  cette  même  surface  d'une  maidère  encore 
plus  générale. 

Gomme  ces  recherches  commencent  à  devenir  compliquées,  nous 
oroytHis  devoir  les  éclaircir  par  un  exemple  simple. 

EXEMPLE. 

Étant  dotoièe  une  surfine  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z, 
et  dmt  l'équation  sera,  comme  nous  l'avons  m, 

n  indiquant  une  /onction  donnée,  et  une  courbe  quelconque  étant 
irae^  sur  celte  surface}  si  Von  suppose  qu'une  sphère  de  rayon 
constant  se  meuve  de  manière  que  son  centre  dâ:rive  ceUe  courbe, 
trouva^  l'équation  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace  parctiuru 
par  la  sp/tère,  indépendamment  de  la  nature  de  la  cmtrbe  par- 
courue par  le  centre. 

^  Ton  représente  par  a  le  rayon  constant  de  la  sphère  envelop- 
pée, l'équation  de  la  sur&ce  de  cette  sphère,  considérée  dans  sa 
position  primitive,  sera 


les  deux,  équations  qiii  expriment  que  les  plans  tangents  à  la  sphère 
et  fi  renyeloppe  sont  parallèles  entre  eux  seront 

—  x' 

p—  - 

,  ^  -  :r^_.  ; 

V«'  —  X  ' — y  * 

celle  qui  exprime  que  les  deux  p<Hnts  de  contact  coïncideront  dans 
un  instant  du  mouTement  sera 

et  «liminant  x^yy'-,  z'  entre  ces  quatre  équations,  on  aura  l'équa- 
tion demandée. 

Si  l'on  tire  des  trois  prenûk^  les  valeurs  de  x\  y' y  z\  on 
trouvera 

f  —  aq 

z'  — 

donc,  ei)  faisant,  pour  abréger, 
l'équation  «le  Tenveloppe  demandée  sera 

Cette  équation  est  de  la  forme  de  réquatioii  {a)  du  ca:i  général;  car, 
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pour  ce  cas  particulier»  on  a 

et  en  exécutant  les  diifêrentiatîonft  indiquées,  on  tron-ve  que  l'équa- 
tion de  condition 

est  identique. 

Actuellement ,  si  l'équation  aux  différences  partielles  que  l'on 
vient  (fo  trouver  était  proposcM*.  rt  s'il  fallait  en  déduire,  en  quan- 
tités finies,  les  t'fjuations  df  l'enveloppée  et  de  l'enveloppe  snji- 
posées  inconnues,  on  aurait  d  abord  celle  tle  l'enveloppée,  en  éli- 
minant pelq  des  trois  équations 


oe  qui  a*exécute  ftcilenient  en  carrant  les  trois  équations  et  ajou- 
tant, et  Ton  trouverait 

X*  -h/'  -f-  z*  =  ; 

on  aurait  ensuite  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  «  entre 
l'équation  suivante: 

(A)      (x-  «)»  H-  (.>■  -  <par  +  \z-n[a*-^  =  a\ 

et  sa  diffî^reittielle  prise  en  regardant  «  comme  seule  variable . 

Nous  terminerons  là  ce  que  nous  nous  proposons  de  dire  sur  la 
génération  des  sur&ces  courbes  qui  peuvent  être  exprimées  par 
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des  difTérences  partielles  du  premier  ordre,  pour  passer  à  celles 
exigent  des  différences  paitidles  du  second  ordre;  mais,  en  traitant 
de  celle»-cî,  noua  aurons  encore  occasion  de  voir  un  assez  grand 
nombre  de  celles  de  la  première  espèce. 


$  X. 

Ufc  LA  Sl  UKAtR  KM.I:M)RRK  FAR  LE  MOL\fcMtiM  UL.NK  DROlit  QUI  NE 
CESSE  PAS  D'ÊTRE  PARALLtLS  A  UN  FLAV  CONSTAKT  DE  POSITIOK. 


Si  I  (iii  (-oucoit  dans  I  t  sp.ici- <leii\  coiirljcs  queleonqnes  a  tlouliie 
«•ourbure,  et  (]u'uiie  liroile  cunstaiiiiiu-iit  parallèle  à  un  plan  fixe 
se  meuve  de  manière  qu'elle  s'appuie  toujours  contre  ces  deux 
courbes,  ce  qui  déterminera  la  nature  de  son  mouvement,  la  sur- 
lace courbe  engendrée  par  la  droite,  par  cela  seul  qu'elle  résultera 
de  cette  génération,  aura  une  propriété  indépendante  de  la  nature 
des  deux  courbes  qui  dirigent  le  mouvement  delà  droite,  et  l'ex* 
pression  analytique  de  cette  propriété  sera  l'équation  gÀiérale  de 
toutes  les  sur&oes  soumises  à  la  même  génération. 

L'expression  de  cette  propriété  peut  être  obtenue  sous  trois 
formes  très-différentes  :  Elle  peut  ne  n  nfernier  aucun  vestige 
de  la  nature  des  deux  eourbes  direotriees;  nlovs  elle  contient  des 
«lifl'érences  partielles  du  second  ordre,  et  elle  est  délivrée  de  toute 
tbnction  arbitraire,  a"  Klle  peut  ne  renfermer  des  vestiges  que 
d'ime  seule  des  deux  directrices;  alors  «'Ile  jmmiî  rtre  exprimée  eu 
flifrérences  partielles  du  jucinier  or<lre,  mais  t-Ile  contient  une  fonc- 
tion arbitraire,  et  cela  peut  avoir  lieu  de  denx  nuinit  res  essentielle- 
ment ditiérentes.  3"  Enfin,  elle  peut  ne  renfermer  que  des  quantités 
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liiiies  ;  diui>  ce  <  ;is,  elle  conservf  Irs  \  rsliL;t'»  tles  dt'iix  <lirecti'i«:t'N. 
t't  elle  renlerme  <k*ux  ItJiulinns  jiibitiiiin's.  Nous  allons  donner- 
toutes  CCS  formes  dans  l'ordre  suivant  le(j[nei  uuus  venons  d<'  ics 
éjioncer. 

Pouf  abréger,  de  même  que  nous  représentons  par  /j  et  7  les 
différences  partielles  du  premier  ordre  de  Tordcwnée  z,  de  manière 
que  nous  avons 

dz=  pdx  ~\- ffdy^ 

noiLs  rejîrésenterons  aussi,  dans  In  suile,  j)ar  r,  <■,  /  les  ditlërenees 
pai'tielles  du  second  ordj  e,  de  manière  que  nous  aurons 

dp  s  rdx  +  sdyy 
dq  =  sdx  -h  tefy^ 

où  l'on  voit  que.  eoinine  on  sait,  le  ("oclHeient  de  ((y,  dans  la  dilU'-- 
renlielle  <le  //,  est  le  nu -nie  que  celui  de  du:  dans  la  diifereutielle 
de  (j.  On  aura  donc  aussi 

ddz  =  rtinf'  -h  Mdictly  ■+■  tdjr'. 

Tant  que  les  trois  quantités  x,  j-,  z  sont  considérées  comme  les 
coordonnées  d*nne  surfiice  courbe,  ce  (jui  arrive  toujours  lors- 
qu^efles  ne  sont  liées  entre  elles  que  par  une  seule  équation,  deux 
qudconqœs  d'entre  elles,  jmr  exemple  .c  et  >-,  peuvent  toujours 
être  regardées  comme  indépendantes  ;  leurs  accroissements  dJ.\  ér 
sont  donc,  en  général,  indépendants  et  arbitraires.  Lorsqu'on  est 
obligé  de  considérer  plusieurs  de  ces  accroissements  suocessife,  on 
est  le  maître  de  donner  à  chacun  de  ceux  de  la  même  suite  la  valeur 
que  l'on  veut,  pourvu  qu'on  introduise  dans  le  eak  ul  la  loi  qui  dé- 
termine la  valeur  de  chacun  des  necroi^ements  de  la  suite.  La  loi 
la  pliLs  simple  est  de  supposer  djc  et  dy  constants;  et  l'introduction 
de  cette  loi  dans  les  calculs  s'opère  en  £iisant  diix  =  o,  ddjr  =  o  : 


—  — 

r'rst  pour  cela  fjiic  ces  difli'rrnrcs  secondes  n'entreront  dans  \o% 
lecliei  ches  suivantes  que  loi^que  nous  parlerons  des  courbes  à 
double  courbure. 

I. 

î«i  surface  (jue  nous  considérons  jouit  évidemment  de  cette  pro- 
prictr.  i"  que  si  \r,\Y  un  point  qticlcnnrpie  f!e  cette  surface  on  con- 
çoit la  droite  i;t'i»ér.itricc  et  un  plan  tangent,  ce  plan  passera  par  la 
droite:  -j"  (jue  î>i  le  point  se  meut  sur  la  surface,  mais  sans  soi  tir  de 
la  même  génératrice,  le  nouveau  plan  tangent,  qui  passera  encore 
\m'  la  nK'nie  di  oite,  coupera  le  premier  dans  la  génératrice  elle- 
nn me.  (/est  cette  propriété  dont  il  s  agit  d  avoir  l'expression. 

Pour  cela,  .r,  >•,  z  étiuit  les  coordonnées  du  point  considéi'é  sur 
la  surface,  et  a;\  y\  z'  celles  du  point  général  d'un  plan,  soit 

Ax'-+-By-hCs'  =  o 

I  équation  domiée  du  plan  fixe  mené  par  l  ori^iiie,  et  auquel  la 
génératrice  doit  constamment  être  païallèle.  li  équation  du  plan 
tangent  à  la  surface  sera,  comme  ou  s^tit, 

p{x^  x')  +  q{y  — /)  «  («  —  »')  =  o. 

Si  [>iu^  le  même  point  de  la  surface  on  mène  un  plan  pai'allèle  au 
plan  fixe,  son  équation  sera 

A  (j?  —  a^)  H-  B(j  — -h  C(a  —  z')  =  o, 

et  ces  deux  équations  seront  celles  de  la  génératrice  lorsqu'elle 
passe  par  le  point  que  I  on  (  onsidère. 

Si  le  point  de  contact  ehauj^e  <le  position  -^nr  la  surface,  quelle 
que  soit  d'ailleurs  la  direction  de  son  mouvement,  le  nouveau  plan 
tangent  coupera  le  premier  en  une  droite,  dont  on  aura  l  équation 
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endifférentiaiit  l'éqti.'itioii  du  piuji  tangent,  sans  faire  varier  ni  .r', 
ni  y' f  ni  s'  ;  ce  qui  doiuiera 

(a?  —  x')  {rdx  -h  sd^)  +  {y  —y')  {sdx  H-  ttfy)  —  o, 

dans  laquelle  la  valeur  de  ^  dépend  tle  la  direction  du  mouvement 

du  point  de  contact.  Mais  si  l'on  vent  que  ce  point  ne  sorte  pas  du 
plan  pandièle  au  jilan  li.xe,  il  ("aut  que  les  quantités  r/.r,  </)\,  dz  aient 
entre  elles  la  relation  <|tie  donne  r<''qiiation  de  ce  plan;  il  faut  donc 
que  la  différentielle  de  celle  équation,  prise  en  rcf^ardant  au.ssi 
r:\y\  z'  comme  constants,  soit  satistaite,  c'est-à-dire  que  1  on  ait 

kdx-\-^éy  -h  C  {pdx  -h  qdf)  =  o, 

ce  qui  donne  la  valeur  de       L'intersection  des  deux  plans  tan« 

gents  cons^€uti&  devant  coïncider  avec  la  généiatrice,  il  sVnsuit 
que  les  valeurs  de  x\y\  z'  sont  les  mêmes  pour  ces  quatre  équa- 
tions;  or  ces  équations  doivent  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la 
sudkce,  et  par  eonséquent  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x,  r,  z 

et     ■  Donc,  si  Ton  élimine  les  trois  quantités  ^""^ ,        , ,  îè,, 

ax  '  ^  z  —  z     B  —  z  dx 

l'équation  résultante 

(Cî-*-B)»r  — a(Cj-i-B)  (C^-t- A)j-4- (QpH- A)»<  =  o 

seia  aux  diUfêrences  partielles  secondes  et  finéaires  celle  de  la  sur- 
fiuse  demanda. 

le  plan  fixe  avait  été  parallèle  aux  z,  on  aurait  eu  G  ^  o  dans 
l'équation  donnée  de  ce  plan  ;  et  \  équation  aux  diASrences  secondes 
aurait  été 

B*r  — aAB»H-A»ï  =  o, 

dont  tous  les  coelin  ients  sont  constants ,  et  qui,  à  cause  de  sa  sini- 
pUcitc,  parait  être  celle  par  laquelle  nous  aurions  dû  conunencer 

lO 
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ces  nouveHes  recherches;  niais  nous  avons  cru  devoir  leur  donner 
dès  à  présent  toute  la  généralité  qui  n'augmente  pas  leur  dii&culté. 

Les  sur&oes  dont  récfuatlon  est  aux  différences  secondes  ont 
leur  canu^éristique  comme  celles  du  premier  ordre,  et  Téquation 
de  cette  courbe  peut  toujours  être  déduite  de  Véquation  diiffiiren- 
tielle  par  la  méthode  générale  que  nous  allons  exposer. 

De  la  oaraetéristique  des  sutfaca  dtmt  SéquaUon  est  aux 
dtffiSrences  secondes. 

<^Miello  que  soit  lu  geiu  ratrice  de  la  si ii  fart',  t-t  (nu  lle  que  soit  la 
|)i)siti<)ii  dans  laquelle  on  la  considère,  celle  eomhe  (M)iipe  les  deux 
dii  eeti'iee!»  eliacime  en  un  poiiil;  par  ehaeun  de  ees  poinUs  menons 
a  la  directrice  correspondante  une  tanj^ente,  puis  concevons  pour 
ime  autre  surface  soumise  à  la  même  génération  deux  nouvelles  di- 
rectrices, mais  qui  soient  telles  qu'elles  fonehent  respectivement  les 
premières  chacune  dans  le  point  par  lequel  passe  la  génà«trioe,  en 
sorte  que  les  deux  tangentes  soient  communes  aux  nonvdies  direc- 
trices et  aux  premières.  Cela  posé»  il  est  évident  que  les  deux  sur- 
filées engendrées  se  toucheront  dans  toute  l'étendue  de  la  généra- 
trice :  dles  auront  donc  une  ligne  ccxnmune  qui  ne  changera  pas, 
lorsque  tout  ce  qui  partieuilarise  une  sur&oe  individuelle  éprouvera 
une  variation ,  et  qui  sera  par  conséquent  la  carac/r/  /A7/V/;/f.  Ainsi, 
pour  avoir  l'équation  de  cette  ligne  comnmne,  il  &udra  diflérenticr 
celle  de  ia  surface,  en  ne  faisant  varier  que  le  paramètre,  dont  la 
valeur  particularise  la  surface  individuelle.  Mais  la  ligne  commune 
étant  une  ligne  de  contact  daiis  toute  son  étendue,  les  cinq  (juan- 
tit('>  r.  )  .  :.  (j  ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  stnfarcs.  et 
ne  vaiieut  pas  iMixfjiie  <-<'  paramètre  change;  les  trciis  autres  quan- 
tités r,  ,v,  I  sorit  (loue  tec,  m  nies  qui  eu  déj)endent.  Donc,  pour  dit- 
lérentier  I  équation  de  la  surlace,  en  ne  laisiint  varier  que  le  païa- 
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mètre,  il  iaut  ia  (liHérenlier  d'aboi'd  en  ne  faisant  varier  que  / ,  s,  t. 
Soit  cette  dilïërentielle 

Comme  les  quantités  pttq  sont  les  mêmes  pour  les  deux  sur&ces, 
leurs  différemidlest  prises  de  la  ménM  manière,  doivent  aussi  être 
nulles;  ce  qiû  donne 

dr  dx  -h  ds  dy  =  O, 
dsdx-\-dtdysso. 

Enfin,  ces  trois  équations  devant  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  de 
la  ligne  de  contact,  et  par  conséquent  quelles  que  soient  les  valenrs 

de  £         s*  1  on  eliiiuue  ces  deux  quantités  entre  les  trois  é(|iia- 

tions,  on  aura  jKiur  équation  générait-  de  la  caractéristique  d'une 
siiriàoe  dont  l'équation  est  du  second  ordre, 

Rrfr«  —  Sdj-dj     Trfr*  =  o. 

.  Cette  équation  étant  du  second  degré  algébrique  par  rap|M>rt  à 
^1  0  s^ensuit  qu'en  chaque  point  de  la  surfiice  on  a  deux  valeurs  de 

^  pour  la  caractérutiquc  qui  passe  par  ce  point  ;  la  l'aractéristiqiH: 

a  dcMiG  deux  tangentes  différentes  en  ce  point,  qui  est  par  consé- 
quent un  point  double  de  cette  courbe. 

Dans  tous  les  ois  où  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  a  deux, 
factein^  rationnels  linéaires  par  rapport  à    >  il  y  a  «leux  caractëris- 

■  tiques  indrpcrulanteî»,  et  dont  on  peut  avoir  les  tVjii:iti(*iis  huîni- 
duelleS:  mais,  dans  le  e;is  ^eiieial,  ees  deux  caractt■I•i^ll(lllt■s  s. m) 
les  deux  lirancljt's  <l  ntn  nu  me  courbe.  <t  et. s  branches  >f  eouptjii 
t4>ujuui  >>  (ians  le  point  que  1  on  considère  sur  la  ^uriaee. 

(O, 
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Dam  le  cas  particulier  de  la  surface  dont  nous  nous  occupons, 
on  a 

R=(C7  4-B)% 

S  ^  — 2(Cry-f-B)  (CjW-hA), 

T  =  (qp-HA)^ 

l'équation  de  la  caractéristique  est  donc 

qui  peut  être  niise  sous  la  fomie 

{Adx  H-  Btfy    Cdzy  =  0. 

Celte  cquation  a  deux  facteurs  ratioiuit  ls  liiu  aiit  s;  mais  ces  deux 
fecteurs  étant  égaux,  il  s'ensuit  (juc  les  tk  ux  caiactéristiques  coïn- 
cident puriout,  et  ont  pour  équation  commune 

Adae  -t-  Bdjr  H-  Cdz  o, 

dont  l'intégrale  est 

+  67  H-  Gz  =  A, 

(bns  laquelle  a  est  la  constante  qui,  variant  d  une  tuiracteri:>t  h  [k  à 
ime  autre,  détermine  la  position  de  cette  courl)e.  Cette  éqiu»ti<Mi  est 
(«lie  d'un  plan  parallèle  au  plan  fixe,  et  (|Lii  cou|>c  la  surface  daas 
la  génératrice;  donc  ia  caractéristique  n'est  autre  chose  que  ia  géné- 
ratrice elle-même. 

II. 

Pour  trouv(M'  les  deux.  é([uations  aii\  différences  j)urLielles  du 
premier  ordre,  eoncevous  par  un  point  fjuelconfjue  de  la  surfoce, 
i'*  un  plan  tangent,  2"  un  pï&n  parallèle  au  plan  tixe;  les  équations 


de  ces  deux  plaiis  seront 

p{x  —  d?')  H-  q{jr—/)  —  («  —  «')  =  o, 

A(«  — a?')  H-  B(j  —  >  ')-hC(z  — 2')=o. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  si  le  point  se  metît  sur  la  sni  tacc, 
«•e  qtii  changera  la  position  du  plan  tanp^ent,  tant  cpie  ce  pomt  Jie 
sortira  pas  du  second  plan,  les  deux  plans  se  ronperont  dans  une 
même  ligne  droite.  11  s'aj^it  donc  d'expriiner  qne  si  le  second  jilan 
est  constant,  la  droite  d'interseetiun  M-ra  iinssi  eonslante.  Mais  celte 
droite,  se  trouvant  snr  lui  plan  coiLstiuit,  sera  elle-même  coustante 
si  nne  stnile  de  ses  projections  l'est  :  donc  il  hulln.i  d'exprimer 
qn  nne  des  projections  de  la  droite  et  le  second  plan  sont  en  même 
tein|)s  constants  de  position. 

Le  second  plan  sera  constant  de  position  si  la  quantit('> 
\x-^-Bjr-hCz  est  constante.  Représentons  cette  quantité  par  a, 
ce  qui  donnera 

«  =:  Aar -F  Bj  -h  Cs. 

On  aura  l'équation  de  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  des 
je^  s,  en  éliminant  /  entre  les  équations  des  deux  plans;  cette  é^ia> 
tionsm 

dans  laquelle  on  a  ^ 

B/>  —  A<7 

Donc  il  faut  f[iie  a  étant  constante,  les  deux  quantités  ^  et  y  le 
soient  aussi  tontes  detix;  or,  il  y  a  enti-e  *,  y  une  relation  telle 
cjue  si  deux  fl'entre  elles  sont  constantes,  la  troisième  l'est  aussi  né- 
cessairement, puisqu'en  faisant     =:  o  et  <^  =  o,  on  a  <i^>  =  o;  ce 


(111  l! 


i!  <'st  facile  de  \  t  rilicr  jtnr  la  ïlifTérentiation  :  donc  il  suffira  d V- 
iioncci  que  de  ces  trois  (|uaiititrs,  deux  quelconques  sont  constantes 
ens»'ml)lc  et  variables  t  i  1 1  !e,  t  t  par  conséquent  fonctions  l'une 
de  l'autre;  donc  une  des  tquations  aux  diiierences  du  premier 
ordre  sera 


Knopénuit  (rime  iiianit-ri'  analoirue  sur  les  deux  autres  projections, 
on  aurait  trouve  les  deux  nouvelles  équations 

dont  une  qudoonqae  est  une  suite  nécessaire  des  deux  autres  :  ainsi 
deux  de  ces  trois  ëquationa,  les  deux  premières  par  exemple  ^  se- 
ront, aux  diflferenoes  partielles  du  premier  ordre,  celles  de  la  sur- 
face demandée. 

Si  Ton  regarde  les  fonctions  ^,  4»  ^  comme  arintraires,  e*est-à- 

dire  comme  susceptibles  de  toutes  les  formes  possibles,  diacune  des 
ti  ois  dernières  écjuations  est  de  la  même  généralité  que  cdie  aux 
diiicreiux's  secondes,  et  deux  quelconques  d'entre  elles  en  sont  les 
intégrales  premières. 

Si  Tune  quelconque  des  trois  équations  aux  différences  partielles 
premières  que  l'on  vient  de  trotiver  était  proposée,  soit  que  ta 
fonction  fût  donnée,  soit  qu'elle  fût  arl>itraire,  et  s'il  fallait  trouver 
rér|uation  de  la  caractéristique  de  la  surface  courbe  à  laquelle  elle 
appartient,  il  faudrait,  eotniiie  nous  l'avons  mi  ftitVérentier  cette 
éqiiatif)!!  eu  re^aifi  nit  /j  et  g  comme  seule  varial)le;  ce  qui  (ion- 
nerait  un  résultat  de  la  forme  Vdp  -+-  Qdq  =  o,  et  i  eipiation 
Pt/j-  —  Q<:^'  =  o  serait  l'équation  demandée.  Or,  si  l'on  diifé- 


reiitic  (le  oettie  manière  chactme  de  ces  trois  équations,  on  trouve 
également  pour  chacune  d'elles 

P==G7H-B,     — Q  =  C/»-hA; 

Honc  l'équation  de  la  caractéristique  est  indiftéreminent,  pour  les 
trois  équations, 

{Cq  -h  Vt)df  -h  {Cp  -h  \)dx  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  ]*équation  aux  dif- 
férences secondes. 

III. 

Ënfin,  pour  trouver  en  quantités  finies  l'équation  de  la  surËioe, 
il  faut  observer  que  si  le  point  que  Ton  considère  se  meut  sur  la 
surlàce  de  maniàv  qu'il  reste  toujours  dans  le  même  plan  parallèle 
au  plan  fixe,  il  se  mouvra  en  li^ne  droite,  c'est-à-dire  qu'il  restera 
toujours  dans  un  autre  même  plan  mené  par  Forigine.  Soit 

z  =  ax  +  fy 

l'équation  de  ce  dernier  plan  ;  il  iàut  donc  que  si  la  quantité 

A.r  B/  H-  (iC  =  a  est  constjuUe,  ce  qui  exprime  que  le  point 
reste  dans  le  même  plan  parallèle  au  plan  fixe,  les  deux  atitres 
rpiantités  a  et  b  soient  totites  deux  constantes  :  donc  ces  deux  quan- 
tités (lonont  être  chacune  une  fonction  de  «;  donc  l'équation  de- 
mandée est 

s  =  j'<p(A«  -h  hy  -h Cz)  H- j4(Ajp  -f-  Bj -h  Cz), 

dans  laquelle  les  formes  des  deux  ibnctions  ç  et  4  arbitraires, 
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et  ne  sont  pas  les  mêmes  que  celles  des  fonctions  que  nous  avons 
représentées  par  les  mêmes  caractères  dans  les  équations  aux  diffé- 
rences premières,  quoiqu'elles  en  dépendent. 

Cette  équation  est  de  la  même  généralité  que  l'équation  aux  <li^ 
férenoes  secondes,  et  que  chacune  des  trois  aux  difiiérences  pre* 
inières,  et  elle  est  leur  intégrale  finie  commune. 

IV. 

Deux  courbes  à  double  courbure  quelconques  étant  donuca  dans 
l'espace,  trouver,  parmi  toutes  les  surfaces  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  dro  'Ue  qui  reste  constamment  paraU^  à  un 
plan  fixe,  celle  qui  passe  en  mène  temps  pco"  ks  detue  courbes, 

La  question  consiste  évidemment  à  déterminer  dans  l'équation 
générale  de  ces  sur&oes 

z  —  x9{Ax  -h  B/  H-  Cz)  4- j4  (^^     %  Cs) 

les  formes  des  deux  fonctions  arbitraires  ^  et  4»  pour  que  cette 
équation  devienne,  celle  de  la  surface  individuelle  demandée. 
Soient 


(A)  F(.r,j,r)  =  o, 

(B)  f  {Xy  j-,  z)  =  o, 

les  deux  équations  données  de  la  première  couri)e,  et 

(C)  F(.r,r,  c)  =  o, 

celles  de  la  seconde;  sî  Ton  fait  * 
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r  équation  générale  <le  lu  surface  de\iencira 

(F)  z  =  x^u  H-  X'^u, 

i'.eïii  j)ost''.  la  siiiia*t  tU\.uir  passer  par  la  prciiiiîre  courbe,  les 
quaU'c  équations  (A),  [ij),  [V j  doivent  avoir  lion  entre  les 
eoordonnées  de  chacun  des  points  de  cette  courbe;  doiic,  élimi- 
nant entre  ces  cpiatre  équations  les  trois  quantités  a',  j",  -,  on  aïira 
enuy  çu,  "^Uj  une  première  équation 

(G)  r(tt,Çtt,4a)=o, 

à  laquelle  les  formes  des  deux  fonctions  ^  et  4  doivent  satisfaire 
pour  c[ue  h  sur&oe  passe  par  la  prenùère  combe. 

Oe  même,  la  surfiice  devant  passer  par  la  seconde  courbe,  ai 
entre  les  quatre  équations  (G),  (D),  (F),  (F)  on  élimine  les  trois 
coordonnées  ar,  j,    on  aura  une  seconde  équation 

(H)  r(«,ç«,4i*)  =  o, 

à  laquelle  les  formes  des  fonctions  ç  et  4  doivent  satis&îre  pour 
que  la  surfiice  j>as.^(  par  la  seofmde  oouibe.  Donc,  d'abord,  si  des 
deux  équations  (G  ) ,  (H)  on  tire  les  valeurs  de  et  4«  en  u,  on 
aiva  la  fonne  de  chacune  de  ces  foncticms;  mais  sans  fiiire  cette 
opération,  qui  suppose  la  perfection  de  Tanalyse,  si,  entre  les 
quatre  équations  (E),  (F),  (G),  (H),  on  âimine  les  trob  quantités 
tty  9»,  4u*  on  aura  eax^yyZ  une  équation  dâivrée  de  toute  fonc- 
tion arbitraire,  et  qui  sera  ceOe  de  la  sur&ce  individuelle  de 
mandée. 

Cette  manière  de  détenmner  les  formes  de  deux  fonctions  aii>i- 
tmires  s*a|>ptique  à  tous  les  cas  où  les  deux  fonctions  f  et  4  sont 
composées  de  la  même  quantité. 
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Dciir  surfaces  courbes  (idut  (hmnt'-cs.  trouver  parmi  tixitf  s  les 
surfocps  cm^rnrfrf'cs  pur  le  nidin'i'iiu-.ut  il  une  dn>tlt'  ijm  reste 
(■(lusttlinniviit  pardlliU'.  à  un  plun  Jiic,  celle  qui  embrasse  tes 
f/tii,v  mrfaces,  c'est-à-dire  qui  les  tuuc/w  toutes  deu.v  suivoJit 
u/ic  ligne  courbe. 

La  question  sera  évidemment  réduite  à  la  précédente,  si  Ton 
trouve  siu*  chacune  des  stances  donnée»  sa  courbe  de  contact  avec 
la  surface  demandée. 

Soient 

(A)  F(jf,jr,«)  =  o, 

(B)  f(x,7,s)  =  o, 

les  éijualioiis  des  deux  surfaces  données.  Pour  tous  les  poiuLs  de  U 
ligne  de  < oiitaet  de  la  première  surface,  les  valeui";»  des  (piantités 
-j/^j  y 5      •>!  ^  tîièines,  soit  que  ces  points  soient 

considérés  sur  la  surlkce  donnée,  soit  qu'ils  soient  regardés  comme 
a]){Kartenant  à  la  sur&oe  demandée.  Si  donc,  en  diflerentiant  Téqua- 
tion  (A),  on  tire  les  valeurs  de q,  r,  s,  t,  en  .r,  j,  et  si  Ton 
représente  ces  valeurs  respectivement  par  P,  Q,  R,  S,  T,  les  pointe 
de  la  ligne  de  contact  sont  ceux  pour  lesquels  on  aura  en  s, 
P,  Q,  R,  S)  T  l'équation  aux  diflfêrences  secondes  de  la  surface  de« 
mandée  :  donc  la  seconde  équation  de  cette  ligne  de  contact  sera 

(C)  (CQ  -h  B)'  R  —  ^ ^CQ  H  n )  (GP  4-  A)  S  H-  (CP  4-  A) '  T  =  o. 

De  même,  si  par  la  diflërentiation  de  l'équation  (B)  de  la  seconde 
sur&ce  donnée  on  tire  les  valeurs  de  7,  r,  ^  et  si  Ton  repré* 
sente  ces  valeurs  respectivemoit  par  P',  Q',  K',  S%  T',  l'équation 

(  D)    (CQ'h-  B)'  R'—  a  (CQ'-h  B)  (CP'h-  A)  S'-t-  (CP'h-  A}*T'=  o 

sera  celle  de  la  ligne  de  contact  de  la  seconde  surface. 


VctiuHciih  [iL  (jue  nousavons  j>t»iir  chacune  des  lij^nes  de  contact 
<leux  t"<jiiatu)iis,  en  opérant  sur  ces  éi (nations  comme  nous  l'avons 
(ait,  dans  le  cas  précédent,  sur  (A),  (li),  ^C),  [D),  ou  aura  l'équa- 
tion de  la  surface  demandée. 

Lorsque  la  projection  horizontale  du  vide  d'ime  i>is  à  jour  n'est 
pas  drciilaire,  les  fiioes  supérieure  et  infêrieure  de  la  courbe  ram- 
pante sont  des  cas  partÎGuUers  de  la  surfiice  dont  nous  venons  de 
nous  occuper,  car  elles  sont  engendrées  cliacune  par  le  mouvement 
d*une  droite  qui,  étant  constamment  h<»nzontale,  s'nppuie  toujours 
contre  deux  courbes  données. 


S  XI. 

DE  LA.  SUarACE  ENGENDRÉK  PAR  LE  MOUVEME>T  D'UNE  DfiOlTE  QUI 
PASSE  TOUJOURS  PAR  L'AXE  DES 


Deux  courbes  qudconques  à  double  courbure  étant  données,  si 
ïaa  conçoit  (ju  une  droite  qui  passe  constamment  par  Taxe  des  z 
se  meuve  de  manière  qu'elle  s'appuie  toujours  contre  ces  deux 
courbes,  elle  engendrera  une  surfece  qui,  par  cela  seul  qu'elle  sera 
soumise  à  cette  génération,  aura  des  propriétés  générales,  et  dont  il 
s'agit  de  trouver,  i*  Téquation  aux  différenoes  secondes;  a*  les 
deux  équations  aux  différences  pfenières;  3"  Téquation  en  quan- 
tités finies,  qudles  que  soient  d'ailleurs  les  deiix  courbes  qui  diri- 
gent le  mouvement  de  sa  génératrice. 

I. 

♦ 

Par  un  point  quelconque  de  la  sur&ce,  ayant  mené,  i**  un  plan 
tangent,  ^  un  plan  par  l'axe  des  s,  plans  qui  se  couperont  suivant 
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une  des  positions  de  la  génératrice,  et  dont  les  équatiom  seront 

(ar     a?')  H-  ç(j  — /)     (a     »')  =  o, 
y{x  —  x')  —  x{y  —y*)  —  o, 

si  l'on  conçoit  rpie  ce  point  change  de  po:>ition  sur  la  surface,  siuis 
cependant  vdtn  du  second  plan,  le  nouveau  pion  tiuii^ent  ronperrt 
encore  le  prcnucr  suivant  la  même  droite.  Il  faut  doue  f|ue  diuis  ceî» 
deux  é(juations  les  coordonnées  x' ,y\  z  de  la  droite  d  iutei-section 
ne  changent  pas  l()i\s(|ue  celles  .v^y,  z  du  point  <le  la  surface  clian- 
gent,  c'est-à-dire  que  les  dilTt-rentielles  de  ces  équations,  prises  en 
regardant  x', z'  conune  comlantes,  aient  encore  lieu;  ce  qui 
donne 


(.)] 

d'oà 


{rd»  +  sdjf)  {x  —  x')  -H  {sdx  -h  tdy)  {y  — =  o, 
x'df  ^ydx\ 


4x  x' 


Mais l'équaticm  y  —  y'  =  ^{x  —  x')  réduit  k  xy'  =  Jc'y;  elle 
donnera  donc 

X         X  «X 

Substituant,  dans  l'équation  (i),  pour  ^  cette  valeur,  et  pour 
J-^^  son  expression  -^i  on  aura 

ra?'  -h  asjcy     ty^  =  o 

pour  rëquation  de  la  siir&oe  demandée. 

Nous  avons  vu  que  tu  la  difierentiene  de  Téquation  aux  diflfê- 
lenœs  second,  prises  en  r^urdant  r,     t  comme  seule  va* 
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riable,  est 

Rrfr  -h  S<ir  -h  Tdt  =s  o, 
réquatîon  de  la  caractéristique  est 

donc,  dans  le  cas  présent,  l'équation  de  cette  courbe  sera 

Cette  équation  a  les  deux  fitcteurs ratî<âmds égaux  xdj—yiLt^Uy 
dant  r  intégrale  /  =  est  l'équation  d'un  plan  mené  par  l'axe 
des  z;  «  étant  la  constante  arbitraire  qui  particularise  lu  position  de 
ce  plan.  Donc  les  deux  branches  de  la  caractéristique  se  confondent; 
donc  cette  ligne,  âant  Tintenection  de  la  surfiiee  avec  le  plan  ver* 
4ical  mené  par  Taxe  des  js,  n'est  autre  chose  que  la  droite  généra- 
trice eUe-même. 

II. 

Le  plan  tangent  et  le  plan  mené  par  l'axe  des  z,  dont  les  équa^ 
tions  sont 

p{x  —  x')  +  jr(/ -y')  —  (s  -  z')  =  o. 

se  coupant  dans  tint'  droite  (jni  ne  change  pas  de  position  (piand  le 
point  de  contact  se  meut  dans  le  second  de  ces  plans,  t  est-;»-dire 

quand  la  quantité  -  est  constante,  il  &ut  que,  dans  la  même  hypo- 

dièse,  deux  qodconques  des  tro»  projections  de  cette  droite  soient 
constantes.  Or,  si  l'on  élimine  succcaùvement  x',  y\  z'  entre  les 
équations  des  deux  plans,  on  trouve  que  les  équati<His  de  ces  trois 
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projuctiom  sont 

y{px  H-  qy)  =  z'y  —/(a  —px  —  qy), 
x'  {px  -h  qy)  —  z'x  —  x{%  — px  —  qy)y 

—  9  '  ==  o, 

et  «es  trois  projections  sercNit  constantes  en  même  temps  que  p  si 
liîs  trois  quantités  E^^tî?,  Z^iL^-lZl,  -  —  px  —  qy  sont  aussi  con- 
struites, li  laut  donc  qnu  ces  trois  deriiit'res  quantité»  soient  tbnctions 
de  ^-  Mais»  de  ces  quatre  quantités,  si  trois  sont  constantes,  ia  qua- 
trième est  aussi  constante,  puisque  si  de  leurs  quatre  diflërentielles 
trois  qnelconques  sont  supposées  égales  h  zéro,  la  quatrième  Test 
aussi  :  donc  il  suiBra  d'énoncer  que  des  trois  dernières  quantités 

deux  qnelconques  sont  fonetions  de  ^\  donc  «afin  les  équations  • 

px^qy^x-\{^i 

z^p.v-qy=  TT  (^ly 

m 

dont  les  deux  premières  se  réduisent  évidemment  à  une  seule,  sont 
les  deux  équations  aux  différences  premières  de  la  sur&ce  de~ 
mandée. 

Si  les  fonctions  ^,  4»  *  sont  arbitnûres,  chacune  de  ces  équa- 
tions eaX  de  ia  même  généralité  que  Féquation  aux  différences  se- 
condes, et  en  est  une  înlégrale  preqiière. 

Si,  pour  trouver  la  caractéristique  d'après  une  des  équations  aux 
difTérenoes premières,  on  clifférentie  cette  équation  en  regardant 
et  q  comme  seules  variables,  on  trouve  également  pour  chacune  des 
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trob  équations 

xdjj  -\-fcùj  =  o; 
l'équation  de  la  caiactéristique  est  donc 

xt^ — jdx  —  o 
comme  on  Ta  trouvé  d'après  l'équation  aux  différences  seconde». 

III. 

La  génératrice  tU*  lu  hui  lace  étant  constiiiitp  position  quand  le 
plan  mené  par  l'axe  des  s,  et  flans  lequel  elle  se  ti  oiu  e  toujours,  est 

lixe,  c'est-à-dire  quand  la  quantité  ^  est  constante ,  il  est  clair  que, 

dans  la  même  hypothèse,  une  quelconque  des  projections  de  cette 
droite  sur  les  plans  des  z,  et  des  y,  est  constante.  Or,  les  équa- 
tions de  ces  deux  pro|ections  sont  nécessairement  de  cette  forme 

donc  il  fiiut  que,  dans  l'une  ou  dans  l'autre  de  ces  deux  équations, 

les  quantités  |B ,  7 ,  ^  soient  constantes  quand  ^  est  constante ,  et  que 

|)ar  ('onst'(| lient  ellfs  soient  fonctions  «le  cette  dernière.  Donc  une 
quelconque  tlos  tleii\  ei[uations  suivantes 

■  est  en  quantités  finies  celle  de  la  sur&ce  demandée. 

Si  les  trois  fonctions  tp,  4>  ^  sont  arbitraires,  ces  deux  équation» 
sont  absoimnent  équivalentes,  et  chacune 'd'elles  est  de  la  même 
généralité  que  l'équation  aux  diâërenoes  secondes,  et  que  chacune 
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<le  cellt':»  aux  dilli  i  t'Mct's  pteiilières,  et  est  leur  int«'^r;iU'  finie  oom- 
iiuiiic.  Ces  deux  ttjuations  pouvaient  se  déduiiv  tles  trois  i-(jiiatioiis 
aux  difTérenccs  premières,  par  le  moyen  de  l'élinuiiation  {les  quan- 
tités p  et  {j. 

Des  deux  formes  que  nous  venons  de  trouver  pour*  l'équation 
demandée,  aucune  n'est  s}inétri(|ue;  il  n'y  a  que  leur  système  qui 
le  soit.  Gela  yient  de  ce  que  les  équations  des  trois  projections  de  la 
gàiératrice  n'étant  pas  de  la  même  forme,  puisque  la  projeetion  sur 
le  plan  des  or,  /  passe  par  rorigine,  tandis  que  les  deux  autres  n'y 
passent  pas,  nous  avons  employé  la  pi'eniière»avec  une  quelconque 
des  deux  autres,  pour  déterminer  le  lieu  de  la  génératrice.  Si  Ton 
employait  les  deux  dernières  projectiona,  le  résultat  serait  symé^ 
trique.  En  effet,  les  trois  quantités  7,  ^  sont  telles,  que  û  Tune 
est  constante,  les  deux  autres  le  sont  ausin  ;  et  cela  doit  aircnr  lieu, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  cette  première  :  donc  réquati<ni  de- 
mandée est  le  résultat  de  Télimination  de  rîndéterminée  ^  entre  les 
deux  équations  suivantes  : 

Ce  résultat  est  symétrique,  mais  a  l'inconvénient  d'être  représenté 
par  le  système  de  deux  équations,  tandis  qu'il  peut  l'être  par  une 
seule  de  deux  manières  difiérentes. 

Au  reste,  quoiqu'on  regarde  ordinairement  camme  moins  sim- 
ples les  résultats  représentés  par  le  système  tle  plusieurs  équations, 
(Mitre  lesquelles  il  faut  éliminer  des  indéterminées,  nous  aurons  oe- 
«•asion  de  voir,  par  la  suite,  que  dans  un  <;rand  nombre  de  ras  ils 
ont  l'avantap^e  de  rendre  pins  sensible  la  j^éiiération  des  surihces 
qu'ils  ('\[)riment,  el  de  conduire  à  des  eoiLstructions  j)liis  élégantes. 

La  suifare  n'ayant  qu'une  seule  caractéristi fine,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  luénic,  les  forft-tions  arbitraires  (jiu  entr«'ut  dans  ses  dillé- 
rentes  équations  étant  toutes  composées  de  la  même  quantité,  s'il 
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était  question  de  trouver  les  équations  de  la  suiiaee  indivithielle 
qui  passe  par  deux  courlx's  données,  ou  de  celle  qui  euiLiias^e 
deux  sur&ces  courbes  donnas ,  en  les  touchant  chacune  suivant 

■ 

une  ligne  courbe ,  on  le  ferait  par  le  procédé  que  nous  avcma  ex- 
posé en  parlant  de  la  surfiice  précédente. 

Noos  terminerons  en  fiiiaant  observer  qne  la  surfiu»  du  biais 
passée  celle  de  Varr^e-ifmissure  de  MarseiUef  dont  nous  nous 
sommes  occupé  dans  la  coupe  des  pierres»  sont  Tune  et  Fautre  un 
cas  particulier  de  oelle  dont  il  s'agit  id  ;  car  elles  sont  toutes  deux 
engendrées  par  le  mouvement  d*une  droite  qui  passe  toujours  par 
Taxe  de  la  porte ,  et  qui  d'ailleurs  s'appuie  dans  son  mouvement 
sur  denx  dntres  donnés  arbitrairement 


S  xn. 

DES  SDBFACES  DÉTELGPPABLES. 


Les  suifaci's  développahles  sont  celles  qui,  étant  supposées 
flexibles  et  inextensibles,  sont  de  nature  à  pouvoir  s'appliquer 
sur  un  plan ,  au  moyen  d'une  simple  Bexion ,  et  le  toucher  alors 
dans  tous  leurs  points ,  sans  rupture  et  sans  duplicature.  Les  sur* 
&ces  cylindriques  à  bases  quelconques,  et  les  surfiiccs  coniques, 
sont  développahles  ;  mais  elles  ne  sont  qu'un  cas  infinnnent  par- 
ticulier de  ce  genre  de  sur&oes,  qui  ont  toutes  un  caractère  com- 
mun ou  une  propriété  exclusive.  C'est  oe  caractère  ou  cette  pro- 
priété dont  noosnous  proposons  de  trouver  l'expression  analytique, 
I*  en  difiërences  partielles  du  second  ordre  ;  a**  en  différences  par- 
tielles du  premier  ordre;  3"  en  quantités  finies. 

is 
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(>iï  sait  qu'il  faut  tioLs  couJitiom  pour  fixer  dans  l'espace  la 
|iosiiion  (J  un  plan ,  et  que  ces  trois  conditions  servent  à  déterminer 
les  trois  constantes  A ,  B,  C ,  qui  entrent  dans  Téqualion  du  plan. 
Si  de  ces  trois  conditions,  deux  étant  supposée»  invariables,  la 
troisième  est  regardée  oomme  pouvant  varier  suivant  une  eeftaîne 
loi  ;  par  exemple ,  si  dans  l'expression  de  cette  oonditiMi  entre  une 
otftaine  quantité  «  snsoeptîble  d'avoir  toutes  les  valeurs  possibles  : 
tant  q[ue  cette  quantité  aura  la  même  valeur,  la  position  do  plan 
sera  fixe  dansVespace;  et  quand  «  variera,  la  position  du  plan  dian- 
gera.  Supposons  donc  que  la  quantité  «  fH'enne  sucoessiveinent 
toutes  les  valeurs  possibles  depuis  — «  jusqu'à  +w,  ca  aura 
une  suite  infinie  de  plans  difierents,  qui  tous  satisferont  aux  deux 
conditions  invariables,  et  qui  ne  différeront  entre  eux  que  par  b 
troisième  oondition.  Gela  posé,  l'enveloppe  de  tous  ces  plans, 
c'est^ndire  la  suriaoe  qui  termine  la  partie  de  l'e^Moe  qu'ils  occu- 
pent, sera,  en  général,  une  surfece  développable. 'Avant  que  de 
le  démontrer,  éelaircîssons  ce  qui  précède  par  quelques  exemples. 

I .  Soit  donnée  une  courbe  à  double  courbure  quelconque , 
dont  les  équations  soient  reprt«^cnt('cs  par  07= fa,  y^fz,  f  et  f 
indiquant  des  fonctions  données.  Si  sur  cette  courbe  on  considère 
un  point  pour  lequel  on  ait  z  =  <e ,  les  deux  autres  coordonnées 
de  ce  point  seront  j?=:fa,j=y*.  Cela  posé,  si  l'on  con(;oît  par 
ce  point  le  plan  normal  à  la  courbe ,  ce  plan  sera  déterminé  de 
position  ;  car  il  passera  par  un  point  déterminé,  ce  qui  est  une 
«•ondition;  puis  il  sera  normal  h  la  courbe,  ce  qui  équivaut  aux 
deux  conditions  de  passer  par  doux,  normales  diffcrentes.  fycs  trois 
constantes  A,  B.  C,  qui  entreront  dans  l'â] nation  de  ce  plan 
seront  donc  détennuu-cs,  niais,  en  général,  elles  seront  tontes  trois 
des  lonetions  de  «.  Kii  efTi't,  si  l'on  donne  à  *  une  autre  valeur, 
c  est-à-dire  si  l'on  consHlfrc  nn  nouveau  point  de  la  courbe,  le 
plan  normal  qui  passera  par  ce  point  ne  sera  pas  parallèle  au  pre- 
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inier;  les  troi&  coeflicientii  A,  li,  C  de  son  équation  nuiuuiil 
donc  pas  les  mêmes  Taleura  que  pour  le  premier:  donc  ces  coef- 
ficients  varient  quand  la  quantité  «  irarie;  donc  ils  sont,  en  général , 
des  fimctions  de  «.  Actudlement,  n  Ton  dcmne  à  «  toutes  les 
valeurs  possibles,  c'est-à-dire  si  Ton  opère  de  la  même  manière 
sor  tous  les  points  de  la  oouibe,  on  aura  une  suite  infinie  de  plans 
diU&^ts  «jnî  satisferont  tous  à  la  condition  double  d'être  normaux 
à  la  courbe;  et  Fenvdoppe  de  tous  ces  plans,  c'est-à-dire  la 
surfroe  qui  teraiine  la  partie  de  Vespaoe  qu'ils  occupent,  sera,  «ai 
génénd,  une  sur&ce  dévdoppable.  Proposons  encore  un  autre 
exemple. 

a.  Deux  surfices  combes  étant  données ,  si  l'on  se  proposait 
de  mener  un  plan  tangent  en  même  temps  à  ces  deux  surfaces,  la 
question  ne  semk  pas  déterminée,  parce  qu'on  n'indiquerait  que 
deux  conditions  pour  ce  plan,  qui  pourrait  encore  satisiaire  à  une 
troisième  condition  arl)itniiiT,  comme,  par  exemple,  dépasser  j>ar 
lin  point  iloiiiié.  Siipp(>st)ns  (jue  ce  point  soit  j)ris  sur  une  droite 
donnée  de  j)osition  et  eorres|)onde  sur  cette  droite  à  z  —  a.  Tant 
que  la  \  al«"nr  de  a,  sera  la  nirnic,  c'est-à-dire  tant  rpic  It*  point  de 
la  (iroitr  par  lequel  doit  p.isst  r  le  plan  tangent  aux  deux  suj-faees 
seni  le  même,  ee  plan  tiui^^ent  sera  fixe;  mais  si  ce  point  vient  a 
changer  de  position  sur  ia  dioite,  c'est-à-dire  si  a  varie,  le  plan 
tangent  aux  deux  sur&ces  ne  sera  plus  le  même.  Gda  posé,  m  l'on 
drnme  successivement  à  «  toutes  les  valeurs  possibles  depuis 
«=  —  «  jusqu'à  «s +  00,  c'est-à-dire  si  par  tous  les  points 
de  la  droite  donnée  on  conçoit  des  plans  tangents  en  même  tctups 
aux  deux  sur&ces,  on  aura  une  suite  infinie  de  plans  difôrenls, 
qui  satisferont  tous  à  deux  conditions  invariables,  et  l'enveloppe 
de  tons  ces  plans  sera,  en  général,  une  surfiice  dévelq>pable. 

n  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  ici  que  diaoun  des  deux 
exemples  que  nous  venons  de  rapporter  présente  une  définition 
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complète  des  sur&ces  doat  il  s'agit;  en  sorte  qu'il  n'y  en  a  aucune 
qoi  ne  aoîtccMnpdae  en  même  temp»  dans  l'une  et  dans  l'autre  de 
ces  deux  divisions. 

L'enveloppée  étant  k»  un  plan  variable  de  pontion,  il  est  dair 
que  la  caiactéristicpiie  de  Fenveloppe,  c'est-à-dire  l'intersectioii  de 
deux  enveloppé  consécutives,  est  une  ligne  droite:  ainû  l'enve- 
loppe demandée  est  engoidrée  par  le  mouvemoit  d'une  ligne 
droite;  mais,  de  plus,  deux  caractéristiques  consécutive»  étantlou- 
jouTB  sur  une  même  enveloppée,  il  s'ensuit  que  de  toutes  les  posi- 
tions de  ia  droite  génératrice,  deux  qudoonques  consécutives  sont 
dam  un  même  plan,  et  se  coupent  qudque  part  en  un  point.  La 
suite  de  ces  points  d' intersection  consécutif  forme  une  arête  de 
rebroussement  à  double  courbure,  à  laquelle  la  génératrice  est 
constamment  tan«;ente.  FjCS  surfaces  dont  nous  noirs  occupons 
peuvent  donc  être  encore  rcirardéçs  comme  engendrées  par  le 
mouvement  rruiie  droite  (jui  ne  cesse  pas  d'èlre  tangente  à  une 
même  courhe  à  double  courbure,  et  cette  lietinition,  qui  les  com- 
prend encore  toutes,  est  de  la  ni( me  généralité  que  les  deux  pre- 
mières que  nous  avons  déjà  données.  Faisons  voir  actuellement 
que  ces  surfaces  sont  développables. 

Deux  caractéristiques  consécutives  étant  toujours  dans  un 
même  plan,  l'envdoppe  demandée  peut  toujours  être  i^nréèe 
comme  composée  d'éléments  plans  d'une  longueur  indffînie,  d'une 
largeur  infiniment  petite,  et  qui  se  coupent  consécutivement  en 
lignes  droites.  Gela  posé,  on  peut  toujours  concevoir  que  le  pte- 
nâet  de  ces  éléments  tourne  autour  de  sa  droite  d'intersection 
avec  la  seconde,  comme  cfaarmàre,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  dans  le 
même  plan  que  le  second;  puis  que  le  sysHième  des  deux  premiers 
élémenU  tourne  autour  de  la  droite  d'intersection  du  second  et  du 
troisième,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  conçoit  que  cette  opération  soit 
continuée  pour  tous  les  éléments,  il  est  évident  qu'ils  seront  alo» 
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daiis  le  même  j)lan,  et  que  la  snrfaoe  sera  développée  sans  rupture 
et  sans  diiplic  atiire.  il  s  agit  actuelleiuent  ^'avoir  l'expression 
analytique  de  cette  propriété. 

I. 

Les  sur&ces  développables  pouvant  être  regardées  comme 
composées  d'éléments  plans  d'une  longueur  indéfuiie,  il  est  clair 
fliM-Ilcs  jouissent  de  cette  propriété,  que  les  coordonnées  x^y^  z 
du  point  de  contact  peuvent  varier  sans  que  le  plan  tangent  change 
de  position.  Cela  posé,  si  Ton  ordonne  l'équation  du  plan  tangent 
par  rapport  aux  coordonnées  x\  y\  z'  du  point  général  de  ce 
plan,  on  aura 

il  laut  donc  que  les  coordonnées  r.  >%  -  puissent  varier,  sans  que 
les  coefficients  p,  r/.  z  —  px  —  y  )  de  ré(|uation  du  plan  tangent 
varient.  c'est-à-Hirc  fjue  les  dillérentielles  de  ces  trois  coefficients 
cloivt'nt  être  en  niènic  temps  cliariute  éj^ales  à  zéro.  Or,  si  les  diflé- 
rentielles  d*  drux  quelconques  de  ces  trois  quantités  sont  nulles, 
celle  de  la  troisième  est  aussi  nulle;  ce  qti'il  est  f'ai-ilo  de  vériiier 
par  la  dilférenliatiou.  Doue,  en  égalant  à  /éro  les  dliférentielles 
des  trois  cœfiicients,  on  n'a  que  les  deux  équations 

rdx  -h  tdy  =  o,     sdx  -h  tdy  =  o, 

dans  lesquelles  la  valeur  de  ^  indique  la  projection  sur  le  plan 

des  JE,  de  la  direction  du  point  de  contact.  Ainsi ,  dans  toute 
sur&ce  développable,  et  pour  chacun  de  ses  points,  il  existe  une 

valeur  de  ^  »  qui  satisfiût  en  même  temps  aux  deux  équations  précé- 
dentes. Ces  deux  équations  doivent  donc  avoir  lieu,  quelle  que  soit 
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•  ettf  valeur:  donc,  si  1  on  éliiiùue  4^  ,  le  résultat  de  l'élinnnation 

ax 

rt-—s*  =  o 

sd.i  aux  dillërenoes  j)arlu^lit's  secondes  i  équation  générale  d« 
surfaces  développables.  • 

Nous  avons  vu  qu'étant  proposée  une  équation  aux  diÛërences 
jiurtielles  secondes,  si  sa  différentielle,  prise  en  regardant  r,  jr,  / 
i^omine  seules  variables,  est 

ïidr  -f-  Sf^J  -h  Trf*  =  o, 
Inéquation  de  la  caractéristique  de  la  surfiice  est 

fidy  —  Sdxdj  -\-  Tdx'  =  o. 
Or,  dan»  le  cas  firésent,  nous  avons 

R  =       S  =  —  2^,    T  =  r; 

doue  rëquation  de  la  caractéristique  des  surikoes  développables 

est 

rdx^  -+-  Asdjidjr  -<rtdy^  =  o; 

mais  parce  que  l'on  t^s  =  ^rt,  cette  équation  est  un  carré  |Mrfiiil 
dont  la  racine  est 

dx^r  -+-  dj  y/f  =  o; 

donc,  dans  les  surfaces  développables,  pour  chacun  de  leurs 
points,  les  deux  branches  de  la  caractéristique  se  confondent  et  se 
réduisent  à  une  seule.  De  plus,  I*équati<m 

rdx'  4-  nsdxdy  ■+■  tdy'  —  o 

est  la  même  que  celle-ci, 

ddz  9  o. 
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jjui  appartient,  en  général,  à  un  plan.  Donc  la  caractéristuiiip  des 
snrfares  développables  est  une  ligne  plrm»'.  ÎNous  allons  voir,  dans 
un  uioiuent,  que  c'est  tine  ligne  droite  qui  n'est  autre  chose  que  la 
génératrice  elle-même. 

II. 

Le  point  de  contact  pouvant  varier  sur  les  surfai-es  dcvelop- 
{)ab]es  sans  que  le  plan  tangent  change  de  position,  les  trois  coef- 
lîHcnts  p,  q ,  z  —  px  —  fjY  de  l'éqnation  de  ce  plan  sont  donc 
constants  ensemble  et  varialiles  ensemble:  ainsi,  I  un  quelconque 
«i  entrc  eux  est  une  fonction  des  deux  autres.  Mais  nous  avons  vu 
que  si  deux  de  ces  coefficients  sont  constants,  le  troisième  l'est 
aussi  :  donc,  dans  les  surfaces  développables,  si  un  de  ces  eoeffi- 
eienls  est  constant,  les  deux  autres  le  sont  aussi;  donc  deux 
(|ueleonques  d  entre  eux  sont  ionctions  du  troisième;  donc  deux 
des  trois  équations 

p^^{z—px  —  qy), 

dont  une  quelcon(jue  est  une  suite  uéccssruif'  des  deux  autres, 
sont  aux  diâereoces  partielles  premières  celles  des  sur&ces  déve- 
loppables. 

Si  les  foucLiuiis  <p,  -^^TT  sont  arbitraires,  chacune  de  ces  trois 
équations  est  de  la  uicuie  gcnéralitc  que  celle  aux  diftërences 
secondes  rt  —  ^*  =  o,  et  eu  est  l'intégrale  première. 

Il  suit  de  là  que  l'équaiiou  aux  diiTérences  partielles  du  premier 
ordre 

F  [/>,  q,z—px  —  qy'\  =  o, 
dans  laquelle  F  indique  une  fonction  quelconque  de  trois  quaii- 
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tités.  appartient,  on  général,  à  une  sinfaee  déveluppable.  Il  est 
facile  (le  vciilier  que  les  équations  que  nous  avons  trouvées  pour 
les  surfaces  eylindriques,  pour  les  surfac  es  coniques  et  pour  les 
«  jiveloppes  de  surfilées  coniques  dont  le  sonunet  se  meut  dans  un 
jilan  horizontal,  sont  roinprises  dans  la  précédente,  et  que  les 
suriàces  au\<^uelles  elles  appartiennent  sont  par  conséquent  déve- 
loppables. 

Si  l'une  des  équations  aux  dîflerences  paitiénes  que  nous  Tenons 
de  trouver  était  proposée,  par  exemple 

et  s  il  fallait  trouver  l'équation  de  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface  à  laquelle  elle  appartient,  il  faudrait  d'abord  trouver 
l'équation  de  la  caractéristique,  qui,  en  fiiisant  d.7rq=7r'q.dq^  est 

dy  -h  dxw'q  =  o» 

et  éliminer  /;  et  q  entre  ces  deux  équations  et  la  suivante  : 

dz  —  pdx  -f-  qdy. 

Mais  ces  trois  ('(juations  ne  renter  iuent  (ju*  les  e)n(j  quantités /?, 
^,r,  rfr,  ■  (l»>nt  ,  (juelles  (jue  soient  les  tonnes  de  la  fonction  t 
et  du  eoefrieient  u:'  de  sa  (iitlerentielle,  lorsqu'on  aura  éliminé  les 
deux  premières  quantités  />,  ry ,  le  résultat  ne  sera  eomposé  que  des 
trois  dernières  :  donc  rè(]ualion  an\  (lifrérj'iices  oïdinaires  de 
l'arête  de  rebroussement  est  nécessairement  de  la  forme  suivante: 

î{dx^  dy^  dz)  =  o. 

Nous  verrons,  par  la  suite,  que  réciproquement  toute  équation 
aux  différences  ordinaires  de  cette  forme,  c'est-à-dire  dans  lacjuelle 
il  n'entre  que  les  quantités  djCy  df,  dz^  est  toujoui-s  celle  de  l'arête 
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de  rel>rtui:.sc)iK'iit  d'une  certaine  suilace  dt'vcloj)|)able,  dont  la 
nature  est  détenuinéc  par  la  fonne  de  la  ibuction  doimée  f. 

III. 

Une  surface  développable  étant  l'enveloppe  tle  l'espace  jMir- 
couru  par  un  plan  dont  la  |)()sitioii  ^arie  m  vertu  de  la  variation 
d'une  seule  des  trois  conditions  (pti  la  dt  tcrniini  iit;  et  par  consé- 
ijuent  des  trois  constantes  qui  oitrent  dans  l'équation  de  ce  plan, 
deux  quelconques  étant  toujours  fonctions  tle  la  troisième,  il 
s  ensuit  que  cette  équation  peut  toujoui*:»  être  mise  sous  la  forme 

(A)  zsssxf<i,-\-x4*~^  ** 

dans  laqudie  la  quantité  «  qui  dët«!nnine  la  poûtion  du  plan  est 
constante  pour  la  même  pontion,  et  variable  d'une  position  à  une 
autre.  Si,  eonsidérant  cette  équation  comme  celle  d'une  envelop» 
pée,  on  la  différentie  deux  fois  de  suite  en  regardant  a  comme 
seule  Tariable,  on  aura 

\  K)  .  a?f '«  -h  .>  4'  *  -I-  1  =  o, 

Cela  post'  : 

I.  IU"f;ardant  jt  coinnu-  luic  indétenuinée  dont  la  valeur  va- 
riable  est  indiflërente,  le  résultat  tle  l'élimination  de  et'tte  quiUitité 
entre  les  deux  équations  (A),  sera,  en  (juantités  finies,  ré(]na- 
tioa  générale  des  surfaces  tU  velojjpables;  en  sorte  que  si  les  ilen\ 
ft>nctions  ç  et  4  sont  regardées  comme  arbitraires,  le  syslèiue  tle 
ces  deux  équations  est  de  la  même  {généralité  que  l'équation  aux  dif> 
fiérences partieUes secondes  rt  —  s*  =  o,  et  t{ue  cliacune des équa~ 
ti<Mis  aux  dilférenoes  premières. 

il.  Regardant  «  comme  une  constante  arbitraire  qui  doive  sub* 
sister ,  les  deux  équati<ms  (A) ,  (B)  sont  celles  de  la  caractéristique  de 
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la  sbrtàce,  ligne  dont  la  posidon  est  déterminée  par  la  valeur  de  la 
constante  «t.  Des  deux  équations  (A),  (B) ,  la  première  est  oelle  d'un 
plan,  la  seconde  est  oelle  d'une  droite  tracée  sur  le  plan  des  a;  y  y. 
Donc  la  caracténsti(|iie  est  une  ligne  droite,  et  n'est  autre  chose 
que  la  génératrice  elle-même. 

3.  Enfin,  re^rdant  encore  «  comme  une  indéterminée,  si  Ton 
élimine  cette  quantité  entre  les  trois  équations  (A),  (B),  (C),  il  résul- 
tera, en  s,  deux  équations,  qui  seront  celles  de  l'arête  de  re- 
broussenient  de  la  surface. 

Nous  avons  vu  que  les  surfaces  développables  sont  susceptibles 
d'une  auti'e  j^éiiérafion,  et  cm' elles  peuvent  être  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  droite  qui  ne  cesse  pas  d'èirt*  tangente  à  une 
même  courbe  ù  double  courbure.  Jj'expression  de  celte  propriété 
donne  pour  ces  surfaces  des  équations  en  quantités  finies  qui  né  sont 
pas  de  la  même  forme  que  les  précédentes,  etf|u'il  s'agit  fie  troux  er. 

Soient  )  ^  ^r.,  .r  =  r  éc]uations  de  la  coiirhc  donnée,  à 
latjufllt'  la  ^fiiéralrice  doit  cire  constamment  tari;.;cntc ,  cl  ((iii. 
trajH'ès  t  e  (jui  pivrède,  sera  l'arête  de  rebroussemciif  de  la  surla«e; 
SI  Ton  considi  re  siu'  c  elte  courbe  un  point  <|ui  corresj>onde  à  z  —  tt. 
les  deux  ctKJrdonnées  de  ce  point  sm)ut  >  —  =        pi'is,  si 

Ton  considère  ce  point  comme  celui  de  contact  de  la  tangente,  les 
deux  équations  de  cette  tangente  seront 

y  —      =  («  —  à)  f'ai,      .r  —       =  (s  — 

dans  lesquelles  «  est  une  quantité  constante  pour  chaque  tangente, 
variable  d'une  tangente  à  une  autre,  et  dont  la  valeur  détermine 
dans  l'espace  la  position  de  cette  droite.  Qndie  que  soit  la  valeur 
de  M,  les  deux  équations  précédâtes  sont  donc  toutes  deux  satis- 
finites  pour  les  points  de  la  sur&ce.  Donc,  si  l'on  âîmine  •  entre 
ces  deux  équations,  le  résultat  de  réiiminatimi  sera,  en  or,  z, 
l'équation  générale  des  surftices  développables.  Si  les  fonctions  ^ 
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et  4  sont  rcj^a idées  eonirne  siis<  (  jil iljles  <lp  toutes  les  fornu"^ 
siblt's.  soumises  ou  non  a  la  loi  de  eoiitiimilé,  ce  résultat  e»t  de  lu 
niênie  généralité  que  tous  le:»  précedeiitâ. 

IV. 

Trowftt  Véquaiion  de  la  surface  déveUippable  qui  passe  en 
mène  temps  par  deux  ctmrbes  à  tloubte  courbure  tioutieex 
dans  l'espace. 

l/d  stirfiiee  (levelo[)j)ahle  pussi'ia  évidcnmu'nt  [wr  les  deux  four- 
bes «loniu  es,  si  le  plan  mobile  dont  elle  <'st  l'envetoppt' est .  dans 
toutes  ses  positions,  tancent  au\  deux  eouilies,  e  est-a-tliir  s  il 
|>!»ssp  toujours  eu  même  temps  p.ir  une  taii;;enle  à  la  preniièrt- 
foui  he,  et  |>ar  une  tan<j;ente  à  la  seconde.  Il  s  agit  doue  de  deter- 
uuner,  clans  l'équation  z  —  .rçct -h  i  -^a  H- a  de  ee  plan  rnoliilf, 
C|uelles  d(»ivent  être  les  loi  iiies  des  <leu\  fonction^  t  ^  pour 
<jue  ees  couditioiis  soient  toutes  deux  satisfaites,  (jueiie  »|ue  noU  la 
valeur  (le  a. 

Pour  eela,  si,  represenUuil  par  j  —  I"";,  <  I  :  les  deux  ei|ua- 
tions  iionuées  de  i.i  première  courbe,  on  prend  sur  lette  t  ourbe 
un  point  correspondant  à  z  ~  les  deux  autres  coordonnét's  «le 
ce  point  seront  /=  Fj'i,  a  =  t'§>;  et  si  l'on  considère  ee  point 
comme  celui  de  contact  d*iine  tangente ,  les  deiin  équations  de  crtte 
tangente  seront 

(A)  jr-F^=^{z^^)F'p, 

(B)  a;-fp  =(s-j5)f 
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dans  lesquelles  ^  est  une  constante  qui  particularise  la  position  de 

la  tanjijente. 

De  même,  si,  représentant  par  j=  (F)  s,  .r  ^  Jz  les  équations 
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données  de  Ki  seroiide  courbe,  oii  prend  sur  celte  courbe  im  point 
de  1  uutact  t  orrcspoudant  à  c  ~  y,  les  équations  de  la  tangente  à 
cette  courbe  seront 

(D)  ^-/y^{z-y)f'y. 

dans  lesquelles  y  est  une  autre  constante  qui  particulaiiae  la  position 
de  cette  seconde  tangente. 

Cela  posé,  si  le  plan  mobile  passe  par  l<-  )>oint  de  contact  de  la 
première  com-be,  son  équation  sera 

(E)  2  —  /3  =  (a-  —  f^)  f  <*  -t-  U  —  l'A)  4*> 
ce  qui  donne,  entre  a  et     la  relation  suivante  : 

(F)  |î  —  lYîfpa  —  Fj'34*  =  *• 

PteràUemoit,  si  ce  plan  doit  passer  par  le  point  de  contact  de 
la  seconde  couHie,  son  équation  sera 

(G)  z-y  =  {x-  fy)     4.  [jr     (F)  y]  4», 
ce  qui  donne,  entre  et  et  7,  l'autre  relation 

(H)  >-/yi>c-(F)y4*  =  «. 

De  plus,  si  le  plan  mobile  doit  passer  par  la  tangente  à  la  pre- 
mière courbe,  il  &ut  que  les  trois  équations  (A),  (B),  (E),  qui  sont 
celles  du  plan  et  de  la  tangente,  soient  satisfiûtes,  quelles  que  soient 
les  Yaléurs  de  -r,  7,  z.  Donc,  si  Ton  élimine  entre  ces  trois  équations 

les  deux  quantités  -^  ^  >  TIZ]^'  l^u^^on  résultante 

(J)  rp^«  -h  F'j5^^«  =  I 

établira  entre  les  fiinetions  35*,  -^a  et  la  quantité  p  la  relation  pour 
que  cette  condition  »oil  remplie. 


l'incillciiieiit.  si,  t-iitrc  len  trois  ('(iiiations  ((j),  (D),  [($),  ijui  sont 
tellt  s  (le  la  seconde  taii^t  iite  et  du  plan  mobile,  on  élimine  les  <leuv 

quaiUités    ~}^y  ^  »  TZT^*  l'équation  ré»ultant« 

donnera,  entre  (fm,  -^a  et  y,  la  relation  cpii  doit  avoir  lieu  pom-  (|ue 
le  plaii  |>as!»e  par  la  seconde  tangente. 

Le  plan  mobile  devant  en  même  temps  satisfaire  aux  quatre  con- 
ilitions  que  nous  venons  d'exprimer,  il  s'ensuit  que  si»  entre  les 
quatre  équations  (F),  (H),  (J),  (K),  on  élimine  les  deux  quan- 
tités ^,  7,  ce  qui  est  toujours  praticable,  puisque  ces  <pjantités 
n'entrent  que  sous  des  fonctions  connues,  on  aura  deux  équations 
en  «f  ^et  tlesf|uel1es,  tirant  en  a  les  valeurs  de  f  ttet<«|,it>  un 
aura  les  formes  des  deux  fowtloiis  ;irbitrair<>s  (p  et  -v^;  mais  celte 
dernière  o|>ération  supposant  la  résolution  des  équations,  il  est 
plus  simple  d'avoir  reeonrs  à  la  suivante. 

fintie  les  quatre  équations  (l'y),  ((î),  (J),  (K),  on  éliminera  les 
deux  fonetions  arbitraires  îa,  -^a,  et  une  des  deux  indéterminées 
3,  y,  par  exemple  la  derniri  f,  et  l'on  atua,  en  ,r,  )  .  -  et  'd.  l'équa- 
tion du  plan  mobile  perpétuilleiucnt  laiii;ctit  auv  deux  «'oiirhrs 
doimées,  et  dans  laquelle  la  fjuantitt'  sera  ime  constante  qui 
|)articularisera  la  position  du  plan.  Donc,  .si  l'on  re[)i«'sente  le  «e- 
sultat  de  cette  élimination  par  M  =  o,  et  si  ou  le  dilïi  rentie  <leux 
fois  de  suite,  en  regardant  coimae  seule  variable,  on  aura  les  trois 
équations 

M  z=  o, 
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telles  que,  si  l'on  élimine  eiiUe  les  deux  pi  tinières,  on  aiua,  en 
r,  > ,  c,  l'éqiuttioa  tle  lu  suiface  dévelojipable  individuelle  deman- 
dée; et  que,  si  l'on  élimine  ^  entre  les  trois,  on  aura,  en  x^y^  z, 
les  deux  équations  de  Tarète  de  rebroussement  de  cette  sur&ce. 

La  manière  dont  nous  venons  de  détenniner  les  deux  fonctions 
arbitraires  pour  que  la  sur&ce  passe  par  deux  courbes  données 
est  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  le  cas  on  il  n'y 
avait  qu'une  seule  fonction  d'une  quantité  indéterminée,  et  elle  est 
applicable,  quel  que  soit  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  d'unt* 
indéterminée,  pourvu  que  cette  indéterminée  soit  la  même  sous 
toutes  les  fonctions.  Nous  verrons  plus  tard  que,  quand  les  fonc^ 
tions  arbitraires  sont  composées  de  ({uantités  différentes,  la  déter- 
mination de  leurs  formes  dépend  d'un  autre  genre  de  calcul. 

V. 

Deux  surfaces  courbes  étaat  do/mies  à  volonté  de  jiçures  et  de 
positions  dans  l'espace^  trouva'  l'éfjuatmn  de  la  surface  déve-- 
IvppabU'  (pu  les  embrasse  toutes  deux,  c'est-à-dire  qui,  leur 
étant  cireonscritef  les  touche  suiffont  une  Ugne  courbe. 

Nous  poun  ions  réduire  <'ette  question  à  la  précédente,  en  dé- 
terminant sur  les  deux  surfiioes  données  les  lignes  de  contact  par 
lesquelles  la  surface  doit  passeï*;  niais,  comme  c'est  de  <-e  problème 
que  dé|MMHl  la  détermination  des  ombres,  nous  allons  le  résoudiv 

diit'itciiu'iit . 

Soient  représentée»  [lar 

(A)  s  =  F{u.sj), 

(B)  5=  f(.r,j), 

les  équations  des  deux  sur&ccs  courbes  données,  et  supposons 
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<|ur,  par  la  (lifiérentiatioii,  ces  deux  équations  produisent  les  deux 
suivantes: 

rf«  =  F' (4:, /)  rfa? -h  F' (X,  rfK, 
dz  —  f '  (df,  y)  dx  -h  r  {x,  y)  dy. 

Si  l'o!)  prend  Mir  hi  pivuiii-rc  un  point  ilr  cdiilact  «lont  lu  |)r(>- 
)<  rfi(iii  ai  liitnure  sur  le  |)lan  des  ,»•,  >"  rorrespoiulf  à  .r  — a,  >-^  't;, 
la  froisii'iiit'  ro(mlot!ii«''«'  de  re  point  sera  z  —  K(ee,  et  1  é(|Uii- 
tion  du  plan  langent  mené  |)ar  ce  point  de  contact  seia 

K;)  c  -  F        =     -  •)  F'  («,  f.)  H-  (j  -  ^)  F'  («,  jl). 

Dr  ini  iius  .si  l'on  picnd  swr  la  seconde  surface  un  point  de  eonlart 
arbitraire  correspondant  à  .1'  =  *  >.)'  —  ■>  1^»  troisit  inc  coordon- 
n«*e  de  ce  point  sera  r.  =  f(*',  f;'),  et  l'équation  du  plan  tangent 
à  la  ^conde  surlàce  mené  par  ce  point  de  contai  t  sera 

(D)  z  -  f  =  {X  -  a')  r      ,9')  H-  {j  -  p')  r  («',  p'). 

Si  donc  ou  vent  ijue  ces  di-nx  plans  l'ouicitleut  et  ne  tuiincnl 
(ju'un  seul  plan  tanj^cnl  cuuuuuu  au\  deux  surfilées,  il  faut  cpie  les 
trois  coeflîcients  de  ré(piation  <le  l'un  soient  respectivetnent  eyaux 
aux  trois  coeflieients  de  l'équiition  de  l'autre;  ce  <|ui  prt)duit  les 
trois  équations  suivantes: 

<P)  r{*,|5)=n«',p'), 

(G)  F(«,.'i)-*F\ot,f.)-;5F''(«,,^î)  =  f(«\fO-«T(*\r>V;5'f'(« 

Donc,  sif  entre  lesqoatre  équations  (G),  (D),  (K),  (F),  on  élimine 
trois  quelconques  des  quatre  quantités  a\  par  exemple 
les  trois  dernières,  on  aura^  en  y  ,  z,  a,  l'équation  du  plan  tan- 
gent oommun  aux  deux  sur&ces,  dans  laquelle  a  est  une  constante 
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îirhiti  iiir**  ([iii  ji.n  ticiilarise  la  position  du  plan.  Donc  enfin,  si  l'on 
)r|)rt'->ciili'  le  i('">ull;<î  de  relie  ('liniiiiittion  p;«r  M  ~-  o,  et  si  on  le 
flillerentie  deux  iois  de  suite  en  regardant  a  connue  seule  vanable, 
on  aura  trois  équations: 

M  =  o, 

telles  que  rélimination  de  a  entre  les  deux  premières  j)roduira,  en 
j-,  y,  z,  réquation  de  la  surfece  dëveloppable  individuelle  deman- 
dée, et  que  rélimination  de  la  même  quantité  a  entre  les  trois 
donnera  les  deux  équations  finies  de  l'arête  de  rebroussement  de 
cette  sur&ce. 

Quant  aux  lignes  de  contact  de  la  sw&ce  demandée  avec  les 
deux  «ir&ces  données,  on  aura,  en  a,  et  [-i,  Téquation  de  la  jii  ojee- 
tion  de  In  pn^mière,  en  éliminant  «'  et  Çi'  entre  les  trois  équa- 
tions (E),  (F),  (G),  et  l'on  aura,  en  et  ^\  Téquation  de  la  pro' 
jection  de  la  seconde,  en  éliminant,  au  contraire,  a  et  ^  entre  les 
trois  mêmes  équations. 

Si  Ton  suppose  qu'un  corps  opaque  donné  de  figure  et  de  po- 
sition soit  éclairé  par  un  corps  lumineux  aussi  donné  de  figure  et 
de  position,  les  surlàces  qui  circonscrivent  l'ombre  et  la  pénombre 
que  le  corps  opaque  occasionne  par  son  interposition  dans  le  mi- 
lieu éclairé,  sont  deux  nappes  de  la  surface  développable  qui  em- 
lirasse  les  surfaces  des  deux  c  orps;  et  les  lignes  de  contact  de  la 
surface  dé>eloppnble  avec  celles  des  deux  coq»  sont,  l'une  la 
courbe  qui,  sur  la  surface  du  corps  opaque,  sépare  la  paiiic  éclai- 
rée de  la  partie  ohscuie;  l'autre  la  courbe  qui,  sur  la  aui  face  du 
corps  lumineux,  sépare  la  partie  qui  éc  laire  l'autre  corps  de  celle 
qui  ne  peut  lui  envoyer  de  rayons  de  Uunière. 
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DE  LA  SUHFACB  COUBBB  QUI  ENVELOPPE  L*ESPACE  PARGOtlRU  PAR  UKE 

AUTRE  SURFACE  DONNÉE,  CO^STA^TE  DK  Flf.T'RE,  KT  Ql'I,  SANS 
TOURNER,  SE  MEUT  LE  LONG  D'UNE  COURBE  A  DOURLE  COURBURE 
EXTIÈREMEST  ARBITRAIRE. 


Lorsque,  dans  le  ^  IX,  nous  nous  sommes  occupé  de  cette, sur- 
fiice,  nous  avons  supposé  que  b  courbe  qui  dirigeait  le  mouve- 
ment  de  l'enveloppée  était  tracée  sur  une  surfece  donnée,  en  sorte 
que,  des  trois  projections  de  cette  courbe,  il  n'y  en  avait  qu'une 
seule  qiû  fut  arbitraire.  La  génération  de  cette  sur&ce  pouvait  être 
exprimée  par  une  équation  aux  différences  partielles  du  {Hremier 
ordre,  et  son  expression  en  quantités  finies  ne  contenait  qu'une 
seule  fonction  arbitraire.  Nous  supposons  ici  que  la  directrice  soit 
entièrement  arbitraire,  et  nous  nous  proposons  d'exprimer  cette 
génération,  quelles  que  puissent  être  Tune  et  l'autre  des  deux  pro- 
jections de  la  directrice;  ce  qui  peut  se  fiiire,  ou  par  une  équation 
aux  diflférenoes  partielles  du  second  c^drct  ou  par  une  équation 
aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  et  qui  comprendra 
une  fonction  arbitraire,  et  cela  de  deux  manières  essentiellement 
diffisrentes;  ou,  enfin,  pnr  une  équation  en  quantités  finies,  mais 
qui  coroprendia  deux  fonctions  arbitraires. 

Nous  n'entrerons  iei  dins  aucun  détail  de  définitions;  nous  ren- 
voyons pour  cet  objet  au  §  IX. 

I. 

Soit  z  =tF{Xtj  )  l'équation  donnée  de  l'enveloppée  considérée 
dans  son  état  primitif;  puis,  ayant  pris  sur  l'enveloppe  un  point 
de  eontact  dont  les  coordonnées  soient  or,  j',  z,  et  ayant  mené  par 

•4 
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re  piimt  iiii  plan  tan^t  iil  à  l'enveloj)(>e,  «'t)iu"evoiis  à  I  enveloppée 
un  plan  tanyeiit  parallèle  au  pi  tiuiei  ;  et  soient  i  ,  j  ',  z  les  coor- 
donné du  point  de  contact  de  ce  second  plan,  il  e«t  évident  que 
l'on  aura 

et,  à  cause  du  |);u  Iklisine  des  deux  plans  taiii;t'iit>  a  I  <  nvt'lopj)e 
et  à  renveloppte,  ou  aura  ainsi  les  deux  équations  .suivantes : 

tirant  des  deux  dernières  équations  les  valeurs  de  x'  et  j' en/^  «t  r/, 
que  nous  représenterons  par 

et  les  substituant  dans  la  précédente,  on  aura 

les  trois  fonctiom  1",  F  ayant  entre  elles  une  relation  telle  «pu» 
l'équation 

dF^pdî-\-qdJ 

est  toujours  satisfaite. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  le  point  de  conUjcl  de  1  enveloppée, 
et  dont  les  coordonnées  sont  .r',  j',  z',  est  celui  de  cette  surface 
qui,  dans  le  mouvement,  vieirt  se  confondre  avec  le  point  de  con- 
tact de  l'enveloppe,  ^  dont  les  coordonnées  sont  .i-,  j,  z  ;  les  trois 
quantités  X — x\y — y\  z — z',  on  les  trois  suivantes  or— f(/>, 
y  —  q)j  z  —  F(pj  q),  qui  leur  sont  respectivement  ^les, 
sont  donc  les  trois  coordonnées  de  Tare  de  la  directrice  parcouru 
par  ce  point.  De  plus,  si  sur  Toiveloppe,  et  dans  une  direction 
quelconque,  on  prend  un  point  infiniment  voisin  du  premier,  ce 
nouveau  point  aura  son  correspondant  sur  l'enveloppée,  et  l'arc 
parcouru  par  ce  dernier  sera  de  même  étendue  que  l'arc  parcouru 
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par  le  preiiiit  r;  car  ces  (ItuK  ans  scioiit  tous  deux  coinpm  entre 
les  deux  plam  tangents  paralU  lt  s  entre  eux.  Donc  les  trois  quan- 
tités .1-  —  i'i f>.  r/).  )'—Ji//,  «/(,  r  /■  I  /^  q]  seront  toutes  les 
trois  comtantes,  et  i  on  aui*»  eu  mente  temps  les  trois  equutions 

tfjc  —  *if{pf  y)  —  Oi 
4r  —  à/ip,  (/)  =  o, 

ife  —dF{/j,  (/)  =  o; 

niius.  par  la  relation  qu'ont  entre  elles  les  trois  fonctions  t\J'f  h\ 
deux  de  ces  équations  ayant  lieu,  la  troisième  a  aussi  lieu  nécessai- 
rement, comme  on  peut  le  vérifier  par  la  diflTérentiation  :  donc,  de 
ces  trois  équations  il  suffit  d'en  poser  deux  quelconques.  Nous 
emploierons  les  deux  premières  comme  \e&  plus  simples,  ce  qui 
donne,  en  développant, 

dx  —  {rdx  -H  sdy)  f  {p,  ^ )  —  {sdx  -h  ttfy)  f  {p,  q)  =  o, 

dj  —  {r(h-  -h  J>dj}f{f,  7)  —  {sdv     tdjr)r{p,  q)  =  o, 

ces  deux  équations  clevant  avoir  lieu  qudie  que  soit  la  direction 
suivant  laqueOe  on  passe  du  premier  point  de  ccmtact  de  Tenve- 
loppe  au  second,  et  par  conséquent  indépendamment  de  la  valeur 

de  ^  qui  détermine  cette  direi^tion,  il  s'ensuit  que  si  Ton  élimine 
le  résultat 

(rt  -  ^»)  (f'/' -  ry  ' )  -  rf '  ^  f  (  r  H-/')  -        H-  I  ^  o 

sera,  aux  différences  secondes,  l'équation  de  l'enveloppe  demandée . 

Nous  pourrions  en  rester  là  \y»v  rapport  à  cette  équation;  mais  la 
relation  cpi'ont  entre  elles  les  deux  fonctions  f,  f.  permet  de  la 
mettre  sous  une  forme  plin  symétrique,  sons  laquelle  il  est  néces- 
saire de  la  connaître. 

14. 


« 
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En  effet,  ayant  mis  réquation 

dF    pdi qdj 

S01U  la  forme  iiûvante 

dF=  {pC  +  ry/')  dp  4-  [pr  h  fjj")dq, 

et  de  oe  que  Too  a  généralement 

\dpdg)  ~  \tiqdpy 

il  s'ensuit  que  Ton  doit  avoir  aussi 
oe  quif  réduction  fidte,  donne 

donc  les  fonctions  f  et/  peuvent  être  regardées  comme  les  diffé- 
rences  partîeUes,  par  rapport  à  et  à  7,  d'une  autre  fonction  de  p 
et  q  que  nous  représenterons  par  t{pf  q);  en  sorte  que  si^  pour 
abréger,  on  fidt 

(^^)=H.         c^:-)=r,  _ 

on  aura 

et  I  cquation  aux  diflKrenoes  secondes  pourra  être  mne  soin  h 
forme  suivante 

(rt  —  s')  (HT  —  S'}  —  rli  —       —         I  =  o, 

dans  laqueUe  les  trois  quantités  R,  S,  T  sont  en  et  9  les  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre  de  la  quantité  r(^,  q),  diflëren- 
tiée  en  regardant  p  étq  comme  variables  principales. 
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Rt'ri|)iO(|iieniei)t ,  toute  équation  Av  irWr  lormr  >»t;i  celle  dt* 
ri'nvt'l()|)[K>  fit'  r«'space  parcouru  [Kir  im»'  nufrc  surHuf,  tjui,  saii!» 
tourner,  uietii  le  lon^  d'une  courlie  .t  dould*  murhure  arbitrai! c 
tlaiLs  ses  (leu\  projections.  Si  cette  ctjuatioji  cbt  donnée,  il  sera  la- 
eile,  d  aj>rès  les  l'omies  connues  des  trois  rjuantités  R ,  S,  T,  de 
trouver  celle  de  la  toiu  tiou  F  dt)nl  elles  sont  les  diflereuces  par- 
lieiles  secondes;  et,  d'après  celle-ci,  il  sera  facile  de  connaître  la 
fonction  F,  car  on  a 

—  r-h/»r'  -h^r*. 

Ola  posé,  si  l'on  veut  avoir  Téquation  de  renvdoppce  considérée 
dans  sa  position  primitive,  il  làut  se  rappeler  que  l'enveloppe  cUv 
vient  Tenveloppée  dle-même,  lorsqpie,  pour  toute  l'étendue  de  la 
aurlkoe,  les  trois  quantités  x  —  x\  jr  — x%  z  —  z'  sont  chacune 
égales  à  zéro,  c'est4hdire  lorsqu'on  a  les  trois  équations  suivantes: 

.r  —  r'  =  o, 

X-  T"  =  o, 

a  H- r  — />r' —  ^r"  =  o, 

quelles  que  soient  les  valeurs  de/7  et  ^  :  donc,  éliminant  p^q  entre 
ces  trois  équations,  le  résultat  sera,  en  o?,  j,  z,  l'équation  de  l'en- 
veloppée conndérée  dans  sa  position  primitive.  Enfin,  si  Ton  veut 
avoir  l'équation  de  l'enveloppe  elle-même,  les  trcHS  quantités  pré' 
cédentea  ne  seront  pas  égales  à  zéro,  mais  deux  d'entre  elles  sont 
fonctions  de  la  troisième;  donc  si  l'on  pose  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

—  r'  =  (pet, 

et  SI  1  ou  élunine  entre  elle»  les  deux  quantités  p,  <j,  on  aura  eu 


-,    Ilo  - 

.f,  y.  z,  a,  f  et,  4 A  uiif  équation  que  non»  représentons  par  M=o; 
puis,  posant  les  tnm  autres 

le  résultat  «le  réliminatiou  de  m  entre  les  deiix  premières  sera 
réquadon  de  renveloppe»  et  par  ««Miséquent  Vintégrale  ccHnpIète 
«le  l'équation  aux  «tifTérences  secondes;  <*t  le  résultat  de  réliminn- 
tion  de  a  entre  les  trois  équcntions  produira,  en  quantitt^  finies,  les 
deux  é<]uations  de  l'arête  de  rebroussemeni  de  la  sur&ee. 

IL 

Pour  trouver  les  éfptatiom  de  la  n>èine  siu'!î«'e  en  dilli  i ciice}. 
|>artieik's  du  premier  ordre,  il  iiuit  ol>server  que  des  trois  quanlilcs 
X  —  f,  j  —y,  s  —  /'",  deux  cpiel<}onques  sont  fonctions  de  la  troi- 
sième :  «lonc  tes  deux  équations  demandées  sont  oelles  que  Ton 
voudra  des  trob  suivantes  : 

-  Hp^    =  I  -  -  ?)J. 
r—/{p*  v)  =  —f-ip^ 

■    •«  —  ^'^/^  7 )  ^  "  [x  -  J  iPr 

<1ont  une  quelconque  est  la  suite  né<-essaire  des  deux  autres. 

Quant  aux  équations  en  quantités  Unies,  nous  n'avons  rien  à 
ajouter  à  ee  que  nous  venims  «le  dire  à  cet  égard  à  la  fin  «le  l'article 
préeédent  de  ee  paragraphe. 

S'il  s'agissait  de  déterminer  les  formes  des  fonctions  arbitraires  f 
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H  4 ''♦*  iiiiiiiiLTc  (jut*  la  surfocf  passât  par  deux  ronrbos  tlormt'cs, 
ou  fût  t  ircoiLsci  ilr  à  dtMix  siirliiccs  cnurhrs  flonut'fs.  on  opt  lerait 
•rufir  maïuiTf  niticifiiicnt  ;m,'il(»giif  ii  «-elle  ijuf  uous  avons  ex- 
posée poui"  les  surlàces  «leveloppables. 


xiv. 

DE  lA  SURFACE  ENGENDRÉR  PAR  LE  MOUVEMENT  D'UNE  COURBE  A  DOUHLK 

COirBRÎTlE  nONNf.E,  COXSTANTE  DE  FIGURE,  ET  Ql  I ,  s  ws  TOl  RNEH, 
KE  MEUT  I.E  LONG  D'UNE  AUTRE  COURBE  ENTIÉHEMENT  AKKITHAIKK. 


Une  courbe  à  double  courbure  se  iiieut  sans  tourner  lorsque, 
l^emknt  le  mouvement,  deux  quelconques  de  ses  tangentes,  et  par 
conséquent  toutes  ses  tangentes,  restent  chacune  parallèles  à  elle- 
même.  Chacun  des  points  de  cette  courbe  parcourt  une  ligne,  et  les 
éléments  de  toutes  ces  lignes,  décrits  en  même  temps,  sont  paral- 
lèles et  é^ux  entre  eux.  Si  donc,  après  avoir  c«Hisidéré  la  généra» 
trice  dans  sa  position  primitive,  on  la  considère  ensuite  transportée 
dans  une  autre  position  quelconque,  et  qui  soit  une  de  celles  qu'elle 
prend  successivement  dans  son  mouvement,  tous  ses  points  auront 
parcouru  des  arcs  de  courbes  égaux,  semblables,  et  dont  toutes  les 
tangentes  correspondantes  seront  parallèles  entre  elles  :  tous  ces 
arcs  se  trouveront  sur  la  sur&ce  courbe  engendrée  par  la  généra- 
trice; et  si  l'on  suppose  qu'un  quelconque  de  ces  ares  se  meuve  sans 
tourner,  de  manière  que  le  i>oint  dans  le«piel  il  <'ou|>e  la  généra- 
trice ne  sorte  pas  de  cette  «génératrice,  il  se  conibndra  successive- 
ment avec  les  ar«'s  parcounis  par  tous  K-s  .-iiitrcs  points,  cl  il  ne 
«ortira,  par  conséquent,  {NIs  de  la  surtacv  cuuHm;;  en  sorte  cpi  en 
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donnant  le  nom  de  f/lreclrice  ii  la  <  (3ui  l)c  j)air(iunie  par  un  certain 
point  lie  la  ^rniTatrioe,  on  peut  dire  és;alt'nirnt  que  la  surfece  que 
nous  iH>ii.sidi'roas  est  engendrée,  et  par  le  mouvement  de  la  généra- 
trice qui,  sîULs  changer  de  figure  et  sans  tourner,  se  meut  le  long 
de  la  directrice,  et  par  le  mouvement  de  la  directrice  qui,  sans 
changer  de  figure  et  sans  tourner,  se  meut  le  long  de  la  géné- 

Pour  traiter  cette  surface  dans  toute  la  génénlîté  dont  elle  est 
susceptible,  il  &udrait  supposer  que  la  génératrice  et  la  directrice 
sont  toutes  deux  arbitraires,  diacune  dans  ses  deux  projections; 
mais  alors  nous  serions  «itralnés  <lans  la  confûdération  d*équations 
aux  différences  partielles  du  quatrième  ordre.  Gomme  nous  nous 
proposons  simplement  id  de  donner  un  exemple  de  génération  de 
surfiice  qui  puisse  être  exprimée  par  des  dilierences  partielles  du 
second  ordre,  nous  supposerons  que  de  ces  deux  courbes  il  n'y  en 
ait  qu'une  seule  qui  soit  arbitraire;  nous  regarderons  l'autre  cranme 
donnée  :  et,  parce  que  ces  courbes  peuvent  être  prises  indiflëreni> 
nient  Tune  pour  l'autre  dans  la  génération  de  la  surfece,  nous  re- 
garderons celle  qui  est  donnée  comme  la  génératrice.  D'après  cela, 
il  s'agit  de  trouver,  i"*  l'équation  aux  difTâiences  partielles  du  se- 
trond  ordre;  les  deux  écpiations  aux  diiTéreuces  partielles  du 
premier  ordre;  3**  enfin  Téquation  en  quantités  finies. 

I. 

Ucprésentons  par  x  =  Çz,  y  —  /'z  les  deux  équations  doniit  e.s 
de  la  ^génératrice  considérée  dans  sa  position  primitive,  et  dans 
lesquelles  le>  l'oiu  lions  f  ,  /  sont  données  de  formes.  Si,  ayant  pris 
sur  la  sinlace  courbe  uu  point  quclcouque  dont  les  coordonnées 
soient  .r,  y,  z.  et  après  avoir  cornai  le  plan  lancent  en  ce  pmal ,  on 
mené  a  la  génératrice,  considérée  (lans  sa  position  primitive,  nue 


Digitizc^'  I' 


tangente  parallt  le  ii  œ  plan  tiingent,  le  point  de  contact  de  cette 
tangente  sera  celui  de  la  gciicnitrire  qui,  pendant  le  mouvement, 
vieiuini  se  confondre  avec  le  point  de  la  siirthce  Kniin,  si  l'on 
noiuiae  z  les  coordonnées  de  ce  point  de  contact,  on  aura 

d abord 

(A)  x'=î%\ 
(B) 

De  pliK.  il  existe  entre  les  trois  coordonnées  de  ce  ponil  une 
ivi.ttiun  (|ui  lesLilte  de  ce  (|ue  ta  tangente  en  ce  point  est  parallèle 
au  plujj  t;in<;e!it  de  la  surface. 

Four  trouver  cette  relation,  concevons  par  rorigiiie,  T  un  plan 
parallèle  au  plan  tiingent  à  la  surface;  a"  une  droite  parallèle  à  la 
tangente  de  la  génératrice.  Si  ee  plan  passe  par  la  droite,  il  e^t 
évident  que  la  tangente  de  la  ^»  nrr.itriee  sera  ])ara]lèle  au  plan  tan- 
cent. ()r,  représentiint  par  \,  \  ,  Z  les  coordonnées  du  point  gé- 
néral, Uuit  du  plan  mené  par  l'origine  que  de  la  droite,  l'équation 
du  plan  sera 

Z  =  /;X  -h^Y, 
et  celles  de  la  droite  sercNit 

x  =  zfv,  Y=zyv. 

I)e  plus,  le  plan  devant  passer  par  la  droite,  il  faut  que  ces  trois 
équations  puissent  avoir  lieu  en  même  temps,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  X,  Y,  Z,  et  que,  par  conséquent,  l'équation 

(C)  ;.fV-h9/V«i, 

qui  résulte  de  l'élimination  de  X .  Y,  Z,  soit  satisfaite.  Donc,  <''est 
cette  éqnation  (C)  qui  exprime  (|ne  le  point  de  la  generatriec  est 
placé  de  manière  que  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  au  plan 
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tangent  à  la  surt;n  t .  ^iiisi  \es  trois  f(juali(iii>  (A),  i,  îG)  délerini- 
nent  les  valeur»  des  eoor(l()iuu*e.s.r',  j  ,  ;  du  poïnl  de  la  {^éiierH- 
trii'e  qui  doit  venir  se  confondre  avec  le  point  de  la  surliiee,  en 
liorte  que  si  de  Téquation  (G)  on  tire  la  valeur  de  z'  en  p  et  #/,  et 
.que  si  Ton  représente  cette  valeur  par 

on  aum  pour  les  deux  autrra  coordonnées  les  valeurs  suivantes  : 

Artnellenient.  «-oneevons  la  {génératrice  transportée  de  manière 
qu  elle  pas&v  par  le  point  de  la  siirfheej  la  valeur  de  ^>  jH>ur  1  élé- 
ment de  sa  projection  sur  le  plan  des  .t-,  ) ,  sera  égale  à  celle  de 
'^V'  et  par  conséquent  é^e  à  celle  de        z'  étant  regardée 

comme  constante  dans  cette  dernière.  On  aura  donc  pour  la  di' 
recâon  de  la  projection  de  Kélément  de  la  génératrice  au  pDuit  de 
la  siir&ce 

Gela  posé,  si  Ton  conçoit  que  le  point  de  la  surfiice  parcoure 
l'élément  de  la  génératrice  sur  laquelle  il  se  trouve,  c'est-à-dire  si 

Ton  suppose  que      ait  la  valeur  que  nuuj»  veiiDiis  <le  trouver,  il 

est  évident  cpie  l'are  de  la  directrice  ne  varieni  pas  <le  {grandeur,  et 
«|ue,  par  conséquent,  les  trois  quantités  r  —  •»'  ,  .)■ — .>  ',  t — s  »  ou 
<   les  trois  suivantes,  qui  leur  sont  respectivement  égaies, 

,>-./|F(/A7)J, 
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lie  dtangerout  yas.  OoiU',  si  après  avoir  (littërentie  ces  trois  quan- 
tités, on  substitue  dans  cliACune  d'elles,  pour      sa  valtar  ^ ,  an 

aura  trois  quantités  qui  seront  cb&cune  égales  à  zéro.  Mais  l'ette 
opératipn  donne  également  pour  les  deux  premières 

{D)    r  r  X  F'  -h  4r  X  h  "  -f-/'  X  F' J  -H      X  F"  =  I . . 

Quant  à  la  troisième,  elle  donne 

rt  '  X  F'  ~hs[i'  X  F"  4-/'  X  F'J  -i-  tf  X  F"  =  pï'  -h 

m 

dont  le  second  membre,  en  vertu  de  T  équation  (C),  est  égal  -à 
Tunité,  et  qui,  par  conséquent,  se  réduit  encore  à  Véquation  (D). 
Donc  l'équation  (  I))  est,  aux  diflferences  partielles  du  second  ordre, 
celle  de  la  surface  demandée. 

Ia  relation  qu'ont  entre  elles  les  trois  fondions  f,y;  F,  permet 
de  donner  à  cette  équation  une  forme  plus  simple,  et  souh  laquelle 
il  est  plus  lacîle  de  la  comparer  à  celle  du  §  Xm,  dont  nous  allons 
voir  qn!elle  est  un  cas  particulier.  En  effet,  si  dans  l'équation 

{O)  pï'z  -i-  nJ  'z'  =  1 

on  regarde  comme  constante  la  quantité  z\  ou  son  égale  F(/y,  ly), 
ce  qui  donne 

?'dp  H-  F'<///  =  o, 

la  ditiierentielle  de  l'équation    ;  devient 

Éliminant  ^  de  ces  deux  équiUion^,  on  trouve 

rxF'^/'xF'. 
Ainsi  les  deux  parties  du  coefficient  de  4  ,  dan»  I  équation  (  l)  i .  nnnt 
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égales  entre  elles,  et  ce  coefiicient  devient  égal  au  dooble  de  l'une 
d'elles. 

De  plus,  les  deux  termes  f  x  F'  et  f  '  x  F'  aont  les  différences 
partielles  d'une  même  quantité  f\P{p,f/)\,  diU^noitiée  en  regar- 
dant p  et  (/  comme  variables  principales  ;  il  en  est  de  même  des 
deux  autres  tmnesy'  x  F'  et  /'  x  F',  qui  aont  les  difl^noes 
partielles  d'une  autre  même  quantité  /[F(/^  «/)];  donc  les  trois 
eoefiicientB  de  l'équation  (D)  sont  les  différences  partielles  du  se- 
oond  ordre  d'une  même  fonction  de  et  9,  différentiée  en  regar- 
dant p«!tq  comme  variables  principales.  Nous  refvésenterons  cette 
fonction  de  /i  et  par  r(/r,  9),  et  ses  trois  différentielles  partielles 
par  R,  S,  T. 

Enfin,  dans  l'équation  (D),  le  produit  des  deux  coeffidents  ex- 
trêmes est  égal  au  produit  des  deux  parties  du  ooefficient  de  s;  car 
(«s  prodiûts  sont  ^ux  l'un  et  l'autre  à  /'  x  f  '  x  F'  x  F'';  donc 
l'équation  (D)  peut  être  mise  sous  la  forme  ]gAm  «mple 

(E)  rR-hafS-hfT— I  =0, 

les  trois  quantités  K,  S,  T  devant  d'ailleurs  satisfaire  à  l'équation 

(F)  RT  —  S*=:o. 

On  voit  donc  que  la  surfiice  dont  nous  nous  occupons  est  un  cas 
particulier  de  cdle  du  §  XIII,  et  qu'elle  n'est  autre  chose  que  ce 
que  devient  cette  dernière  lorsqu'on  y  introduit  la  condition  expri- 
mée par  l'équation  (F). 

II. 

Si,  d'après  l'équation  (D),  on  se  proposait  de  trouver  la  caracté- 
ristique  de  la  surÊoe,  la  méthode  que  nous  avons  exposée  donne» 
rait  pour  équation  de  cette  courbe 

r  X  F'dj'  -  (r  X  F"  +  /'  X  ¥'\tLvf/f-h /'  X  F'Va  o, 
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qui,  ayant  les  doux  lucteiii-s  nitionnels 

Cdx  —J'd^  =  o,      FV/j  —  ¥"tU  =  o, 

indique  que  les  deux  brant^es  de  la  caractéristique  sont  distim^tes, 
c'estrà-dire  que  la  sur&ce  a  deux  caractéristiques  dont  les  équa- 
tions peuvent  être  séparées,  ha  priMiiière  de  ees  éfpiations  «t, 
comme  nous  l'avons  vu,  relie  de  la  projection  sur  le  plan  des  .( .  v 
de  la  génératrice  considérée  <lans  la  position  quVIle  a  lorstprellr 
passe  par  le  point  de  la  suriàce;  la  seconde»  en  vertu  de  l'équation 

se  réduit  à  la  première.  Donc  les  deux  caractéristiques  se  «•onfim- 
dent  dans  une  seule  eouibe,  qui  n'est  autre  chose  que  la  |{énéra- 
trice  elte-méme. 

III. 

!  1'  s  les  fois  (}U  on  aiiia  mic  éruiatioii  aux  ditréreni't^s  partielles 

<ie  la  turiiie  de  (K),  et  dans  ia(|UL-ile  on  aura  de  plus 

RT-^S»=o. 

cette  équation  sera  celle  d'une  suriace  courbe  engendrée  |Mir  le 
mouvement  d'ime  courbe  constante  de  figure»  et  qui,  sans  tourner, 
se  meut  le  lon^  d'une  directrice  entièrement  arbitraire.  Quant  ii  la 
nature  de  la  génératrice,  c'est-à-dire  quant  aux  fonctions  1*  et 
qui  déterminent  ses  projections,  elles  sont  déteniiinées,  mais  leurs 
formes  dépendent  de  celles  des  trois  coelTicients  R,  S,  T,  supposés 
connus,  et  nous  allons  donner  la  manière  de  îes  trouver. 

D'après  les  formes  coniincs  des  coefficients  M.S.T.  ou  tr«>nvcr:i 
la  fonction  Tip,//),  dont  ils  sont  les  diHéreiu  cs  partielles  s«*ron(K>s, 
prises  en  i'e}i;ardant  p,  f/  comme  variables  princi|)ales,  ce  «pii  tlé- 
pend  du  calcul  înté|j;ral  ordinaire.  (îela  fait,  puisque  1  on  a 
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on  aura  aussi 

ajoutant  au  second  nombre  pdf^  f/(ff,  [M>ur  le  rendre  unedifTé-^ 
reiitielle  «"oniplètc,  et  retrahdiant  la  quantité  égale  (  f  H-  «y /')ff^\ 
ou  simplement  dVy  à  cause  de  l'équation  (C),  on  aura 

dont  l'intégrale 
ou 

I  ^y^r'^vr"- F, 

doiuie  la  valeur  de  F  en  9,  l\  et  ses  difTérences  i^rtielles.  Or, 
nous  savons  <jue  les  trois  quantités  .r  —  f,  x  —  /t  *  —  F,  sont 
toutes  trois  fonctions  (l'ime  ineitie  f{uaiitité;  que,  par  conséquent, 
deux  d'etitre  elles  sont  fonctions  de  la  troisième:  donc  si,  ayant 
posé  les  trois  équations 

—  r'  = 
zH-r— />r'— 7r''  =  «, 

on  élimine  q  fies  ricux  premières,  au  moyen  de  la  troisième,  »"e 
qui  est  toujoiu^  possible  dans  ce  cas,  puisque  l'on  a 

RT  =  S', 

et  qiàe  les  quantités  r'  et  r'  sont  toutes  deux  fonctionfi  de 
r — pT^  —  qr",  ou  de  s  —  «,  on  aom  les  deux  équations 

of  —  ((z  —  a)  = 
J— /(«  —  «)  =  4«» 

dans  iesipielles  le»  lonetions  f  et  y  seront  «  onnues,  et  qui  sertmt 
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rdles  lie  la  j^encia trier  eonsulérée  dans  une  inu  leori(|tie  de  ses  jid- 
-  sitions;  enfui,  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  ees  deux  équa- 
tions sera  en  ,r,  ) ,  z,  et  deux  fouLti<m.s  arbitraires,  1  é(|untion  de  la 
snrfaee  et  l'intégrale  Unie  de  l'équation  (E). 

Les  deux  dernières  équations  expriment  évideinnienl  que  la  »iir- 
fiioe  est  engendrée  par  le  mûUTemeiit  d'une  généralrice  t^onsbiiitc* 
de  figure,  dont  les  équations,  lorsqu'elle  est  dans  sa  position  primi- 
tive, sont  x^fzt  j  =  /z,  et  qui,  sans  tourner,  se  meut  le  long 
d'une  directrice  arbitraire  dont  les  équations  sont  représentées  par 
,v  =  ^z,  Y  = 

IV. 

Pour  trouver  les  deux  équations  aux  ditiérenees  premières,  il 
&nt  se  ra[>pe)er  que,  d'après  ce  qui  précède,  les  Unis  <]iiantîté» 
X  —  f,  )-  —  f  et  z  —  F  sont  constiuites  eiusemble  et  variables  en- 
semble, et  que  deux  quelconques  d'entre  elles  sont,  par  ennsé- 
quent,  fonctions  de  la  troisième  :  ainsi  ces  équations  sont  deux  des 
suivantes  : 

r-/[F(/^7)]  =  4[^-F(iP»'/)J, 

dont  ntie  (pieleoiKjue  ei.t  la  suite  des  clen\  autres. 

En6n,  en  représentant  par  .*  =  j-  —  -^z  les  équations  des 
deux  projections  arbitraire  de  la  directrice,  l'équation  finie  de  la 
fturlkce  est  le  résultat  de  rélîmination  de  a  entre  les  deux  équations 

.r  —     =  1  \s  —  et),        —  4**  =  y     —  *)• 

Nous  n'entrerof»  pas  dans  d'autres  détails  par  rapport  à  cette 
surface;  mais  nous  allons  placer  ici  quélques  résultats  relatif  au 
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Tontes  les  infr^rations  (i  iHjuations  aux  (Ufférenees  jwrtielles, 
l'onsidérées  couiiiu'  cKurimant  des  genri  atioiis  de  surfaces  courbes, 
tburniîiseiit  celles  tics  équations  analogues  aux  (lillcicmcs  ordi- 
naires à  deux  vâi'iables,  et  ces  intégrations  ont  ordinairement 
l'avantage  de  présenter  les  équations  sous  des  formes  plus  fitYo* 
rables  à  la  construction.  Nous  allons  en  donner  un  exempte  sur 
l'équation  aux  différences  porUdles  secondes 

(rt  —  s')  (RT  _  SM  —  rR  -  a.vS  —  it  ^1=0, 

qui  est  celle  du  ^  XIII.  âi|  dans  cette  équation,  on  supprime  une 
des  deux  variables  principales,  par  exemple  y,  les  trois  quantités 
r/f  S)  T  deviendront  nulles,  et  l'équation  se  réduira  à 

rRss  I. 

Actuellement,  pour  prendre  les  formes  du  calcul  aux  différences 

ordinaires  en  a'  et  z,  soient  ^  =^  ®'  ^  ~  î  »     P'"* '  ^  {P) 

une  certaine  fbnetion  de soient  r'=s  ^  et  r'  =  Gela  posé, 
réquation  rR  =5 1  deviendra 

écjuattoii  aux  différences  ordinaires  secondes,  qtii  peut  s'intégrer 
par  les  inétiiodcs  connues,  mais  qui  s'intègre  encore  plus  facile- 
ment par  le  procède  du  ,^  XIII.  Fn  effet,  étant  donnée  la  fonc- 
tion r",  on  cherchera  les  tondions  r' et  T.  ce  qui  w  dépend  que 
des  quadratures,  et,  dans  les  inféj^rattons,  on  négligera  les  con- 
stantes arbitraires.  Cela  fait,  les  deux  équations 

j?  — r'  =  A, 


s«?i'<>nt  les  deux  iiitéL;rales  premières  de  la  proposée,  A  et  B  étant 
les  eoiist;iiites  at  hitraires  particulières  à  eliacune  d'elles;  et  si  entre 
ees  deuv  t  ijiiations  on  élimine  on  hiith,  en  .r  —  A  et  z  —  B,  l'in- 
téfçiale  eoniplétée  jwr  les  deux  constantes  A  et  B.  Cette  équation 
sera  donc  <  elle  d'une  courbe  constante  de  figure  qui,  sans  tourner, 
eut  transportée,  suivant  une  direction  quelconque,  à  une  distance 
queloun(]ue  de  l'origine. 

EXEMPLE. 

Soit  proposée 


dans  laquelle  a  et  6  sont  des  constantes.  On  a  donc  ici 
qui  doime 


r'=  et    r  ^  y/b* -h  a*p' , 


donc  les  deux  intégrales  prcanières  de  la  proposée  sont 


et  Vintégrale  linie  est  le  résultat  de  réliminatîon  de  p  entre  ces 
deux  dernières  équations.  Cette  élîminatioii  se  lait  fiicileinent  en 
mettant  d'abord  oes  équations  sous  cette  autre  forme  : 


s-B  = 


i6 


puis  ajoutant  le  carré  de  la  première,  mullipiu-  par  P ,  au  carré  de 
la  seconde  multiplié  par  a  ' ,  ce  qui  donne 

fc*  (jT  —  A)»  +  «•  («  —  B)»  =  a'b'  ;  (*) 

la  proposée  appartient  donc  à  une  ellipse  dont  les  axes,  d'abord 
oonfbndiis  avec  les  lignes  des  x  et  des  2,  ont  respectÎTement  pour 
grandeurs  sa,  et  qui  ensuite  a  été  transportée,  sans  tourner, 
de  manière  que  son  centre  soit  placé  en  un  point  arbitraire  dont  les 
cotnrdonnées  sont  les  deux,  constantes  A  et  B,  introduites  par  rin« 


(*)  L'éqiudiMi  q  -  =  I  aurait  encore  pu  s'ÎDl^rer  dircntPincnt  en 
intMitoanl  pour  (f  m  vikur     \  d'où 


ce  qui  donne 

d'où 

On  doit  «voir  aussi 
dou 

d'où 

«ulnen 


dp  ^  ^ 


9  =fpdx  +  B} 


s  —  ;   H-B, 


1  -f-       *      -  =  B. 


Ces  éqmtioDS  sont  les  mêmes  que  celtes  trouvées  d-dessns. 
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tégration;  re  qui  tburnit  iiiu'  <  onHtrncliou  iàcile.  Passons  actuelle*  . 
ineiil  aux  tlifTt'n'iircs  du  preniicr  ordre. 

Si  1  Oïl  a  lUK"  c<|uati(»ii  f4)uij*ost*e  d'uiie  manièie  ({ueiconque  des 
deux  quantités  x  —  1/?,  z  —  F//,  et  représentée  par 

/fa?-f/»,  z— F/»]=o, 

quelle  que  soil  la  i'ofirùnn  f\  pourvu  qu  entre  les  deux  toat  Uous 
r  et  F  il  y  ait  la  relation  suivante  : 

un  aura  1  intégrale  ioinplète  de  cette  équation  en  posant  les  trois 
équations 

.r  —      —  A, 

s  -  F/^  =  B, 
/(A,B)  =  G. 

et  en  éliminant  entre  elles  la  quantité  p  et  Tune  quelconque  des 
deux  constantes  arbitraires  A,  B. 

Si  Ton  élimine  d'abord  p  entre  les  deux  premières,  on  aura  évi- 
demment une  équation  enj:  —  Aetz  —  B,  qui  sera  celle  d'une 
courbe  pour  bquelle  Tongine  est  transportée  à  une  distance  A 
dans  le  sens  des  et  à  une  distance  B  dans  le  sens  des  z;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  d'tuie  courbe  constante  de  figure,  qui,  sans 
tourner,  est  transportée  à  une  autre  distance  de  l'origine;  et  la  troi- 
sième équation  ' 

/(A,.B)  =  o 

sera  celle  de  la  oourbe  le  long  de  lacjuelle  la  première  est  transpor- 
tée; ce  qui  donne  un  moyen  &cile  de  construction. 
Enfm,  il  pourrait  arriver  que  l'équation 

J\x  — 1>,  z  —  bp)—o 

i6. 


—  ia4  — 

fut  susceptible  d'être  mise  soiis  cette  ibmie,  dans  laquelle  ou  aiii  uii 

d¥  =  pdï, 

et  que  cependant  la  manière  de  1  y  l  iiintMUT  ne  sf  |  r '.^eiit;!!  pas.  Il 
sera  fiicile  de  s  en  assurer;  car,  après  l'avoir  dili  1 1  iitu-r,  si  «'lie  est 
dans  ce  cas,  il  sera  toujours  possible  d'en  eiiniiiK  r  ert  uk'-mic  u 
.r  et  z  au  moyen  de  sa  différentielle,  ce  qui  pmduua  une  équation 
aux  différences  secondes 

qui  ae  traitera  comme  nous  FaTons  indi<(né  plus  haut. 


S  XV. 

DES  DEUX  COURBURES  D'UNE  SURFACE  COURBE. 


I. 

Kn  n-|)r«'>entant  pir  y,  z  les  coordonnées  d  un  point  (joel- 
conijue  d  une  ?,nrfiîcc  co«r!)e,  et  |>ar  ,r',  v',  z'  celles  de  la  surlat  r 
d'une  sphère,  de  manière  (jue  )  eijiiaiiuii  de  la  splièr«*  «n»  aurait 
son  centre  au  point  de  la  surface  courbe,  et  ptmr  rayon  la  quan- 
tité R,  soit 

(A)  (;r  - x'Y  +  (r -/)'  H-  (s  -  z'f  =  R% 

nous  avons  vu  <jue  si  1  on  regarde  J?',  z'  eotnnie  constanteN  dans 
cette  équation,  et  que  si  on  !a  différentie  sueeessivcment  en  regar- 
dant d'abord  .1 ,  et  ensuite  ^ ,  comme  seules  variables,  les  deux 
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«quatiom 

(B)  jr  — x'h- (s— j')/i  =  o, 

qae  l'on  obtient,  sont,  en  x\y ,  '  <  <  Iles  des  deux  plans  nomiaiix 
à  la  sur&ce  eourbe,  menés  par  le  point  que  l'on  considère  siu-  Ih 
sur&ce,  et  perpendiculaireB,  l'un  au  plan  des  r,  z,  Yxmii  v  à  vAxù 
des  z\  que,  par  conséquent,  ces  deux  é(juatium  sont  celltfs  de» 
deux  projections  de  la  normale  à  ta  sur&ce  courbe,  menée  \v\v  le 
même  point  de  la  surface.  Dam  ces  deux  écpiations,  x\  r',  z  sont 
les  variables  de  la  normale,  et  les  cinq  quantités  x,  y,  c,  p,  //,  fjui 
appartiennent  nu  point  de  la  surfacr  ()ar  Icruicl  passe  la  ntirnialt*. 
sont  constantes  pour  la  même  noinialc,  et  varient  de  grandeur 
lorsqtie  I  on  jiasse  d'une  normale  à  une  autre. 

Si,  (lu  point  que  l'on  considérait  d  ahord  sur  la  surlace,  on 
passe,  suivant  une  certaine  direction,  à  un  |)onil  inlintment  voisin, 
les  cinq  quantités  .r,  >",  e,  p.  <j  eroitront  de  leurs  (iiliérentielles  res- 
pectives dv,  ffr,  r/z,  (/p,  ;  on  aura  entre  ces  cinq  différentielles» 
les  trois  équations  suivantes  : 

riz  =  pdix:  -h  qdjTf    d^t  =sî  rdà'     stfy^    dff  =  sHx  H-  ttfy\ 

et  la  valeur  de  la  quantité      dctennuiera,  sur  le  plan  des  J ,  j  ,  la 

projection  de  la  direction  suivant  laquelle  on  passe  du  premier 

point  au  second. 

Gela  posé ,  si  par  le  second  point  on  conçoit  une  nouvelle  nor- 
male à  la  aur&oe  courbe,  et  si  cette  normale  est  dans  le  même  plan 
que  la  première,  et  la  coupe,  par  ccrnséquent,  quelque  part  en  un 
point,  ce  point  d'intersection  sera  celui  de  la  première  normale 
pour  lequel  les  trois  coordonnées  j  ',  y' ,  z'  ne  varient  pas  lorsque 
X  et  y  changent  de  grandeur.  Donc,  si  Ton  différentie  les  deux 
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équations  (H),  ^C),  m  legarciant  «  f',  z  comme  constantes,  ce 
(]ui  donne 

dx  -H  p^dx  H-  p*idy  -I-  (z  —  z)  {rdx  ■+-  setjr)  =  o, 

ify     jj(/<L  -  *f  (I)   f-  (3  —      {sdx-\-  tdy)  =  o, 

cm  bien,  éliminant  ^  de  ta  première,  et  2  —    de  la  seconde,  ce 

qui  produit  Ifs  deux  équations  équivalentes  aux  deux  précédentes: 

tes  quatre  équations  (B),  (C),  (D),  (E)  appartiendront  au  point 

d'intersection  des  deux  normales  consécutives.  Mais,  pour  déter- 
mini'i  les  trois  coordonnées  .v\y\z'  de  ce  point,  les  trois  pre- 
mières de  oes  équations  suffisent;  la  quatrième  équation  { K),  (jiii 
ne  renferme  aucune  des  coordonnées,  est  donc  une  équation  de 
condition  qui  doit  être  satisfaite,  et  qui,  en  déterminant  la  valeur 

de  ^»  indique  la  direction  suivant  laquelle  on  doit  passer  da  pre^ 

mier  point  de  la  surfera  au  second,  pour  (}ue  la  nouvelle  nonnale 
soit  dans  le  méroe  plan  que  la  première,  et  ait  un  point  commun 
avec  elle. 

Ainsi,  lorsque  le  piunt  d'une  aur&ce  courbe  est  déterminé  de 
position,  la  direction  suivant  laquelle  on  doit  passer  de  ce  point  à 
un  point  inimiment  voisin  pour  que  les  deux  normales  consécu- 
tives se  coupent,  et  les  trois  coordonnées  du  point  d'intersection  de 
4«8  deux  normales,  sont  déterminées  par  les  quatre  équations  (B), 
(C),(D),(E). 
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II. 


Inéquation  (Ë)  étant  du  second  degré  algébrique,  par  rapport 

à  ^1  et  foumiflBant  deux  valeurs  pour  cette  quantité,  il  s'ensuit 

qu'ayant  mené  une  normale  par  un  point  quelconque  d'une  suHkce 
courbe,  on  peut  toujours,  dans  deux  directions  différentes,  passer 
sur  la  surfiioe  de  ce  point  à  un  autre  point  infiniment  voirân,  pour 
lequel  la  normale  soit  dans  un  même  plan  que  la  première.  Ces  deux 
directions  sont,  en  général ,  les  seules  pour  lesquelles  oe  résultat 
puisse  avoir  lieu;  en  sorte  que ,  excepté  les  cas  très-particuliers 
pour  lesquels  l'équation  (£}  est  toujours  satis&ite  fjuelle  que  soit 

la  valewr  de     1  si  l'on  passo  du  premier  point  an  second  suivant 

toute  a  ut  If  (luectiou.  la  nouvelle  normale  ne  se  trouvera  pas  dans 
le  même  plan  avec  la  première,  et  n'aura  avec  elle  aucun  point 
eommun. 

Les  deux  dirertions  dont  il  s  aisit  ont  cnt  orc  entre  elles  une  rela- 
tion très-reinanjii.ilile,  (  "est  qu  elles  sont  à  angles  droits.  Kn  effet, 
quelle  que  sdii  la  snriace  eourbe  sur  laquelle  on  opère,  et  (jnel  (jue 
soit  le  point  de  cette  .surface  tjue  l'on  c:oiisidèie,  ou  peut  toujours 
supposer  que  les  trois  [>lans  rectangulaires  de  projections,  dont  la 
position  était  d'abord  arbitraire,  aient  été  choisis  de  manière  que  le 
plan  tangent  à  la  surface  dans  ce  point  soit  parallèle  au  plan  des 

y.  Dans  cette  hypothèse,  les  quantités  />,  q  sont  toutes  deux 
é^es  à  zéro,  et  l'équation  (E)  devient 


O,  si  l  ou  représente  par  m  et  m'  les  deux  valeurs  de  ^  que 
fournit  cette  équation,  on  aura 

mm*  -h  f  ~  o; 
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donc  I  >i  <  )jections  des  Arti\  directions  sur  le  plan  des  r,  r  sont  à 
angle?»  di oiis.  Mais  u  s  din  clians  elles-mêmes,  en  tant  (ju  cllt  is  ?.ont 
dans  le  f)lan  tangent,  sont  pamllèles  à  leurs  projections  :  donc  elles 
sont  aussi  à  angles  droits. 

IIL 

I/équation  (D)  étant  aussi  du  second  degré  algébrique,  par  i-ap- 
port  k  z  —  z\  il  est  clait  (jue  les  trois  équations  (H),  (C),  (D)  don- 
neront deux  vnlenrs  [»our  ehacnne  des  trois  (juaiititcs  .r',  >•',  z',  et 
que  ces  doubles  valeurs  seront  celles  qui  cori'cspondront  resjiecti- 
vement  aux  deux  points  d'intersection  de  la  première  uorniale  avec 
les  deux  autres  normales,  qui  sont  eliacune  dam  lui  ihciuc  plan 
avec  elle. 

En  opci"ant  sui-  eliaeim  de  ces  points  d'intersection  en  particu- 
lier, et  d'aboid  sur  le  pifiiiiei'  d'entre  eux,  si  Ton  conçoit  la  sphère 
dont  le  centre  serait  en  ce  point,  et  iloiit  la  surlacc  passerait  par  le 
p<iint  de  la  sui  lac  e  courbe,  il  est  évident  que  les  deux  uoriiialcs  de 
lu  surface  courbe,  qui  se  coupent  au  centre,  seront  aussi  normales 
à  la  sphère  :  la  sur&ce  courbe  et  celle  de  la  sphère  auront  donc 
deux  normales  consécutives  communes,  et,  im  conséquent,  deux 
plans  tangents  consécutils  communs;  elles  auront  donc  la  même 
courbure  dans  la  direction  du  plan  qui  |  tasse  par  les  deux  nomiales, 
c'est-à-dire  dans  la  direction  déterminée  par  la  valenr  correspon- 

daute  de  '-j^  i  et  le  centre  de  cette  courbure  ne  sera  autre  chose  que 

le  point  de  rencontre  des  deux  normales,  c  est-à-dire  ie  centre 

même  de  la  sphère. 

Considérant  ensuite  le  second  point  d'intersection,  si  l'on  con- 
çoit de  même  une  autre  s[)hère  dont  le  centre  serait  en  ce  second 
point,  et  dont  la  surface  passerait  encore  par  le  point  de  la  siu  facj' 
courbe,  la  sur£ice  couibe  et  celle  de  la  seconde  sphère  auront  aussi 
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Hf'iix  nomiales  consécutives  communes,  deux  plans  lanL-fiits  l  onsé- 
I utils  conmiiiiis,  et.  par  rnmcqiient,  la  mèiiu'  coin  Ijui  c;  mais  la  tli- 
lefliou  suivant  laquelle  cette  ijeeoutle  «'Ourbure  sera  la  même,  sera 

déterminée  par  la  seconde  valeur  de       elle  existera  dans  le  plan 

qui  passe  |)ar  les  deux  normales  conmuuu  s,  et  ce  second  plan  sera 
perpendiculaire  à  celui  qui  comprend  la  directicm  de  la  première 
courbure.  Enfin,  le  second  point  de  rencontre  des  normales,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  la  seconde  sphère,  sera  le  centre  de  la  seconde 

eottrbure. 

Ainsi,  toute  surface  courbe  a  dans  chacun  de  ses  points  deu.\ 
ei»iirl)iires  dont  les  directions  sont  dans  d<ni.\  ])lans  normaux  per- 
|H'ndi(  iilaires  entre  eux,  et  dont  les  centres  sont  sui-  la  même 
normale. 

FiCS  trois  (jiia]itit«'S  .r,  r,  z  étant  les  coordonnées  du  jioint  de  la 
surface,  et  les  trois  autres  .t  ',  >  ',  z  étiuil  les  eoordonuées  du  centre 
de  courbure,  il  est  évident  que  la  distance  de  ces  deux  points,  c'cst- 
ànlire  la  grandeur  du  rayon  de  courbure,  n'est  autre  cliose  que  In 
quantité  R  comprise  dans  l'équation  (A).  Donc,  si  entre  les  quatre 
équations  (A),  (R),  (C),  (D)  on  élimine  les  trois  quantités  x  —  jr', 
X  — s  —  z\  on  aura  une  équation  du  second  degré  qui  don- 
nera, en  pt  q,  r,  St  t,  les  deux  valeurs  de  R,  c'est^^re  celles  des 
deux  rayons  de  courbure. 

En  fiiisant,  pour  alMnéger, 

**=  I H- ç», 

le  résultat  de  cette  éliiuinatiou  donne 
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(i'où  il  suit  ijue  l'ejipression  des  deux  rayons  de  r«url)ure  est 

(F,  K^L[.,^/}^r^\^^^~jL^^. 

IV. 

Puisque  toute  normale  à  une  surfece  courbe  est  toujours  renvon- 
trée  par  deux  autres  normales  infiniment  voisines  et  placées  dans 
deux  plans  normaux  rectangulaires  entre  eux,  concevons  que  de  la 
normale  au  pr^ntiiM  point  coasulérc  sur  la  surface  on  passe,  en 
effet,  à  Tune  des  deux  normales  infiniment  voisines  qui  la  coupent; 
qu'ensuite,  de  cette  deuxième  on  passe,  dans  le  même  sens,  à  celle 
qui  la  ronpe;  que  de  rette  troisit'me  on  passe,  dans  îe  même  sens,  à 
celle  qui  la  ('<)ii|)t'  t'iiroic.  et  ainsi  <le  suit*-  pour  toute  l'étendue  d<' 
la  surface;  il  est  l'videnl.  qu Ou  parcourra  une  surlacxî  dévelo[)pablf 
(|ui  sera  partout  perpendiculaire  à  la  surface  courbe,  et  qui  la  cou- 
pera dans  une  Vi^iw  courbe  dont  tous  les  éléments  seront  dirifjcs 
suivant  une  des  courbures  de  la  surlace  :  «"ette  eourbe  sera  donc 
une  ligne  de  la  première  couibure.  En  (iùsaut  la  même  opération, 
et  dans  le  même  sens,  pour  tous  les  pointe  de  la  surface,  on  aui-u  la 
suite  de  toutes  les  lignes  de  la  première  courbure ,  qui  diviseront  la 
surface  courbe  en  zones  de  largeur  variable. 

Concevons  de  même  que  de  la  normale  au  premier  point  consi- 
déré sur  la  surface  on  passe  à  l'autre  des  deux  normales  infiniment 
voisines  qui  la  coupent;  que  de  celle-ci,  et  dans  le  même  sens,  on 
passe  a  la  suivante,  et  ainsi  de  proche  en  proche  dans  toute  l'éten- 
due de  la  surface;  il  est  évident  que  l'on  parcourra  une  nouvelle 
siu'face  dévelof^nble,  «pii  sera  de  même  partout  perpendiculaire  à 
la  surfiice  courbe,  qui  la  coupera  suivant  une  li<^n(>  dc>  la  seconde 
l'ourbure,  et  cette  W^ne  coupera  toutes  cell^  de  ia  première  cour- 
bure à  angles  droits.  Opérant  de  même,  et  dans  le  même  sens,  pour 


tous  les  ptHuts  (!<•  lu  surtact* ,  on  aura  la  suite  de  toiitf>  It-s  li^ties 
(le  la  seeomh'  cnni  Inirt*.  Ces  ligues  iliviseront  inènu"  la  surliae 
courbe  en  il  aiiti  fs  /oiich  tlt-  lai^t'ur  variaijlc;  mais  t  liacuiie  d'elles 
sera  perpendii  ulaire  à  toutes  celles  de  l'autir  l  uurhure,  et  récipro- 
quement; en  sorte  que  ces  deux  Miites  de  courbes  diviseront  la  sur- 
fiioe  courbe  en  éléments  qui  pourront  être  regardés  comme  rectftn» 
gulaîreii.  Éclaircissons  ceci  par  un  exemple  simple. 

Soit  une  sur&ce  quelotnique  de  révolution;  si  de  l'un  de  ses 
points  on  passe  dans  le  plan  du  méridien  à  un  point  infinînient 
voisin,  les  deux  normales  consécutives  se  couperont,  puisqu'elles 
seront  comprises  l' une  et  Tautre  dans  le  plan  mène  du  méridien.  Si 
du  premier  point  on  passe  à  celui  qui  est  infiniment  voirin  dans  la 
directicoi  du  parallèle,  les  deux  normales  consécutives  se  couperont 
encore,  puisqu'elles  passeront  toutes  deux  par  le  même  point  de 
l'axe.  Mais,  dans  quelque  autre  direction  que  l'on  passe  d'un  point 
à  un  autre,  les  deux  normales  couperont  l'axe  dans  des  points  dif- 
férents, et  ne  se  rencontreront  pas.  T.es  méridiens  sont  donc  les 
lipnes  d'une  des  cotutures,  et  les  parallèles  les  li^pies  de  l'autre. 
('hacTin  des  méridiens  coupe  tous  les  parallèles  h  angles  droits,  et 
reciprorpiement  ;  et  1rs  deux  suites  <le  ces  lignes  divisent  la  surlaee 
courbe  en  éléments  qui  peuvent  être  regardes  coimne  rectangu- 
laires. 

Nous  avons  vu  tjuc  l'équation  (li/  exprime  le  rappoi  t  (jui  duit 
exister  entre      et  les  cinq  quantités  //,  i/,  r,  ^,  ty  pour  que  deux 

normales  consécutives  se  coupent  :  elle  cs(  donc  celle  de  la  prp- 
jection  de  la  ligne  de  courbure  sur  le  plan  des  r  et  Donc,  si 
après  avoir  «linérentié  deux  fois  l'équation  donnée  de  la  surface 
courbe,  pour  obtenir  en  x,y  les  valeurs  de  q,  r,  s,  t,  on  substi- 
tue ces  valeurs  dans  (Ë),  on  aura  en  or,  ^  une  équation  aux  dif- 
férences ordinaires,  cpii  sera  cdie  des  projecti<Mis  des  lignes  de 
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eourbui-e.  .Mais  cette  équation  est  du  second  degré  pai*  l'apport  à 

ainsi,  liursqu'on  l'aura  intégrée  et  complétée  par  une  constante 

arbitraire  que  nous  représenterons  par  A,  cette  constante  sera  éle- 
vée 91)  second  degré,  et  l'int^;ra1e  sera  généralemrat  de  la  forme 

A'  H-  Af (a?,  y)  H-/(a:,  y)  =  o, 

dans  laquelle  les  deux  louetions  f,  /"seront  données  j>ar  1  intei^ra- 
tion.  Si  donc  un  veut  déterminer  tjuelle  doit  être  la  valeur  tle  eette 
oorjstiuite  j)i)ui  <[ue  la  ligne  de  courbure  individuelle  soit  eelle  <jui 
passe  par  un  point  donné  sur  la  surlace  et  correspondant  à  .r  —  «, 
r  =  h,  il  faudra  sul»titner  ces  deux  valeurs  particulièi-es  .r,  >  dans 
l'intégrale,  qui  deviendra 

A*-hAf(a.6)-|-/{o,*)  =  o, 

et  à  laquelle  la  constante  A  doit'satls&ire.  Maïs  cette  équation 

fournit  pour  A  deux  valeurs  que  nous  pouvons  représenter  par 
/■'in,  h)  et  F  (a,  b),  et  qui  ne  différeront  entre  elles  que  par  les 
valeurs  du  r.Kiirnl  ;  si  doue  on  les  substitue  successivement  dans 
r  intégrale,  on  aura  les  deux  équations 

(G)  f/-^(>/,  h)Y  -h  b)]  f(.c,  j)  -h/(.t-,.>  )  =  o, 

(H)  [F (a,  b)Y  -h  [F{«,  b)]  i{x,y)  H- /(a;,/)  =  o, 

<]ui  seront  celles  des  deux  lignes  de  courbuie  (jui  ^>a^sell^  j>ar  le 
point  donné.  Nous  aurons  occasion,  par.  la  suite,  d'éclaircir  ce 
procédé  |>ar  des  applications. 

Si,  dans  l'équatiou  (E)  des  lignes  de  courbure  on  substi- 
tue pour  r,  t  leurs  vaIcTn's  prises  dans  (I/i  —  rtl.v  sdj^ 
fki  —  sdje-^tdjTy  la  quantité     disparaît  en  niènie  temps;  et,  au 
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moyeu  de  tb,  ~ pdjc  ^  H^y*  cette  équation  prend  la  tortue 
(E)  ^{^-\-qd£)  =  dq{^-^  pdz),, 

sous  laquelle  nous  verrons  qu'elle  se  présente  souvent,  et  qu  il  e^t 
nécessaire  de  connaître. 

V. 

Nous  avons  vu  qu'à  chaque  ligne  de  courbure  correspond  une 
surfin»  développaUe  normale  à  la  surfiice  courbe»  el  qui  est  le  lieu 
de  toutes  les  normales  qui  passent  par  la  même  ligne  de  couriïure. 

Pour  toutes  les  lignes  de  la  première  courbure  on  a  donc  une  suite 
de  semblables  surfeces  développables ,  qui  ne  diflèrent  entre  elles 
que  par  uneoertaine  constante ,  et  cette  constante  peut  influer  en 
même  temps  et  sur  leur  fonne  et  sur  leur  position.  Pour  toutes  les 
lign»."s  de  la  seconde  courbure  on  a  de  ni^ine  une  autre  suite  de  siu- 
faces  développables  normales,  (|ui  ne  diHèrent  entre  elles  que  par 
une  autre  constante.  De  plus,  les  deux  snrfhrps  développables  iioi  - 
males  (|ni  passent  par  le  méuvc  point  de  la  surtiiee,  se  eoii|)anr  diias 
h  normale  rpii  leur  est  commune,  et  étant  j>ci  pt  lulienlaires  l'une  à 
1  autie,  ti  s'ensuit  que  eliacune  des  surfaces  déveIo[)pable.s  de  I Une 
des  :>uites  reueoutre  toutes  celles  de  l'autre  suite  en  lignes  droites, 
à  angles  droits,  et  réciproquement.  Les  deux  suites  de  surfaces  dé- 
veloppables divisent  donc  l'espace  en  âémmts  infiniment  étroite 
dans  les  sens  des  deux  courbures,  indéfinis  danà  le  sens  de  la  nor- 
male, et  terminés  par  quatre  plans  rectangulaires  entre  eux,  et  par- 
quatre  arêtes  indéfinies  et  en  lignes  droites. 

Il  est  âcile  d'apmtsevoir  qn''étant  donnée  la  surface  d'une  voûte, 
la  manière  la  plus  naturelle  de  la  diviser  en  voussoin  par  des  joints 
est  de  prendre  pour  joints  les  sor&ces  développables  normales  à  la 
sivfiice  de  la  voûte,  et  espacées  entre  elles,  dans  chacune  des  deux 


Huites,  (l  uiic  (jiiantilé  finie  et  dé|U'iul;Hitc  fit-  la  iiatuii'  des  maté- 
riaux, (jt's  joints  SL-raieiit  tons  jx'rjji  iuliciilain's  à  la  .siirliu  t.',  et  ici  - 
tanji;iilaires  entre  eux;  les  vonssoir»  u  auraient,  par  con!>t'(|uent,  que 
des  angles  droits;  les  joints  qui  seraient  engendrés  par  le  mouve- 
ment d'une  ligne  droite  seraient  de  Tespèce  de  ceox  auxquds  on 
donne  le  nom  de  réglés,  et  par  consécpient  d'une  exécution  fedle. 
D*aiileui8,  si  les  joints  étaient  apparents  sur  la  sur&ce  de  la  voûte, 
ils  y  traceraient  des  courbes  toutes  rectangulaires  entre  elles,  et  qui, 
dépendant  de  la  nature  même  de  la  surfiiee,  en  rendraient  la  géné' 
ratrice  plus  apparente  :  enfin,  ces  lignes  dleannèmes  di%'iseraient  la 
surface  de  la  voûte  en  compartiments  tous  rectangulaires  et  suscep- 
tibles d'une  décoration  bien  ordonnée  et  propre  à  la  surface. 

l.es  deux  équations  (B),  (C)  étant,  en  ie\jr',  »'»  celles  de  la  nor- 
male, il  est  évident  que  si  Ton  assujettit  cette  normale  à  se  mouvoir 
dans  la  surface  développable  d'une  des  courbures,  die  passera  par 
la  lif-ne  de  cette  courbure,  et  les  deux  quantités  r,  y  auront  entre 
elles  la  relation  exprimée  par  celle  des  deux  équations  (0),  (H),  qui 
est  relative  à  cette  courbure.  Donc,  si  des  trois  ('-([uations  (B),  (C). 
((»),  et  de  celle  de  la  surface  courbe,  on  élimine  a ,  3,  on  aura  en 
■v\y,  z' ,  a.  h,  pour  ime  des  courbures,  l'équation  de  la  surface 
développable  normale  qui  passe  parle  point  détermine  par  x  =  ti, 
y  =  h.  Kt  si  l'on  élimine  de  même  a  ,  r,  '  entre  les  trois  é()uatinns 
(B),  (C),  (H)  et  (die  de  la  surface  combe,  oji  aui-a  an  x' ,  j  ',  z\ 
a,  b,  pour  l'autre  courbure,  la  surface  développable  normale  (|ui 
passe  par  le  même  point. 

VI. 

Chacune  des  sur&ces  développables  nonnales  d'une  des  suites  a 
Hon  arête  de  rebroussement  particulière ,  rpii ,  étant  le  lieu  des  inter- 
sections successives  des  normales  consécutives  pour  une  ligne  de 
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courbure,  est  évidemment  le  lieu  des  centres  d'une  ries  coiu*buies 
(le  Ions  les  points  de  la  surface  qui  sont  sur  la  Turnie  ligne  de  cour- 
bure. Si  l'on  considère  donc  le  s^'sttMiic  des  arêtes  de  rebrousse- 
inent  de  toutes  les  surfaces  (i<'>vclo|)j)al)les  normales  d'une  nicme 
sLutc.  ce  svstcnu'  fomifr;)  !mc  snrfrirc  courbe([ui  sera  le  lieu  de  tous 
les  eenti'es  d  une  des  eourbui  es  de  la  surface  courbe.  De  la  même 
manière,  le  système  des  arêtes  de  rebroussement  de  toutes  les  sur- 
faces dévcloj»j>.>ljles  noiiiiales  de  l'autre  suite  foniu'ra  une  autre 
surface  courbe,  qui  sera  le  lieu  de  tous  les  centre*»  de  lu  seconde 
courbure  de  la  même  surface  courbe.  Ces  deux  surfaces  des  c  i  ntres 
de  courbure  d'iuie  même  surface  courbe,  qui,  <lam  quelques  cas 
|)articuliers,  peuvent  avoir  leurs  équations  sé|)iU'ees,  mais  qui,  eu 
général,  sont  des  nappes  différentes  d'une  même  surface  eoiubi*, 
et  ocmiprises  dans  une  même  équaticm  élevée^  sont,  par  rappoi-t  à 
b  siir&oe  courbe,  ce  que  les  développées  sont  par  rapport  aux 
lignes  GOiB^Ms. 

Les  tron  équations  (B),  (C),  (D)  donnant  les  coordonnées  Jt\ 
y\  z'  du  contre  de  courbure  correspondant  au  point  de  la  surface 
courbe  détraminé  par  les  valeurs  arbitraires  de  a*  et  j,  Il  est  évident 
([ue  si,  enb«  les  trois  À]nations  (B),  (G),  (D)  et  celle  de  la  surfece 
courbe,  on  élimine  x^y^  s,  l'équation  résultante  sera,  en  x\  y\  z\ 
celle  de  la  sur&œ  des  centres  de  oouri>ure. 

fiorsque  Téquation  du  second  degré  (D),  après  la  sidsstitution 
des  valeurs  de  /»,  9,  r,  jr,  t  en  sera  divisible  en  deuK  fiicteurs 
rationnels,  c'est-à-dire  lorsque  les  quantités  x, y  pourront  sortir 
toutes  de  dessous  le  radical  ;  en  i^iérant,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  pour  chaque  fiicteur  en  particulier,  on  aura  les  équations  sé- 
parées des  sur&oes  des  centres  des  deux  GOurt>ures,  ces  deux  sur- 
faces seront  alors  distinctes  ;  elles  pourront  même  être  totalement 
indépendantes  si  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  un  carré 
parfiût,  ou  n'être  liées  entre  elles  que  par  une  relation  entre  leurs 
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paramètres,  si  la  quantité  constante  qui  est  sous  le  radical  n'est  pas 
un  carre  parfait.  Mais  kinH|ue  x  étj  ne  pourront  acHlir  entièrement 
du  radical,  on  ne  pourra  opéret  que  sur  réquation  du  second  de- 
gré (D)  elte-métne  ;  le  résultat  de  rëlimination  en  x\  y\  sera 
d'un  degré,  pair;  les  surfaces  des  centres  des  deux  courbures  ne 
seront  plus  distinctes,  et  elles  seront  les  nappes  diffêrenles  d'une 
même  sur&ce  courbe,  produites  Tune  et  l'autre  par  une  même  gé> 
nëretion. 

De  ce  que  chaque  normale  est  tangente  en  même  temps  aux 
arêtes  de  rebroussement  des  deux  surfaces  (lévdoppabies  normales 
dont  elle  est  l'intersection,  il  s'ensuit  qu'elle  est  en  même  temps 
tangente  aux  deux  nappes  de  la  sur&ce  des  centres  de  courbure; 
de  plus,  chacune  de  ces  nappes  est  l'enveloppe  de  toutes  les  sur- 
faces dé\t'loj)pahli's  normales  d'une  même  suite  Attisi,  tout  plan 
tani^ent  à  une  de  t  t-s  surfaces  dévelopjKihlcs  sera  ;m.ssi  tanfi^cnt  a  la 
nappe  que  cette  surliicc  touche;  donc,  si  l'on  conçt)it  par  la  nu  ine 
normale  les  <l<'ux  plan^  tangents  aux  surfaces  développahlcs  dtmt 
elle  est  l'iutcrscctioii.  t-cs  (Iciix  [ilaiis,  (pii  d  ailicurii  sont  à  angles 
droits,  seront  tan-jciUs,  l'un  à  la  première  nappe  de  la  suiiace  des 
«  entres,  et  l  auti  e  a  la  :>econde.  Donc  la  surface  des  centres  de  cour- 
bure d'une  sur&ce  courbe  jouit  de  cette  propriété  remarquable, 
que,  de  quelque  part  qu'on  la  cionudère,  les  contouTS  apparents  de 
ses  deux  nappes  ])araissent  toujours  se  couper  à  angles  droits. 

Il  suit  de  là  que  toute  sui^ce  courbe  n'est  pas  liabile  à  être  la 
sur&ce  unique  des  cmtres  de  courbure  d'une  autre  sur&oe.  Il  &ut 
pour  cela,  i*  que  son  équation  algébrique  soit  d'un  degré  pair; 
a*  que  les  contours  apparents  de  ses  deux  nappes  soient  rectan- 
gdaires  entre  eux.  Toutes  celles  qui  ne  remplissent  pas  ces  deux 
conditions  ne  peuvent  former  que  la  sur&ce  des  centres  d'une 
des  courbures,  et  doivent  être  conjuguées  avec  une  autre  surface 
courbe,  qui  sera  celle  des  centres  de  l'autre  courbure,  et  pour  la* 
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quelle  il  sufiha  que  h  s  coiiioiii  s  appart  nl;»  de  l'une  et  de  1  autre 
soient  rectangulaires,  de  quelque  point  <|u'on  les  regarde. 

Si,  sur  la  nappe  des  centres  d'une  des  courbures,  on  considère 
une  quelconque  des  arêtes  de  rebroussenient  dont  elle  est  le  lieu, 
cette  arête  sera»  entre  deux  quelconques  de  ses  points,  la  ligne  la 
plus  courte  que  l'on  pourra  traça*  sur  la  nappe.  En  effet,  le  plan 
oscttlateur  de  cette  arête,  c'eslnà-dire  le  plan  cjui  passe  par  deux  de 
ses  tangentes  oonsécutiTCs,  est  tangent  à  la  sur&ce  développable  à 
laqudie  appartient  Tarête,  et  qui  est  le  lieu  de  ses  tangentes  :  il  est 
donc  tangent  à  la  nappe  des  centres  de  l'autre  couri>ure,  et,  par 
tonaéquent,  normal  à  la  première  nappe  au  point  d'oaculation.  Or 
la  ligne  dont  le  plan  oaculateur  est  normal  à  la  sur&ce  au  point 
d^osculalion  est  la  plus  courte  que  Ton  puisse  tracer,  sur  cette  sur- 
iàce,  entre  deux  quelconques  de  ses  points;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  elle  est  celle  que  tracerait  un  fil  tendu  entre  ces  deux  points. 
Cal  si  l'on  conçoit  un  fîl  applitiut-  sur  cette  courbe,  coïncidant  avec 
elle,  et  tendu  à  ses  deux  extrémités  par  des  forces  éj^nlt-s,  la  résul- 
tante des  tensions  de  deux  éléments  consécutifs  s<  ra  dirigée  dans  le 
plan  de  ces  deux  élénient-s,  c'est-à-dire  dans  le  plan  osntlatcm-  nor- 
mal à  la  surface;  et  parce  (|ue  ces  deux  tensions  sont  tgaies  eulie 
elles,  la  direction  de  la  résultatite  partagera  vu  tk  iix  parties  égales 
l'angle  formé  par  les  deux  éléments  consécutifs  :  ainsi  cette  résul- 
tante sera  normale  à  la  surlace,  et  sera  enticrcnicnt  détruite  par  la 
résistance  de  cette  surface;  le  fil  n'aura  donc  aucune  tendance  à 
s'écarter  de  la  courbe  sur  laquelle  il  aura  été  appliqué,  et  avec  la- 
quelle il  ooineîd«a  toujours. 

Si  tes  deux  nappes  des  centres  de  courbure  se  coupent  quelque 
part,  dies  se  couperont  à  angles  droits,  et  la  courbe  de  leur  inter- 
section sera  le  lieu  des  centres  de  oouri>ure8  sphériques  de  la  sur^ 
fiioe;  car  chacun  des  points  de  cette  ligne  se  trouvant  en  même 
temps  sur  les  nappes  des  deux  courbures,  sera  le  centre  commun 
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des  deux  courbure;»  qui,  au  point  correspondant  de  la  surface,  sont 
égales  entre  elles,  comme  celles  d'une  sphère.  De  plus,  si  Ton  con- 
çoit toutes  les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  nappes, 
chacune  d'dles  sera  normale  à  la  surface,  et  la  coupera  en  un  point 
pour  lequel  les  deux  oouièures  auront  même  rayon  et  même  centre. 
La  oourbe  qui ,  sur  la  sur&ce ,  passe  par  tous  ces  points,  est  une  ligne 
remarquable;  c'est  la  ligne  des  courbures  spkériques,  qui  ne  coin^ 
cide  avec  aucune  des  lignes  de  couri>ure»  et  qui,  sur  la  sur&œ, 
coupe  toutes  celles  de  Tune  et  de  l'autre  espèce.  On  aura  l'équa- 
tion de  cette  courbe  en  égalant  entre  elles  les  valeurs  des  deux 
rayons  de  eomribure,  c'est-à-dire  en  égalant  à  zéro  le  radical  de  Té- 
quation  (D),  ce  qui  donne 

fi»  ^q')r—yMjs-h{i  -h p')t\'-  =  /i{rt  —  s')  {i  -h +  q-'). 

U  est  bien  évident  que  la  ligne  des  courbures  sphériques  sur  la 
surface  est  une  développante  de  la  ligne  des  centres  de  courbure 
spbériqur  ou  de  l'intersection  des  deux  nappes  des  centres.  Ainsi, 
après  avoir  fixé  un  fil  en  un  des  points  de  l'intersection  des  deux 
nappes  des  centres,  si,  &k  le  tendant,  on  le  fait  mouvoir  de  manière 
qu'il  s'enveloppe  sur  cette  intersection,  et  que  la  partie  rectiligne 
du  fil  soit  toujours  tangente  à  cette  courbe,  un  des  points  de  ce  fil 
parcourra  la  ligne  de  courbure  sphérique.  Mais  si,  en  tendant  le  fil. 
on  ne  s'assujettit  à  aucune  condition,  et  en  supposant  qu'il  n'exerce 
aucun  frottement  sur  les  najipes  des  centres,  dans  (|uel(jue  j)Osition 
qu  on  le  considère,  il  sera  divisr  en  trois  parties  :  la  ])reniière  sera 
envclnppép  sur  une  partie  de  i  intersection  des  deux  nappes;  la 
deuxième  sera  pliée  et  tendue  sur  la  nappe  des  centies  dont  le  fil 
se  sera  approché,  et  sera  applicpu-e  sut  une  des  arêtes  de  relirous- 
sement  dont  cette  na])pe  ei>l  le  lieu,  et  ces  deiix  parties  de  courl)e> 
se  toucheront  à  leur  point  commun  ;  la  troisième  partie  du  iil  en 
ligne  droite  sera  tangente  à  cette  arête  de  rebroussement,  et  nor- 
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maie  à  la  surface;  enfin,  le  même  point  Hti  fil  sera  sur  la  surface 
ell('-ni("-nie.  Ainsi,  en  af,Mt;int  le  fil  ronstaimncnt  tendu,  on  pourni 
traiisporter  ie  même  point  du  til  succesâivemeut  sur  tous  les  points 
de  la  surface. 

On  voit  donc  qu  uiu'  siirllu  r  (nif'Ii  Mii(|ne  peut  rtic  «'ii^t'iidrée 
par  les  deux  mouvements  continus  du  point  d'un  fil  teiuin  (pli  s'en- 
veloppe sur  les  nappes  des  centres,  de  même  qu'une  courbe  plane 
peut  être  engendrée  par  le  point  tendu  d'un  Ul  qui  s'enveloppe  sur 
la  développée  de  la  courbe. 

Nom  allons  actuellement  nous  occuper  de  la  génération  de-s  sui  - 
laces  courbes  d'après  les  propriétés  de  leurs  lignes  de  courbure,  de 
leurs  rayons  de  oouiirare,  etc.  Nous  aurons  souvent  oocasioii  d'em- 
ployer les  équations  rapportées  dans  ce  paragraphe. 


S  XVI, 

DES  LIGNES  DE  COURBURE  DE  LA  SURFACE  DE  L'ELLIPSOÏDE. 


I. 

Après  avoir  porté.  <le  part  et  d'auiit  de  I  orii^^ine,  sur  la  ligne 
des  .r  une  première  droite  a,  sur  la  liyne  des  )  une  seeoiide  droite 
h,  et  sur  la  ligne  des  s  une  troisième  droite  c,  ce  qui  détermine  six 
pointe  placés  de  tdle  manière  que  chacnn  des  tro»  pbns  rectangu- 
laires en  contient  quatre;  si  l'on  conçoit  dans  chacun  de  ces  plans 
une  ellipse  dont  les  quatre  points  compris  dans  ce  plan  soient  les 
quatre  Bonunete,  dwcune  de  ces  ellipses,  que  nous  nommerons  e/- 
Upses  prine^MieSf  aura  pour  demi-axes  deux  des  Irob  droites  a, 
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c,  et  leurs  équations  seront 

H-  c'af*  = 

Kruiuite,  si  1  on  conçoit  qu'un  plan  se  mciivo  j)arallMt'iiu'nl  a  l  un 
quelconque  des  plans  rcclanf^iilaires,  dans  rhacnnc  de  ses  positions 
il  coupera  deux  des  ellipses  pniicijjales,  chacune  en  deux  points, 
ve  qui  déterminera  tjuatie  points  dans  ce  plan;  enfin,  si  l'on  con- 
çoit rell!j)se  dont  ces  quatre  derniers  points  seraient  les  fjuatrc 
sommets,  le  lieu  de  toutes  les  ellipses  construites  suivant  la  niciue 
loi  (|ue  la  dernière  sera  la  surface  de  l'ellipsoide  dont  nous  nous 
proposons  de  trouver  des  lignes  de  courbure  ;  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  cdte  snr&oe  peut  être  regardée  eorame  engendrée  par  le 
mouvement  de  la  dernière  ellipse,  qui  est  en  même  temps  variable 
de  figure  et  de  position. 

n  est  évident,  d*a|Mrès  cette  génération,  que  la  sur&ce  est  symé- 
trique par  rapport  à  chacune  des  trois  lignes  des  jb,  des  jr  et  des  s, 
sur  lesqudles  seront  placés  ces  trob  axes,  et  que  les  grandeurs  de 
ces  axes  seront  respectivement  aa,  ac.  De  ces  trois  axes  nous 
supposerons  que  le  premier  soit  le  plus  grand  ^  que  le  denûer  soit 
le  plus  p^. 

II. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  surface  d  e  1  ellipsoïde,  sup])(  )sons 
que  le  plan  mobile  soit  parallèle  à  celui  des  r,  r,  et  considérons-le 
lorsqu'il  est  à  une  distance  quelconque  a  de  Torigine;  on  aura  pour 
son  équation 

z  =s  a. 

i.hi  trouvera  les  coordonnées  des  points  dans  lesquels  il  coupe  alors 
les  deux  ellipses  principales,  en  fusant  z  =  a  dans  les  équations  de 


CCS  deux  courbes,  ce  qui  donnera 


et  ces  valeurs  de  et  seront  les  demi-axes  de  rellipae  mobile, 
dont  l'équation  sera,  par  conséquent, 

Ainsi  cette  ('(piatioii  et  celle  du  plan  nutttile  sont  lesdeiiv  e(|uatiuiis 
<le  l  ellipsf  mol)ilt'  (•(jusidéréc  dans  l'espace,  et  dont  la  lit;in  e.  ainsi 
que  la  position,  sont  détentiinées  par  la  valeur  de  *.  Donc,  j)OUi- 
avoir  l'éfpiation  de  la  surface  engemliLe  j>.u  K  mouvenient  de  cette 
courbe,  il  faut  éliminer  *  entre  ses  deux  équations;  «e  qui  donne 
pour  équation  de  la  surface  de  Tellipsoide 

Si  le  plan  mobile  eût  été  paralljde  au  plan  des  x,  2,  ou  à  celui  des 
j,  Zy  on  aurait  eu  le  même  résultat,  et  Ton  aurait,  par  conséquent, 
engendré  la  même  sur&ce. 

III. 

Pour  avoir  l'équation  des  lipjnes  de  courbure,  il  faut  dillcrenlier 
deux  fois  celle  du  la  surlace,  afin  d'obtenir  les  valeurs  de  yy,  y,  r, 
Sj  t,  et  substituer  ces  valeurs  de  l'équation  (E),  page  laO,  des 
lignes  de  courbure.  Or,  par  la  dififSrostialîon,  on  trouve 
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uhstituant  donc  ces  valeurs  dans  Téquation  (  E) , 

|-:[(i-<-î')'-/«?*]-H^[(i+tf')r-(i-H/»')Oj^o, 


et  rhassHiit,  au  luoycii  de  I  ('(juation  ilt-  la  surface,  les  z  qui  ne  sr 
«létniisent  pas,  on  aura,  poui'  Ifs  prujectioiii  des  lif;ii«'s  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  a  ,  y  y  Féquation  aux  différences  ordinaires  à 
deux  variables 

qui,  en  faisant,  pour  abréger, 
devient 

A*r H-  ^(*'  —  Ar ^  _  B)  —  ^  =  o, 
et  qu'il  s'agit  d'intégrer. 

IV. 

Cette  équition  étant  élevée,  on  doit  la  regarder  comme  résultant 
de  rapports  non  linéaires  établb  entre  les  constantes  qui  coroplé- 
tuent  les  intégrales  du  premier  ordre  d'une  é({uation  différentielle 
d'un  ordre  supérieur.  Il  &ut  donc  chercher  cette  équation  d'un 
(odre  supérieur  en  éliminant  successivement  des  constantes  par  la 
difSfrentiation,  l'intégrer  ensuite  jusqu'aux  quantités  finies,  ce  qui 
introdtiira  autant  de  constantes  arbitraires  de  trop  que  Von  aura 
diflerentié  de  ibts,  et  trouver  enfin  les  relations  qui  doivent  sub- 
sister entre  ces  constantes  arbitraires  poiv  que  la  proposée  soit 
satisfiiite. 


Différentiaiit  donc  la  proposée,  on  trouve 

^  ( .A.0-  *     X.  -  A,'  -  B)  -, .  (a        .  )  (4-,)  =  „. 

«C  éUminant  une  des  constantes  A,  B,  l'autre  disparaît  aussi,  et  l'on 
obtient  l'équation  aux  diffiérences  secondes 

J^yddJ^  -f-  dy{xdjr  —ydx)  —  o, 

qui  est  linéaire,  et  qui  peut  être  mise  sous  cette  forme 

idày-\'  dyd^^^o, 

«lont  l'intégrale  est 

p  étant  la  coiistaïUe  arbitraire  introtluile  [>ar  l'intégration. 

Oi>  pourrait  dès  à  présent  substituer  dans  la  proposée,  pour  ^-^t 

sa  valeur  tirée  de  l'intégrale,  et  l'on  aurait  l'intégrale  demandée 
complétée  par  la  constante  arbitraire  {i,  :  dans  ce  cas  même,  l'opéra- 
tion serait  très-^simple;  mais,  en  général,  il  vaut  mieux  remonter 
directement  aux  quantités  finies,  ce  qui  donne  toujoui-s  l'éqUAtioii 
la  pins  simple,  et  déterminer  les  valeurs  des  constantes  sumiimé* 
raires  de  manière  que  la  proposée  soit  satisfaite. 
Int^;rant  donc  encore  une  fois,  on  trouve 

é({uation  d'une  section  conique  concentrique  à  l  ellipsoîde,  dont 
les  axes  sont  dirif^és  suivant  la  lipiic  des  x  et  celle  des  j,  pour  la- 
quelle les  f^randeurs  des  axes  sont  arbitraires,  et  <jui  peut  être  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  le  sij^tie  de  la  constante  Mais 
nous  ne  devons  avoir  qu'une  seule  arbitraire;  donc  des  deux  axes 


de  la  section  c<)ni(^|"u>  il  n  v  «ni  a  ((u  un  doiil  nous  j)uissi(»ii!>  dis- 
poser; l'autir  (kpi'iid  du  piciiuer,  et  celte  relation  doit  être  telle 
que  la  proposée  soit  satisfaite. 

Pourtrmivci  leltr  rclatioti,  soient  ///.  les  grandeurs  des  demi- 
axes  de  la  section  conique,  son  équation  sera 

le  signe  sii|)<'Tieiir  «-tant  pour  les  ellipses,  et  1  inlërieur  pour  les  hy- 
pertMiles;  en  la  diilérentiant,  on  trouvera 

Hubsdtuant  poui  y  et  ^  leurs  valeurs  dans  la  proposée,  .r  dispa- 
raîtra aussi,  et  l  on  trouvera  que  pour  que  eette  équation  soit  satis- 
faite, les  deux  denii-axes  //i,  n  doivent  avoir  enti'e  eux  la  relation 
suivante  : 

Ces  denti-axes  poui-  chaque  ellipse  sont  donc  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  même  hyperbole  déterminée,  et  pour  eliaqiie  hy- 
perbole les  coordonnées  d'un  point  d'une  même  ellipse  détermi- 
née; eette  hyperbole  déterminée  et  cette  ellipse  étant  d  ailleurs 
t'uiie  et  l'autre  concentriques  à  l'ellipsoide,  ayant,  de  plus,  les 
mêmes  axes,  dirigés,  l'un  suivant  la  ligne  des  .i-,  rautre  suivant  la 
ligne  des  y,  et  les  grandeurs  de  ces  axes  étant,  pour  la  moitié  du 

premier,  \/b,  et  pour  la  moitié  du  second,       Rnfin,  remettant 

VA 

|>our  A  et  B  leurs  valeurs,  les  grandeurs  des  demi-axes  coininuiis 
de  l'ellipse  et  de  riiy[)erbole  déterminées  seront  respectivement 

■  et   D  ou  sait  la  construction  suivante. 
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V. 

On  oonstniira  une  première  h>^rhole  et  une  première  ellipse, 
toutes  deux  concentriques  à  l'dlipse  principale,  et  dont  les  demir 

AX6S  communs  seroiiA  dans  le  sens  des     et  ^  

yo'  — c'  v7>»  — e' 

dans  le  sens  des  y.  Nous  donnerons  à  ees  deux  courbes  le  nom 
A' hyperbole  eX  iV clUpse  aujciliaires .  Puis,  si  d'un  point  quelconque 
de  rhj^rbole  on  abaisse  les  deux  coordonnées  rt(  tan<^iilaires,  ces 
coordonnées  seroïit  les  demi-axes  d'après  lesquels,  en  construisant 
une  autre  ellipse  eoneenti'ique,  on  aura  la  projection,  sur  le  plan  des 
.f,  j",  d'une  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  Construisant  de 
la  mènu"  niauièi'c  tant  irellipses  qu'on  voudra,  on  aura  les  projec- 
tions du  toute  la  suite  des  ligues  d  une  des  courbures  de  la  surface. 
De  même,  si  d'un  point  quelconque  de  Tellipse  auxiliaire  on  abaisse 
les  deux  coordonnées  rectangulaires,  elles  seront  les  denû-axes 
d'une  hyperbole  concentrique;  diacune  des  hyperboles  construites 
db  cette  manière  coupera  toutes  les  dlipses,  et  réciproquonent;  et 
leur  système  sera  la  projection  de  toute  la  suite  des  lignes  de  l'autre 
courbure. 

La  quantité  a*  —  h*  étant  toujours  moindre  que  a* — c*,  il  s'en» 
suit  que  l'axe  commun  de  l'dlipse  et  de  l'hyperbole  auxiliaires,  et 

qui  a  pour  expression  —-===- ,  est  plus  petit  que  le  grand  axe  2a 

de  l'ellipsoide;  que,  par  conséquent,  les  somm^  communs  de  ces 
deux  courbes  tombent  en  dedans  de  Pdlipse  principale.  D'après 
cela,  il  est  évid^it  que  la  plus  petite  des  ellipses,  projections  des 
lignes  de  courbure,  a  pour  grand  axe  cet  axe  commun,  et  que  son 
petit  axe  est  nul  :  elle  se  confond  donc  avec  la  ligne  des  d'oil  il 
suit  que  Tdlipse  principale  qui  est  dans  le  plan  des  x,  x,  est  elle- 
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même  uik'  des  lignes  de  eoutijiiie  dt*  la  suilaoe.  A  mesiiie  (|ue  le 
grand  axe  des  ellipses  i-roît,  le  petit  axe  eroît  aussi;  et  lorsque  le 
premier  de  ces  axes  est  ««gai  au  grand  axe  de  Tellipsolde,  l'ellijjse 
se  confond  avec  rdlipsc  principale  du  plan  des  r.  >■,  (jiii  est  donc 
aussi  une  ligne  de  courbure.  En  ellet,  si  dans  récjiuitiou  de  l'hy- 
perbole auxiliaire  —  A//'  =  B,  on  lait  m  =  a,  et  si  l'on  remet 
pour  A  eC-B  leur»  valeui^,  on  trouve  n  =  b,  D  est  inutile  de  coii- 
struife  des  dlipses  plus  grandes  que  cette  dendère;  elles  tombe- 
raient toutes  en  dehors  de  l'ellipsoïde ,  et  seraient  étrangères  à  notre 
objet. 

On  voit  donc  que  diacun  des  deux  scrnimets  oonununs  de  l'hy- 
perbole  et  de  VeDipse  auxiliaires  est  endirassé  d*un  même  câté  par 
toutes  les  dlipses,  qui  se  resserrent  toujours  à  mesure  que  leurs 
sommets  en  approdient,  et  qui  ne  perdent  leur  petit  axe  que  quand 
elles  ratteignent. 

Quant  aux  hyperboles,  il  est  dair  qu'aucune  d'elles  ne  peut 
avoir,  dans  le  sens  des  un  axe  plus  grand  que  Taxe  commun  de 
l'hyperbole  et  de  l'ellipse  auxiliaires.  Celle  pour  laquelle  l'axe  a 
cette  grandeur  a  son  autre  axe  nul ,  et  se  conf<Hid  avec  la  ligne 
des  jp;  à  mesure  que  cet  axe  diminue,  l'autre  augmente,  de  manière 
que,  lorsque  celui<i  est  à  son  maximum,  le  premio*  devient  nul  à 
son  tour,  et  alors  les  deux  branches  de  l'hyperbole  se  confondent 
avec  la  ligne  desj'".  Ainsi  la  troisième  ellipse  principale  est  encore, 
comme  les  deux  autres,  une  des  lignes  de  courbure  de  la  sur&ce. 
Chacun  des  sommet»  communs  de  l'hyperbole  et  de  l'ellipse  auxi- 
liaires est  embrassé  par  toutes  les  hyperboles,  mais  du  eôté  opposé 
à  celui  pour  lequel  les  ellipses  l'embrassent.  T^es  hyperlK)les  se  res- 
serrent à  mesure  qu'elles  approchent  de  ces  points,  et  elles  ne  per- 
dent leur  petit  axe  que  lorsque  leur  sommet  les  atteint. 

Ces  points  vers  lesquels  et  les  ellipses  et  les  hyperboles  tournent 
toutes  leurs  concavités  sont  les  projections  de  quatre  points  très- 


mnai(jual)lei>  sur  la  surface  oourb**;  deux  d'entre  eu\  sont  placés 
au-tlessus  du  plan  des  .r,  j',  et  deux  au-dciisous.  Ce  sont  rjuatre 
ombilics  autour  desquels  les  lignes  des  deux  coiu  bures  sont  pliée^, 
toute»  les  unes  d'un  oôté,  et  toutes  les  autres  du  côté  opposé.  Ces 
lignes  se  resserrent  à  mesure  qu'elles  en  approchent,  et,  dès  qu'elles 
les  atteignent,  elles  diai^nent  d'espèce. 

VL 

l.t'ri  j)i()jt'i  tions  des  lignes  de  courbure  ne  sont  des  courht  s  «l'es- 
pèces  (litlei  entes  pour  les  deux  courbures  que  parce  que  le  plan  df 
projfctitm  n'est  pas  placé  d'une  manière  syméti  i(]iu'.  lin  elîct,  les 
trois  axes  de  rellipsoidc  étant  supposés  inéi^aux,  c'est  sur  le  plan, 
nïene  [)ar  le  plus  j^iaïui  i\r  rl  par  li-  moyen,  qu'on  aurait  trouvé, 
par  la  même  raison,  des  résultats  absolument  analogues,  mais  en 
rhoisissant  le  plan  niené  par  le  plu.s  grand  axe  et  par  le  plus  petit, 
les  projecticms  des  lignes  de  courbure  sont  de  la  même  e$])èce;  elles 
«e  construisent  toutes  par  la  même  loi,  et  leur  construction  est  plus 
propre  à  être  employée  dans  les  arts. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  projection  des  lignes  de  courbure 
sur  le  plan  des  x,  z,  il  fimt,  de  l'équation  de  la  snrfiice  coiniie 

éliminer  jr  au  moyen  de  l'équation  de  la  projection,  sur  le  plan 
des  .1',  .r, 

dans  laquelle  on  a  d'ailleurs,  entre  les  deux,  constnntes  art>itcair«s 
m,  A,  la  relation  suivante  : 

///-  ^  An'  —  H, 

ce  qui  réduit  ces  constantes  à  une  seule.  Cette  élimination  est 
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rendue  plus  facile  par  i  é(|iiation  identitjue 
et  donne 

dans  laquelle  toutes  ambigtiîtt's  de  sitpios  se  sont  délruilc».  (h- 
nous  avons  ^  u  (jue  la  quantilc  qui  est  Taxe  dans  le  sens  des  .r 
<ies  sectioiLs  coniques  de  la  première  projection,  ne  peut  jamais 
çKcéder  l'axe  correspondant  «  de  rellipsolde;  la  quantité  rt^ — 
sera  donc  toujours  [lositivc,  et  l'équation  que  nous  venons  de  trou- 
ver sera  celle  d'une  ellipse  concentrique  à  la  surface  courbe,  dont 
les  axes  seront  diriges  suivant  la  ligne  des  a?  et  oellé  des  2,  et  qui  ne 
changera  pas  d'espèce.  Soient  m\  n'  les  giandenn  des  deux  demi- 
axes  de  cette  ellipse,  on  an» 

m  =-B-» 

"   —      Pi  ' 

ét,  éliminant  la  constante  m,  qui  est  étrangèra  à  la  projection  ac> 
tudle,  on  trouTera  que  les  deux  demi-axes  de  cette  dlipse  doÎTent 
avoir  entre  eux  la  ndation  suivante  : 

Or  cette  équation  est  dOe-méme,  en  m',  n',  celle  d'une  ellipae  dé> 
terminée;  donc  les  deox  demi-^xes  de  chacune  des  ellipses  de  la 
projection  sur  le  plan  des  z,  sont  les  deux  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  même  point,  pris  sur  une  dlipse  qui  est  la  même  pour 

toutes,  et  dont  les  demi-axes  ont  pour  grandemis  ~  âam  le  même 
sens  des  m',  et       dans  le  sens  des  n'.  £nfin,  remettant  pour  A 
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t'i  IJ  leurs  valeurs,  les  grandeurs  <les  demi-axes  de  cette  demièrt* 


ellipse  sont  respecdvemeiit  '^JL^A-  et  *"  ;  d'où  suit  la 

oonstructioii  suivante. 

VII. 

On  oonstraira  une  eOipse  auxiliaire  concentrique  à  l'^pse  prin- 
cipale, et  dont  les  demi-axes  seront  "^^L-Z^  dans  le  sens  des  .r, 

Va* —  A* 

et  dans  le  sens  des  z.  Il  suffira  de  construire  un  quart  de 

V*'  —  c«  *  . 

cette  courbe.  Puis,  d'im  point  quelconque  de  cette  eDipse  on  abais- 
sera les  deux  «  oordotiiu'es  rectangulaires,  et  l'on  construira  une  el- 
lipse concentrique  dont  lesdenii-axes,  dans  le  sens  des  x  et  dans  celui 

des  s,  seront  égaux  à  ces  coordonnées  respectives.  Cette  ellipse  sern 
la  projection  d'une  des  lif^nes  de  courbure,  et  la  suite  de  toutes  les 
ellipses  construites  de  cette  manière  sera  la  pi'ojection  des  deux 
suites  des  lignes  de  courbure  de  toute  la  surface  de  rellipsolde.  Les 

demi-axes  de  rdlipse  auxiliaire      — et  — ^    .1  étant  plus 

y  a'  — 6*  \  l>'  —  c' 
grands  que  les  demi-axes  correspondants  «  et  c  de  l'ellipse  princi- 
pale, cette  dernière  ellipse  est  entièrement  comprise  dans  la  pre- 
mière. De  plus,  l'ellipse  principale  est  elle-même  une  de  celles  que 
donne  la  construction  préeédente;  car  si,  dans  l'équation  de  l'el- 
lipse auxiliaire 

on  donne  à  m' la  valeur  a  du  grand  axe  de  l'ellipse  principale,  et 

en  fiûsant  usage  de  l'équation  identique  A^'  h-  B  =  a',  on  trouve 
pour  l'ordonnée  n'  la  valeur  c  du  petit  axe.  Donc,  si  aux  extré- 
mités des  deux  axes  de  l'ellipse  principale  on  lui  mène  des  tan- 


{^enU's,  (t'S  tangentes,  qui  seront  d'ailleurs  rertaiigiilaires  entre 
elles,  sr  n  iu  outreront  f*n  un  point  de  l'ellipse  auxiliaire.  Ce  point 
de  rencoiiti f  divise  le  (juart  de  l'ellipse  auxiliaire  m  deux  jiarties, 
dont  l  ime  sert  à  la  (  (Mistructiou  des  li^ae.s  <li'  l  uiie  des  t  ourl jures, 
et  dont  I  autre  sert  à  la  construction  des  lignes  de  l'autre  eourbure. 

Kn  effet,  la  partie  du  quart  de  l'ellipse  auxiliaire  qui  avoisine  son 
premier  axe  produit  des  ellipses  qui  toutes  ont  leurs  grands  axe* 
plus  grands  et  leurs  petits  axes  plus  petits  que  les  axe»  correspmio 
dante  de  l'ellipse  principale.  Ces  ellipses,  qui  se  resaarent  à  mesure 
que  leur  grand  axe  s'allonge ,  et  cpii  se  «mfbndentaTec  la  ligne  des  x 
lui-sque  le  grand  axe  est  égal  à  cehd  de  Tellipse  auxiliaire,  divisent 
raire  de  Tellipse  prindpale  en  zones  dirigées  dans  le  sens  du  grand 
axe,  et  sont  les  projections  des  lignes  d'une  des  oouibures.  Au  oon- 
traire,  la  partie  du  quart  de  l'ellipse  qui  avoisine  son  second  axe 
produit  des  ellipses  qui  toutes  ont  leurs  axes  dans  le  sens  des  x  plus 
petits,  et  ceux  dans  le  sens  des  z  plus  grands  que  les  axes  corres- 
pondants de  l'ellipse  principale.  Ces  ellipses,  qui  se  resserrent  à  me- 
sure que  l'axe,  dans  le  sens  des  2,  croit,  et  qui  se  confondent  avec 
la  ligne  des  2  lorsque  cet  axe  est  égal  à  celui  de  l'ellipse  auxiliaire, 
divisent  l'aire  de  l'ellipse  en  xones  dirigées  dans  le  sens  de  la  Ugne 
des  2.  Chacune  d'elles  coupe  donc  toutes  celles  de  la  pi cniière  es- 
pèce en  quatre  points  qui  sont  compris  en  dedans  de  l'ellipse  prin- 
cipale; donc  elles  sont  les  projections  des  lignes  de  l'antre  courfmre. 

VIII. 

l>aMs  la  dernière  projcrtioii ,  m  par  les  extrémités  des  a\es  de 
l'ellipse  auxiliaire,  piises  ileux  à  deu)k,  on  mené  quati*  lignes 
«iroites.  i  t  ((lu  toriix  la  un  parallélogramme  équilatéral.  tontes  les 
ellipses,  projections  des  lignes  de  courbure,  seront  i^l^(  rites  dan> 
ce  jwrallélogramme,  dont  chacune  d'elles  touchera  les  quatre  cotes. 


En  elfet,  si  de  l'éqiiati<Mi  de  ces  ellipses 

on  citasse  la  quantité  m' au  moyen  de  Téquation  de  l'ellipse  auxi- 
liaire 

l'équation  résultante  ordonnée  par  rapport  à  n\ 

sera  celle  des  ellipses,  projections  des  lignes  de  courbure ,  et  qui 
ne  diifèrent  entre  elles  que  par  ta  valeur  particulière  de  la  con- 
stante n'.  Pour  aToir  Tenveloppe  de  toutes  ces  ellipses,  c'cst^inlirp 
la  ligne  qui  termine  Tespaoe  qu'elles  occupent  sur  le  plan  de  pro- 
jection, il  finit  diffiérenti^  cette  équation  en  r^ardant  n'  comme 
seule  TariaUe,  et  âiminer  n'  au  moyen  de  cette  dilfêrentidie.  Or. 
en  diffîrBntiant,  <»i  a 

donc,  en  éliminant  n'',  on  aura  pour  éqiMtion  de  Fenveloppe  de 
toutes  les  ellipses 

Sibis  le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  diflërenoe  de  deux 
carrés;  Téquation  elle>même  se  décompose  donc  dans  les  deux 
&cteurs 

c'Bjp*  —  a'b^Xz*  —  a*c*  H-  2a*bcz\h  =  o, 
c»Ba;*  —  a*b*kz*  —  a*e*  —  M*bcz  \/a  =;  o, 

qui,  étant  eux-mêmes  chacun  la  différence  des  deux  autres  carrés, 
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se  décomposent  dans  les  quatre  Acteur» 

—  cjc  y  iï  —  a^fz  \^  -h  a'c  =  o, 

car\/B  —  abz  y^A -h  a'e  =  o; 
ou,  remettant  pour  A  et  B  leurs  valeurs 

cx^a*  —  y -h azy/b*  —  c*  -h  acyja*  —  c*  =  o, 

—  ex  y  V  —  — -  as      —  t'  H-  oc  \/«*  —  c*  =  o, 

—  c«  ^o*  —  h*-haz  ^b*  —  c*  -h  ae^a*  —  c*  =  o, 

cx\fa^  —  ff'  —  az^b*  —  r*  -h     y^a'  —  c*  =  o, 

({ui  sont  les  équations  des  quatre  droites  menées  par  les  extrànilQS 
des  axes  de  l'eitipse  auxiliaire,  prises  deux  à  deux. 

IX. 

La  plupart  des  autres  sur&œs  ont  des  ombiUcs  analogues  à  ceux 
que  nous  avons  remarqués  sur  celle  de  Tellipsoide,  et  il  est  &dle 
de  trouver  leur»  positions  avant  même  que  d*avDir  int^ré  l'équa- 
tion des  lignes  de  courbure;  car  les  ombilics  sont  les  points  dans 
lesquels  les  lignes  des  deux  espèces  de  courbure  se  changent  Tune 
en  l'autre,  et,  par  conséquent,  pour  chacun  desquels  les  deux  lignes 
de  courbure  se  confondent.  Ces  points  sont  donc  ceux  pour  les- 
quels les  deux  valeurs  de      que  fournit  l'équatioii  [générale  des 

lignes  de  courbure,  sont  rivales  entre  ellos;  et  1  on  aura  une  relation 
entre  leurs  coordonnées,  en  ("galant  à  zéro  le  radical  i)ar  lequel  ces 
deux  valeurs  dillêrent  entre  elles.  Faisons-en  1  application  au  cas 


de  Tellipsoide,  pour  lequel  réquation  générale  différentielle  des 
lignes  de  courbure  est 

A*r  ^ ^  (â?*  -  Ajr»  —  B]  —  jçr  ^  o. 

Si,  après  avoir  rébolu  cette  é(|uation  du  second  degié  algébrique, 
un  égale  à  zéro  le  radical,  on  aura 

dont  le  premier  membre  est  la  somme  de  deux  carrés,  et  qui  ne 
peut  rien  exprimer  de  réel,  à  moins  qu'cm  n'égale  à  zéro  la  racine 
de  chacun  de  ces  carrés;  ce  qui  donne  en  même  temps  les  deux 
équations 

xy*  =  o» 

a?»  — Ar«  — B==oî 

mais  la  première  de  ces  équations  a  ellefilême  deux  fréteurs  qui  peu- 
vent avoir  lieu  séparément.  Donc  nous  av<m»  dem.  cas  à  considérer  : 
I  *  le  cas  oit  Ton  aurait  en  même  temps 

jTsso    et       —  Aj-'  —  B=o; 

•y  celui  <m  Von  aurait  en  même  temps 

xsso   et   4f*  —  Ay*  —  B=o. 

I^e  premier  cas  donne 

jr  =  o   et   af=VB  =  — ===_  , 

V*i*  —  c* 

ce  sont  les  coordonnées  que  nous  av<ms  trouvées  pour  les  projec- 
tions des  ombilics  sur  le  plan  de» 
I<e  seccMid  cas  donne 

y'fi  j  

ar=o    et   j  =  — y— i, 
VA 

ao 


qui  sont  les  oooi donmVs  d'un  point  imaginaiiv.  Ain.si,  il  u  i  xiste 
pas  sur  la  suriiu  e  il  autres  ombilics  que  ceux  que  nous  avons  eon- 
sidcrcs. 

Xous  aui'ons  occasion,  dans  la  suite,  de  Toir  des  sur&oes  dont 
tous  les  points  sont  de  semblables  cnubilics. 

X- 

S'il  était  questi(H)  de  voûter  un  espace  drconscrit  en  projection 
horizontale  par  une  ellipse,  on  ne  pourmit  pas  donner  à  la  voûte 
une  sur&ce  plus  convenable  que  celle  de  la  moitié  d'im  ellipsoïde 
dont  une  des  ellipses  principales  coincid^^t  avec  l'ellipse  de  la 
naissance;  et,  en  supposant  que  cette  vdiite  dût  être  exécutée  en 
pierres  de  taille,  il  iaudrait  que  la  division  en  voussoirs  fiit  opérée 
au  moyen  des  lignes  de  courbure  dont  nous  avons  donné  la  con- 
struction, et  que  les  joints  fussent  les  surfaces  déveIop|>ab1es  nor- 
males à  la  voûte,  lignes  de  division  en  voussoirs  traceraient 
sur  la  sur&ce  des  oompartiments  rectangulaires  susceptibles  de  dé- 
coration, et  ces  compartimtmts  eux-mêmes  n'auraient  tien  de  fim^ 
tastique,  puisqu'ils  ne  seraient  qu'une  suite  nécessaire  de  la  {Hre- 
mière  donnée,  qui  est  une  ellipse;  mais  la  destination  de  cet 
emplacement  pourrait  influer  sur  le  choix  de  celui  des  trois  axes 
qu'il  faudrait  placer  verticalement. 

U  n'y  aurait  aucune  raison  pour  faire  Taxe  vertical  égal  à  l'un 
des  deux  axes  horizontaux;  ainsi  les  trois  axes  seraient  inégaux. 
Dans  cette  hypotlicse,  l'axe  vertical  pourrait  être  plus  {çrand  que 
les  deux  autres,  et  alors  la  voûte  serait  surmontée;  il  pourrait  être 
pins  petit,  et  ]:\  voûte  sernit  surbaissée;  enfin,  il  pourrait  être 
compris  (miIic  les  deux  autres,  et  la  voûte  serait  movenne.  La  voûte 
surmontée  aurait,  eu  ^(■ui-ial,  jjIus  de  liardiesx'  et  pins  de  diuuité'. 
et,  si  la  naissance  était  elle-même  à  une  jurande  hauteur,  quelle  que 


fût,  d'ailleui's,  la  destination  de  I  t'iuplneenient,  cv  serait  la  voùt«f 
sitrmoillâe  qu'il  fiiudrait  employer,  parce  que  sa  ptinde  élévation, 
Élisant  paraître  ses  dimensions  verticales  plius  petites  qu'elles  ne 
seraient  réellement,  écraserait  trop  une  voûte  d*une  autre  espèce. 
La  TOÛte  surbaissée,  en  diminuant  le  volume  de  Pair  compris  dans 
l'emplacement,  serait  plus  favorable  à  la  voix  d'im  orateur.  Si 
remplacement  devait  être  éclairé  par  deux  lustres  suspendus  à  la 
voûte,  il  &udrait  que  cette  voûte  fut,  ou  surmontée  ou  surbaissée, 
parce  que,  dans  ces  deux  cas,  sa  sur&ce  aurait  deux  ombilics 
placés  symétriquement  au-dessus  du  grand  axe  de  l'ellipse  hori* 
zonlafe,  et  que  ees  ombilies,  rendus  tTtVap[Mirents  par  les  oonir 
partiments  qui  se  distribueraient  autour  d'eux,  seraient  les  points 
naturels  de  suspension;  alora,  on  pourrait  disposer  du  rapport  entre 
les  trois  axes,  pour  que  ces  points  tussent  espacés  d'une  manière 
eonvenal)le. 

Au  contraire,  si  rrmplncrmciit  devait  avoir  (|iiiitrc  ^liiiidcs  ou- 
vertures, ou  si  lu  voûte  (levait  être  portée  |).ir  (|iuitre  groupes  de 
t'»)U)niu'N,  ou  (Miliii  >i.  la  dé<'oration  inli'i  ii'iire,  ou  employait 
cpiatre  supports  (listnl)ti»'s  svmélriquemeTit.  il  faudrait  <  lioisir  la 
voûte  moyenne  poiii-  l;i(|nt  lk-  les  ([iiatrc  oinlMli<>  sotjt  U)ii|oiu^ 
dans  la  naissance,  et  placer  les  massils  uu  les  supports  aux  quatre 
extrémités  des  axes,  parce  que  c'est  aux  environs  de  ees  quatre 
points,  et  loin  des  ombilics,  que  les  lignes  de  courbure,  rendues 
apparentes  par  la  décoration  de  la  voûte,  et  qui,  d'ailleurs,  ren- 
contrent toutes  verticalement  la  naissance,  s'écartent  plus  lentement 
de  la  \ifpie  de  plus  grande  pente  de  la  surfiice. 

XL 

On  s'occupe  aujourd'hui  de  la  construction  de  salies  pour  les 
deux  Conseits  de  la  législature;  les  emplacements  dont  on  a  pn 

20. 
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disposer,  jusqu'à  prcseut,  pour  de  semblables  salles,  ont  fore*;  de 
donner  à  l'anipliidiéâtre  moins  de  profondeur  en  fiuse  de  rorateur 
que  sur  les  oâtés;  mab,  l'expérienoe  ayant  prouTé  que  b  voix  se 
porte  à  une  plus  grande  distance  en  &ce,  il  parait  que  c'est  une 
disposition  toute  contraire  qu'on  devrait  adopter.  De  toutes  les 
formes  allongées  (pi' on  pourrait  donner  à  l'amphithéâtre,  il  n'y  en 
a  aucune  dont  la  loi  soit  plus  simple  et  plus  gracieuse  que  l'ellipse; 
il  fiiudrait  donc  que  la  salle  fut  elliptique,  et  ({u'élle  fut  couverte  par 
une  voûte  en  ellipsoïde  surbaissée. 

Le  service  des  assemblées  législatives  exige  un  emplacement  pour 
le  bureau,  en  avant  duquel  est  la  tribune  de  l'orateur.  En  plaçant  le 
bureau  à  un  des  sommets  de  l'ellipse,  on  pourrait  lui  consacrer  un 
espace  suffisant  pour  la  commodité  du  service,  et  Torateur  se  trou- 
verait naturdlement  placé  sous  un  des  ombilics  de  la  voûte;  l'am» 
phithéâtre  n'occuperait  que  la  partie  qui  est  en  avant.  Une  galerie 
qui  ferait  le  tour  entier  de  la  salle,  et  qui  serait  assez  élevée  pour 
être  très-<listincte  de  l'amphithéâtre,  fournirait  des  places  au  public. 
La  salle,  qui  n'aurait  ni  tribune  ni  aucune  espèce  d'irré^ilarité, 
pourrait  être  décorée  p;ir  des  colonnes,  à  chacune  desquelles  cor- 
respondrait une  nervure  de  la  voûte,  pliée  suivant  la  li^ne  de  cour- 
bure ascendante.  Toutes  ces  nervures,  verticales  à  leur  naissance, 
se  oouiberaient  autour  de  Tun  ou  de  l'autre  ombilic,  pour  redes- 
cendre ensuite  à  plomb  sur  les  colonnes  opposées,  et  elles  seraient 
croisées  perpendiculairement  par  d'autres  nerviu'es  f)liées  suivant 
les  lignes  de  l'antre  courbure.  1  ^es  intervalles  de  ces  nervures  pour- 
raient être  à  jour,  soit  pour  éclairer  la  salle,  soit  pour  (iomu  r  des 
issues  !»  l'air,  et  Ibrmeraient  xm  v\tn>^e  moins  fantastique  que  les 
roses  de  nos  églises  gothiques.  Enfin,  deux  lustres  sfispendus  aux 
ombilics  de  la  voûte,  et  à  la  susjîension  desquels  la  M>ùt«'  entière 
semblerait  eoueourir,  serviraient  à  éclaiier  la  salle  pendant  la  nuit. 

Nous  n  entrerons  |>as  dîMis  de  plus  grands  détails  à  cet  égai'd;  il 


/ 


noiLS  sufTit  (l'avoir  indiqué  aux  artistes  un  ()!)jel  simple,  et  f!ont  l;i 
déroratiou,  quoique  trtîs-riche,  jxmrrait  n'avoir  rien  d'arbitraire, 
piiisqu  elle  consisterait  principalement  à  dévoiler  à  tous  les  yeux 
line  ordonnance  très-gracieuse,  qui  eal  dans  la  nature  même  de  cet 
objet. 


EXPUaT10.\  DES  HGIRES  {Plaiw/ies  Ictll). 

nCURB  I. 

liH  Jig.  I  représente  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la 
»ur&ce  de  Tellipsoide  sur  le  plan  qui  passe  par  le  grand  axe  AB  et 
par  Taxe  moyen  CD.  Lorsque  la  voûte  est  surbaissée,  ce  plan  est 
celui  de  la  naissance;  c'est  le  cas  qœ  nous  avons  supposé  dans 
Vartide  XI. 

GLO  est  le  quart  <le  l'ellipse  auxiliaire  ;  OHI  est  une  partie  de 
l'hyperbole  auxiliaire.  H  suffit,  pour  cette  dernière  courbe,  de  con- 
struire l'arc  c]ui  correspond  à  la  partie  OB  du  grand  axe.  Cette 
ellipse  et  cette  hyperb(Je  <mt  les  mêmes  axes,  dont  les  moitiés  sont 
KG,  KO,  et  dont  nous  détaillerons  la  constmcli<m  clans  la^^.  a. 

Les  ellipses,  telles  que  MNM'N',  sont  les  projections  des  lignes 
d'une  des  courbures;  leurs  sommets  M,  N  se  construisent,  pour 
chacune  d'elles,  en  abaissant  d'un  point  H,  pris  sur  l'hyperbole 
auxiliaire,  les  coordonnées  rectangulaires  HM,  HN.  Il  peut  arrtTer 
que,  de  ces  deux  pointe  M,  N,  l'un  soit  déterminé  par  d'autres 
conndératiom.  Par  exemple,  en  regardant  ces  lignes  de  courbure 
comme  telles  qui  divisent  en  voussoirs  la  surface  d'une  voûte,  on 
[leut  désirer  que  les  hauteurs  des  assises  successives  tliflcrent  entre 
elles  le  moins  possil)le.  Dans  ce  cas,  on  pourrait  diviser  la  demi- 
circonférence  VA)K  de  l'ellipse  verticale  en  parties  sensiblement 
égales  entre  elles,  et  projeter  ces  points  de  division  sur  l'axe  GO, 
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ce  qui ,  pour  chaque  ligne  de  courbure  corr(>spondante,  déternime^ 
rait  le  point  M.  Alors,  pour  trouver  l'autre  sommet  N  de  la  même 
ellipse,  il  faudrait,  par  le  point  M,  mener  MH  parallèle  à  AB,  la 
prolonger  jus^^u'ù  la  rencontre  de  Thyperbole  auxiliaire*  et,  du 
point  H  d'intersection,  abaisser  sur  AD  i<i  pei-pendiculaire  HN,  qui 
déterminerait  le  point  N. 

Les  hyperboles,  telles  que  SPRS'P'R',  sont  les  projections  des 
lignes  de  l'autre  courbure.  Les  extrémités  P,  Q  de  leurs  axes  se 
construisent,  pour  chacune  d'elles,  en  abaissant  d* un  même  point  L, 
pris  sur  l'ellipse  auxiliaire,  les  coordonnées  rectangulaires  LP,  LQ. 
Dans  la  Jig.  »,  nous  indiquerons  comment  on  construirait  ces 
points  s'il  £Ulait  que  l'hyperbole  passât  par  un  point  déterminé  K 
<ie  la  naissance. 

O  et  (/  sont  les  projections  des  ombilics. 

FIGURE  9. 

li  objet  (le  la  /iiT.  y.  est  de  donner  les  dclails  de  l.i  ruii-,ii  uctioii 
des  extrémités  O,  (i  des  axes  eoiuiiiiuis  de  l'ellipse-  cl  de  rh\|K'rhole 
auxiliaires.  Soient  ADB  la  moitié  de  la  grande  ellipse  horizontale 
qui  passe  par  les  naissances  de  la  voûte  surbidssée;  F,  F  ses  foyers; 
AVe  le  quart  de  l'ellipse  verticale  dont  le  plan  passe  par  AB  ;  f,  f  ses 
foyers;  DUE  l'ellipse  qui  passe  par  KD;  et^un  de  ses  foyers.  Pour 
construire  le  point  O,  on  portera  Kf  et  KF  sur  l'autre  axe,  de  K 
en  f  et  F';  cm  mènera  la  droite  f  B,  et,  par  le  point  F\  on  lui  mè- 
nera la  parallèle  F'O,  qui,  par  son  întersectitMi  avec  l'axe  AB,  dé- 
terminera le  point  O.  De  même,  on  portera  K/* sur  l'autre  axe»  de  K 
en on  mènera  la  droite/'D,  et,  par  le  point  F,  cm  kd  mhiera 
une  parallèle  FG,  c^ui,  par  aa  rencontre  avec  l'axe  KD  prolongé, 
déterminera  le  point  G. 

Si,  la  voûte  devant  être  décorée,  les  lignes  de  courbure  ascen- 
dantes, et  qui  sont  projetées  sur  les  hyperboles,  devaient  être  ren- 
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dues  apparentes,  soif  jmiir  tiini(|uer  des  tninicnux  (|ul  concspim- 
(Iraicnt  à  des  eolofiiu's  d  ;n cliiU'etlire  grci^qnc .  soit  pnui  tiacci'  des 
nerviiics  qui  eom'>pi>ii(li;iicnt  à  des  piliei-sd  arclulfcliii  c  j^olliitjue. 
il  faudruit  ipic  (  «-s  roloimes  dans  un  cas,  et  ces  pilit-rs  dans  l'autre, 
fussent  également  espacés,  et  que  les  hyi)erholes  di\ L->iis»ent  l'el- 
lipse AOB  de  la  naissance  en  parties  sensiblement  égales;  et  alors  le 
point  R  de  cette  ellipse,  par  lequel  cliaque  hyperbole  devra  passer, 
serait  déterminé  antérieurement.  Dans  ce  cas,  pour  trouver  le 
sommet  P  de  cette  hyperbole,  il  fiiudrait,  du  point  R,  abaisser 
sur  AB  la  peipendiculaire  RT,  mener  la  droite  f  T,  et,  par  le 
point  F',  mener  à  cette  dernière  la  parallèle  F'P,  qui  couperait 
l'axe  AB  dans  le  point  P.  Quant  à  rextrémite  Q  de  l'autre  axe,  on 
la  déterminendt  en  menant  par  le  point  L  l'ordonnée  PL  à  Tellipse 
auxiliaire,  et  en  abaissant  du  point  L  l'autre  coordonnée  LQ,  qui, 
par  sa  rencontre  avec  l'autre  axe  KG,  déterminerait  le  point  Q. 

FKIURK  3. 

I.a  Jig.  3  représente  les  projections  des  lignes  <le  courbure  de 
la  surface  de  rclli[)soMl('  sur  le  plan  <jui  passe  pnr  le  plus  j^nuid  AH. 
et  par  le  plits  petit  des  trois  axes.  Lorsque  lu  voùle  est  sur- 
baissée, comme  nous  Tavons  supposé  dans  Tarticle  XI,  ce  plan  est 
vertical. 

W,(j  est  Ir  «jn  irt  de  l'ellipse  aiiviliaii»'.  Nous  dt>nnerons,  dans 
la 4,  les  détails  de  la  construction  <le  ses  a\es. 

Les  ellipses,  telles  que  MNM'N',  qui  ont  un  axe  plus  grand  que 
le  grand  axe  AU,  sont  les  projections  des  lignes  d'une  des  courbures; 
et  les  ellipses,  telles  que  QPQ'P',  qui  ont  unaxe  |>la,  -land  que  le 
petit  axe  SB',  sont  les  projections  des  lignes  de  l'autre  courbure. 
Ces  deux  suites  d'ellipses  se  construisent  de  la  même  manière,  et 
Ton  trouve  les  extrémités  des  axes  de  chacune  d'elles  en  abaissant 
d'un  même  point  de  l'ellipse  auxiliaire,  sur  les  deux  axes,  les  per- 
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pendiculaires  LP,  pour  celles  d'une  suite,  et  11  iM,  UN  pour 
relies  de  i  autre. 

0,0,0,0  sont  les  quiitie  oiubilics  qui,  dans  cette  projection, 
sont  placés  sur  le  contour  apjjarent  de  la  surface. 

Si,  par  les  extrémités  des  axes  de  l'ellipse  auxiliaire,  on  mine  les 
quatre  droites  XG,  GX',  X'G,  G'X ,  qui  s«Tont  parallèles  deux  à 
deux,  chacune  d'elles  touchera  toutes  les  |)i  c<jectioo8  de  lignes  des 
deux  courbures,  en  sorte  que  toutes  les  ellipses  qui  forment  ces 
projeclimis  seront  inscrites  dans  un  losange. 

FIGURE  4. 

hàjig.  4  a  pour  objet  de  donner  les  détails  de  la  construction 
des  extrémités  X,  G  des  axes  de  Tellipse  auxiliaire  de  la^.  3. 
Soient  AB  le  grand  axe  de  rdlipsoide;  KD  la  moitié  de  Taxe  moyen  ; 
KE  la  moitié  du  petit  axe;  F,  F  les  foyers  de  la  grande  dlipse, 
dont  on  a  représenté  le  quart  par  ASD;  f,  f  les  foyers  de  Tellipse 
moyenne  AOE;  et/ un  des  foyers  de  la  petite  ellipse  DUe.  Pour 
construire  le  sommet  X  de  l'ellipse  auxiliaire  KLG,  on  portera  KF 
et  Kf  sur  l'autre  axe,  de  K  en  F'  et  on  mènera  F'B|  et,  par  le 
point  f,  la  parallèle  f'X,  qui,  par  sa  rencontre  avec  Taxe  AB  pro- 
longé, déterminera  le  point  X.  De  même,  pour  l'extrémité  G  de 
l'autre  axe,  on  portera  Kf  sur  AB,  de  K  en  on  mènera  la 
droite /'Ë,  et,  par  le  point  f,  la  parallèle  fG,  qui,  par  sa  rencontre 
avec  Taxe  KË  prolongé,  déterminera  le  point  G. 
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DE  LA  GÉNÉRATION  DE  LA  SURFACE  COURBF  DONT  TOUTES  LES  LIGNES 
DUNE  DES  COURBURES  SOM  DAKS  DES  PLA5S  PARALLÈLES  A  UN  PLAIS' 
DONNÉ. 


Pour  simplrtit  I  li  h  npérations.  nous  supposerons  d'abord  que  It- 
plan  donné  soit  ^ici  j)  iidiculiiire  an  jilaii  des  (  ,,>'.  Cette  hypothèse 
n'altérera  en  aneinif  iii.tm»  l  e  la  ligujv  de  la  Mirface  rourbe;  elle  ne 
produira  d'autre  eflcl  que  île  lui  donner  une  position  déterminée 
dans  l'espace.  Ensuite,  et  lorsque  nous  aui*ons  trouvé  la  génération 
de  la  sur&oe  considérée  dans  oette  position  partÎGiilière,  nous  pas- 
serons au  cas  général,  pour  lequel  nous  n'aurons  plus  à  ftire  que 
des  opérations  analogues,  et  nous  pourrons  exposer  ces  opérations 
d'une  ntanière  plus  rapide. 

Soit  yssax  l'équation  du  plan  mené  par  Vorigine,  et  auquel 
doivent  être  parallèles  tous  les  plans  qui  contiennent  les  lignes  de 
courbure;  l'équation  goiérale  de  ces  [dans  sera 

dans  laquelle  a  est  une  constante  absolue  dont  la  valeur  est  la  mênw 
pour  tous  les  plans,  et  «  est  une  quantité  constante  pour  chaque 
plan  et  variable  d'un  de  ces  plans  à  l'autre.  Pour  chaque  ligne  de 
courbure  en  particulier,  «  sera  donc  constante,  et,  en  différentiant, 
on  aura 


Doue,  eu  substituant  cette  valeur  de  ^  dans  réquation  de  la  pro- 
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jecticm  des  lignes  de  couitiure 

un  uura 

-[(I  +p^)s-pqr] 
ou,  ordomiant  par  rapport  aux  différences  secondes, 

(r  +  oj)  y*)  -i- /^^  |  =  {s -j- at)  [i  -h/^^  H-  ^7/^7  |. 

équation  qui,  exprunant  la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  le» 
quantités  r,  s,  t  pour  que  les  lignes  de  eourbure  soient  dans 
des  plans  parallMes  nu  [tinn  doiin('\  est,  aux  différences  partielles 
secondes,  celle  de  la  surlkce  demandée. 

II. 

Pour  trouver  les  deux  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre,  nous  redteroherons  d'abord  celle  de  la  caractéris- 
tique de  la  surface.  Pour  oelai  après  avoir  lait,  pour  abr^er, 

-l-î*)-l-/>y  =  M, 
i-\-p*-\-apq  =  JXj 

ce  qui  réduit  l'équation  aux  difiërences  secondes  à  la  tbrme  plus 
simple 

(r-h<v)M  —  («H-a<)NsB  o, 

nous  la  (iiftérentierons  en  regardant  r,  s,  t  conmie  seules  variables; 
et,  en  nommant  R,  S,  T  les  coefficients  respectilk  des  différentielles 
«le  ces  trois  (juantités,  nous  trouverons 

R=:M,    S  =  aM  — iN,    T  =  — oN, 
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et  réquation  de  la  caractéristique  sera 

M<(r*  —  (oM  —  N)  dxdy^  -  a^dx*  =  o, 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

{dy  —  adx)  {Miiy  h-  ^dx)  =:  o. 

Or  cette  équation  a  deux  facteurs;  donc  la  surface  que  nous  consi- 
daians  a  deux  caractéristiques  indépendantes ,  et  dont  les  projections 
sur  le  plan  des    j  ont  pour  équations  séparées  et  distinctes: 

djr  —  adr  =  o, 

La  première  de  ces  équatioiis  est  ceOe  d^tin  plan  parallèle  au  plan 
donné;  d'où  il  suit  que  l'une  des  caractéristiques  est  la  ligne  mènie 
de  courbure  qui  doit  être  dans  ce  plan. 

Nous  opérerons  ensuite  pour  chacune  de  ces  caractéristiques  en 
particulier,  et  d*abord  pour  la  pratnière* 

La  seconde  équation  de  cette  caractéristique  n'est  autre  chose 
que  celle 

(r  -i-as)M  —  {s  -hat)ii^o 

de  la  surface  courbe,  sur  laquelle  elle  existe  tout  entière.  Doms 
si  de  cette  dernière  équation  on  chasse  /  ,  ^,  ^  au  moyen  des  deux 
équations 

{ip  =  riLv  -r  sclj\,      dq  —  sdx  -+-  tdj  , 
qui  ne  sont  que  les  définitions  de  ces  trob  quantité,  et  si  l'on  lait 

—  adx=:o, 

ce  qui  a  lieu  pour  la  caractéristique,  la  seconde  équation  de  cette 
rourbe  sera 

Sl^  —  ^d^  =  o. 

ai. 
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Ainsi,  en  remettant  pourM  etNleunTalearB,  on  aura,  pour  la 
caractéristique,  les  <Ieux  équations  aux  difrérences  ordinaires 

tly  —  adx  =  o, 
[a(i  -H  q*)-^pq\dp  —  (i  -H/?*  H-  (^)dqs^o. 

Or  oes  équations  sont  toutes  deux  intégrables;  cela  est  évident  pour 
la  première.  Quant  à  la  seconde,  si  l'on  ajoute  à  chacun  des  coeffi- 
cients dedpétdqi»  qu'il  fimt  pour  que  la  quantité  i  +  9' 
y  entre  complètement,  et  si  l'on  retrandie  ensuite  ce  qu'on  aura 
ajouté,  on  aura 

(i  -h/»»  H-  q*)  {adp  —  dq)  —  [ap  —  7)  {pdp  4-  (/d^/)  —  o, 

équation  séparée.  Donc  les  deux  équations  intégrales  de  la  caracté- 
ristique sont 

y  —  a.r  = 

et  et  »  étant  les  f\en\  constantes  arbitraires.  La  surlace  est  donc  telle 
que,  si  la  première  de  ces  équations  a  lien,  la  seconde  a  aassi  lien 
nécessairement,  e'est-à-dii  e  (jiie,  si  a  est  eonstrmt  et'  «'st  aussi  con- 
stant. Donc  les  rpiantités  »eta'  sont  constantes  enscnible  cl  variables 
ensemble;  donc  la  première  équation  de  la  suriace  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre  est 

(a)  x^ax  =  ^(  ,  V 

Quant  à  Taulre  caractéristique,  si,  au  moyen  de  sa  première  équation 

M«^H-  N<£rs&  0, 

on  chasse  M  et  N  cle  l'étjuation  de  la  surface 

(r as)M  —  {s -h  at)N  —  01 


• 
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et  si  de  celle-ci  on  élimine  r,  j*,  t  par  leurs  équations 

dp  +  sdfj     dq  —  sdx  H-  tifyt 

on  aura  pour  secontle  équation  de  cette  courbe  : 

C$9  +  adq  s  o. 

Ainsi»  en  remettant  pour  M  et  N  leurs  valeurs,  et  à  cause  de 
dz=p€be-hq(lf,  on  aura,  pour  la  seconde  caractéristique,  les 
deux  équations  aux  <fififêrences  ordinaires 

djc     ady  ~h  {p  -+-  «7  )  dz  =  o, 
dp  +  adq  =  o. 

Or,  de  ces  deux  équations,  la  seconde  est  évidemment  int^rable  ; 
quant  à  la  première,  die  le  devient  par  l'addition  de  la  quantité 
s(ji^-^adq),  qui  est  nulle  en  vertu  de  la  seconde;  donc  les  deux 
équations  intégrales  de  cette  couibe  sont 

£  -h  a)'  -h  (p  -h  a<i  )  z  =  [i\ 
p      aq  —  p. 

Donc,  en  raisonnant  comme  pour  l*aotre  caractéristique,  les  deux 
quantités  ^  et  ^'  sont  fonctions  Tune  de  l'autre,  et  la  seccmde  équa- 
tion aux  dififérenœs  du  premier  ordre  de  la  surlace  est 

(b)  a;  -+-  aj'  -h  {p  -h  af/)z  =  -^[p  -h  aq), 

Lamardie  que  nous  venons  de  suivre  pour  parvenir  de  l'équa- 
tion en  diil&rences  secondes  aux  deux  équations  en  diiïérences  pre- 
mières, est  une  véritable  intégration;  nous  avons  tâché  d'en  rendre 
le  procédé  dair  par  la  géométrie. 

Les  deuxintégrales  premières  (a) ,  {b)  sont,  chacune enparticulier, 
d'une  forme  que  l'on  sait  traiter;  mais,  parce  qu'elles  appartiennent 
toutes  deux  à  la  même  sur&oe,  elles  se  prêtent  un  secours  mutuel 
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pour  leur  intégration,  comme  nous  allons  Texposer  d  une  manière 
générale. 

III. 

Si  l'on  avait,  entre  les  cinq  quantités  a;, ^,  z,p,<i,  une  troisième 
équation  rjui  appartînt  encore  à  la  même  surface,  et  qui  fût  obtenue 
par  une  atitrc  ronsidératinn ,  riiitc'i^rale  finie  serait  le  résultat  de 
réiiminatiou  de  //  et  de  <y  entre  ces  trois  équations.  Or  on  a 

Hz  =  pdx  +  ^ffyt 

<^ui  résulte  de  la  détinition  des  quantités  p  et  y.  Il  ne  s'agit  donc 
que  de  l'intégrer  puur  avoir  cette  troisième  équation. 
Si  p  et  Y  étaient  constantes,  Finte^le  de 

dz  =  pdx -\- ijdj 

serait 

z^px-\-  y.r-»-  A, 

dan>  laquelle  A  serait  une  constante  arbitrairt-  alisoluc:  iiiai?>,/-i  et  «y 
étiuit  toutes  deux  variables,  il  faut  ;  i  "  (juc  A  soit  une  Ibiictidii  ai  l  »i- 
traire  des  deux  quantités p  et  (j ,  (ju On  a  remaniées  comnie  conslanles 
«laiis  r intégration;  2"  qut*  c-t-ltc  lbnctit)ii  suit  telle,  (jiie  les  différen- 
tielles de  l'intégrale,  prises  en  reafîirilant  Mieet'Si.i\ e/iieiit  p  et  (j 
conmie  seules  variables,  soient  salisliiiles:  ainsi,  en  représentant 
par  7  la  fonction  arbitraire  de  p^     on  aura  les  trois  équations 

{d)  .r  -f-     =  o, 

qui  appartiennent,  en  général,  à  toutes  les  surfaces  courbes.  Poin  ' 
([u'elles  appartiennent  seulement  aux  surfaces  que  nous  considé- 
rons, il  faut  rpie  la  fonction  -r  soit  telle,  que  les  cinq  é(|untions  >.a\, 
(A),  (cj,  {fi)j  {e)  puissent  avoir  lieu  en  même  temps,  ou  qu  en  eli- 
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minant  entre  t'Wes  Irs  frof<  onordonnoes  .r.  >  ,  3,  les  deux  é(|nations 
résultantes  en  f/.  tt,  t\  t"  soient  satisfaites.  De  ces  deux  équa- 
tions résultantes  on  tirera  le»  valeui-s  de  vr'jTr"  en/;  et /y,  en  les 
substituant  dam 

on  aura,  mtre  les  trois  variables  p,tj,7T,  une  é(}uation  aux  diffé- 
rences ordinaires,  qui  tiendra  lieu  des  deux  résultantes,  et,  par 
coiLséquent,  de  deux  quelconques  des  cinq  équations  (a),  {r)y 
{d) ,  \c) .  Cette  équation  appartiendra  toujours  à  une  surfilée  courbe, 
e'est-it-dire  pourra  toujours  être  rendue  intégrable  par  un  facteur, 
lorsque  (a)  et  (6)  appartiendront  elles-mêmes  à  une  même  surtiu'e 
courbe;  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  présent,  puisque  (a)  et  {h)  sont  les 
deux  intégrales  premières  d'une  même  équation  aux  dilTéreiires 
secondes. 

fi'intégrale  de  eett«»  éfjiiation  donnera  en  p  et  q  la  forme  de  la 
foncti(»n  TT,  que  1  on  substituera  dans  trois  queleon(jucs  des  équa- 
tions (a),  ih),  [(•},  (r),  par  exemple  dans  les  trois  dernières;  et 
l'intégrale  finie  de  ré(|uation  aux  différences  partielles  secondes  sera 
le  résultat  de  1  élimination  de  deux  indéterminées  /'cty  entre  ces 
trois  I  [uations. 

^ous  allons  applit^uci  ce  procédé  au  cas  pre:>ent. 

IV. 

Pour  ahn-^er,  nous  ri'|)résentei  ons  par  les  lettres  simples  «  et  ^ 
les  quantités  (|ui  sont  sous  les  (onctions,  ce  qui  donnera 
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puis,  ëluninant  a  ,  z  entre  les  dnq  équations  {a) ,  (h) ,  {c} ,  {cl} ,  (e) , 
on  aura  les  deux  résultante» 

air'  —     ^  pay 

desquelles  on  tirera  les  valeurs  suivantes  de  v'  et  tt"  : 

(iH-  a«  ^_  p»)»'  =  -J^  _  4P  H-  f«(i  -h  q')  H-  pq]  fa, 

(I -H  a*  H- p')7r"=  a^w  —  «•i,'^  — [i  i  «/^]^«, 

qui,  étant  substituées  dans  dir='ir'dp-\-'}r''dq,  et  mettant  pour  dp 
et  dî^  leurs  valeurs  en  «,  jS,  «k,  r/jS,  donnent,  pour  équations  aux 
difiërenoes  ordinaires^ 

Le  premier  membre  de  oette  équation  est  unedlffénmtielle  exacte; 
dans  le  second,  les  variables  sont  séparées,  en  sorte  que,  si  les  fonc» 
tîons  9  et  4  étaient  déterminées  et  données,  l'intégration  He  ce 
membre  ne  cléjiendrait  que  des  cjuadratures;  mais,  daas  le  cas  pré- 
sent, où  les  fonctions  ^  et  4  90nt  arbitra  ires,  le  second  membre  doit 
«*tre  regardé  comme  composé  des  diftérentielles  de  deux  antres 
fonctions  arbitraires,  l'une  Hc  a  et  l'autre  de  ^j.  Heprésentaiit  donc 
«•es  nouvelles  fonctions  j);ir  d'autres  canictères  <S"  et  M  ,  dont  le  der- 
nier même  exprime  ce  que  devient  la  fonction  (|uand  on  a  fait  dis- 
paraître le  dénominateur  de  l'intégrale,  cette  inti^;rale  sera 

ir  =  *«V0  -h  ff»  -h  (â*)  -h 

remettant  pour  a  et  les  quantités  qu'elles  représentent,  et  substi- 
tuant ensuite  pour  ?r  sa  valeur  dans  les  trois  équations  (c),  {d)^  {e)^ 


la  première  deviendra 

entin^  représentant  par  —  o  cette  équation,  l'intégrale  finie 
sera  le  résultat  de  rélimination  des  deux  quantités  pt  q  entre  les 
équations 

M  =  o, 

La  première  de  ces  équations  étant  oeile  d'un  plan,  il  s'ensuit  cpie 
l'intégrale  présente  la  sur&ce  dont  nous  nous  occupons,  conune 
Tenvdoi^  de  l'espace  parcouru  par  un  plan  qui  se  meut  en  vertu 

de  la  variation  de  deux  des  constantes  qui  entrent  dans  scm  équa- 
tion, c'est-à-dire  que  l'intégrale  définit  la  surface  par  la  propriété 
de  son  plan  tangent.  Il  serait  làcile  de  déduire  <le  là  la  génération 
de  cette  surface  ;  mais  d'autres  considérations  vont  nous  conduire 
à  un  nouveau  résultat  intégral,  qui  nous  fournira  une  génération 
plus  simple. 

V. 

Nous  avons  vu  que  les  deux  équations  de  la  seconde  caracté- 
ristique sont 

J?  -h      -•-      =  4pi 

Noud  suvuiis,  d  ailleurs,  <{ue  les  éqitations  de  la  normale  à  la  surface 
courbe  sont  en  x' y  y' ,  s', 

a;  —  ,r'  ^  yz  —  z')p  —  G, 

r  —  y  -t-  (ï  —  a')  ?  =  **• 
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Donc  on  aura,  en  x\  y' ,  z  ,  réquation  de  la  surface  qui  est  le  lieu 
de  la  suite  des  nonnales  mmées  par  les  points  de  ta  même  caracté- 
rîslique,  en  éliminant  entre  ces  quatre  équations  trois  des  cinq 
quantités  ar,  z,p,  q.  Mais,  si  l'on  élimine  trois  de  ces  quantités, 
les  deux  autries  disparaissent,  et  Ton  a 

a-'     aj'  H-  pz  =4^' 

dans  laqudie  |3,  qui  est  constante  pour  une  même  caractéristique, 
est  aussi  constante  pour  la  m^e  surfiice  des  normales.  Donc  cette 
dernière  surfece  est  plane;  donc  la  seconde  caractéristique  est  l'autre 
ligne  de  courbure  de  la  sur&ce,  ligne  qui,  comme  la  première,  est 
une  courbe  plane,  mais  qui  n'est  pas,  comme  elle,  dans  un  plan 
constamment  parallèle  à  lui-même. 

Connaissant  i  équation  des  surfaces  développables  normales,  rela- 
tives à  la  seconde  courbure,  il  sera  facile  d'avoir  wWv  de  la  surface 
des  centres  de  la  première  courbure.  En  effet .  cette  surface  des 
centres,  étant  toucliée  [>ar  toutes  les  surfiic-e^  tlt  \elo|)pables  nor- 
males de  la  seconde  suite,  jjeut  être  regardée  coiume  leur  enveloppe; 
et  son  équation  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre  l'équation 

des  surfiM»s  développables  normales,  et 

qui  est  sa  <Uffêrenlie11e,  prise  en  regardant  ^  comme  seule  variable. 
Or  l'élimination  dont  il  s'agit  est  praticable,  quoique  la  fonction  4 
soit  arbitraire,  car  la  seconde  de  ces  équations  exprime  que  J3  est 
une  fondion  arbitraire  de  z  ;  et,  en  substituant  cette  valeur  dans 
la  première,  onanra  un  résultat  composé,  d'une  manière  arbitraire, 
des  deux  quantités  z'  et  x'  -h  ay' .  Donc,  représentant  par  W  une 
nouvelle  fonction  arbitraire,  l'équation  de  la  surface  des  centres  de 
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la  preimt-i-e  courbure  sera 

Donc  celle  sur&ce  est  celle  d'un  cylindre  à  luoe  quelconque,  et 
dont  la  droite  génératrice  est  constamment  perpendiculaire  au 
plan  donné. 

On  ne  peut  pas,  de  la  même  manière,  âiminer  à  la  fois  dr,  z, 
P,  q  entre  les  équations  de  la  normale 

X  —  .1"'  H-  (z  —  z')/J  —  Oy 

et  les  deux  équations 

de  la  ligne  de  première  courbure;  en  »urte  que  1  equatiott  de  la  sur^ 
&ce  développable  de  la  normale 


y'—  «r'-h  «{z  —  a')  ^1  -h/»'  H-ç*  =  9>i 

que  l'on  trouve  par  réKmination  des  a;  et  j*,  n'est  pas  entièrement 
indépendante  du  point  de  la  sur&ce  et  du  plan  tangent  en  ce  point. 
Ma»,  si  x',  j^,  s'  sont  les  coordonnées  du  centre  <]e  courbure,  la 

quantité  {t — z')  \/ 1  h- p'  -r  est  l'expression  du  rayon  de  cour* 
bure  que  nous  avons  représenté  |)ar  R  ;  on  aura  dfmc 

y'  —  ax'  -H  «R  =  Ça, 

pourvu  que  les  coordonnées  a^^y*  soient  déterminées  à  être  celles 
du  centre  de  courbure.  Or  cette  condition  aura  lieu  si  les  coordon- 
nées et  le  rayon  R  ne  changent  pas  de  grandeur  quand  s  variera, 
c'est-à-dire  quand  on  passera  d'une  sur&ce  développable  normale 

as. 
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à  la  suivante;  et  alors  le  rayon  R  sera  celui  de  la  seconde  courbure. 
Il  (kilt  donc  ^SfSk&mder  cette  équation  en  r^ardant  «  comme  »eale 
variable,  ce  qui  donnera 

R  =  <p«; 

et,  éliminants,  on  aura,  entre  x',x'  ^  une  rdation  indépendante 
du  point  que  l'on  considère  sur  la  surfiice  courbe.  Quelque  la  fonc- 
tion <p  soit  arbitraire,  rélimination  de  a,  est  praricable;  et,  enrepré' 
sentant  par«  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  on  aura 

R  =  *(r'-«.r'); 

donc  le  rayon  de  la  seconde  courbnre  est  l'ordonnée,  dans  le  sens 
des  z,  d'une  autre  surface  c\  litidri(pie  à  hase  quelconque,  et  dont  la 
droite  génératrice  est  en  même  temps  parallèle  et  au  plan  donné  et 
à  celui  des  .r,  j-. 

f  jCS  lignes  de  la  première  courbure  étant  dans  des  plans  parallèle*, 
entre  eux,  et  la  surface  des  centres  de  cette  (  (nirhnrc  étant  cvlin- 
drique  et  itei  peiidiculaire  à  ces  plans,  il  s'ensuit  (jue  le  plan  de 
chaque  ligrie  de  la  preniièi-e  courbure  coupe  la  surface  cylindi  itjue 
des  centres  dans  une  courbe  dont  cette  ligne  de  courbure  est  une 
développante.  Si  donc  on  oonçmt  une  nouvelle  sur&ce  cylindrique 
parallèle  à  cdle  des  centres,  et  dont  ia  base  serait  une  développante 
de  celle  de  la  surface  des  centres,  son  équation  en  .r',  y\  z'  sera 

3'=F(a;'-har'), 

F  étant  une  fonction  dérivée  de  V,  et  qui  pourra  être  prise  arbitrai- 
rement si,  désormais,  on  ne  considère  plus  la  fonction ¥;  et  chaque 
ligne  de  la  prenûère  courbure  aura  tous  ses  points  à  la  même  dis- 
tance de  cette  nouvelle  sur£ice.  De  plus,  cette  di^ncc  constante 
pour  chaque  ligne  de  la  première  courbure,  et  variable  d'une  de 
ces  lignes  à  une  autre,  est  constante  et  variable  en  même  temps  que 


le  rayf>n  R  de  la  seconde  (x)ujl)nre;  elle  est  donr  toiM  tion  de  <  e 
rayon,  et  son  expression  sera 

la  fonctiony,  dérivée  de  ^,  pouvant  élle-inêine  être  prise  arbitrai- 
rement si  l'on  oesse  de  considérer  ^. 

Actuellenient,  si  Ton  conçoit  qu'une  ({rfière  variable  de  rayon, 
roulant  sur  la  sur&ce  (^indrique  dont  Téquation  est 

en  touche  successivement  tous  les  points,  et  que,  dans  (  li.ique  posi- 
tion, son  rayon  soit  égal  à  l'ordonnée  z'  de  la  surface  cylindrique 
dont  l'équation  est 

il  est  évident  que  la  surfiMse  courbe  ])arcourue  par  le  centre  sera  la 
surfiice  demandée.  Qr,  z  étant  les  coordonnées  du  centre, 
réquation  de  la  surface  de  la  sphère  mobile  est 

donc,  en  représentant  cette  équation  par  M  =  o,  l'équation  de  la 
surfiice  demandée  sera  le  résultat  de  Télimination  des  deux  indé- 
terminées x\  y  entre  les  trois  suivantes  : 

M  =  o, 

résultat  qui  présente  la  génération  de  la  surface  d'une  manière  |)lus 
fiicile  que  celui  auquel  nous  avons  été  conduits  par  l'int^ration 
directe. 
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VI. 

1)  apix  s  l'article  précédent,  n  Ton  prend  deux  surikoes  cylin- 
driques à  bases  quelconques  et  parallèles  au  plan  des  âr,/,  mais 
tdies  que  la  droite  génératrice  de  la  première  soit  perpendiculaire 
au  plan  donné,  et  que  celle  de  la  seconde  soit  parallèle  au  même 
plan;  puis,  si  par  un  point  pris  à  volonté  sur  le  plan  des  ac^y^  on 
mène  une  ordonnée  %  indéfinie;  enfin,  si  sur  cette  ordonnée  ou 
prentl  un  point  dont  la  distance  à  la  première  sur&ce  cylindrique 
soit  égale  à  l'ordonnée  correspondante  z  de  la  seconde,  ce  point 
sera  dans  la  sur&ce  demandée. 

Il  suit  de  là  que  :  Si  sur  un  cylintlrc  à  hase  quelconque,  et  doni 
la  tU'oite  génératrice  soit perpetulienlaire  au  plan  donné,  on  porissr 
une  moitfurr  d'un  profil  quelconque,  niais  (  (instdnt ,  et  qui  eeigue 
le  ey/irulrc  prudUcIcnicni  à  sn  hase,  la  surjace  de  cette  moulure 
sera  la  sui  fiuc  i^cncialc  dcuaunU-v. 

n  est  de  nuTiie  évident  (jiie  si  une  surface  de  révolution  quel- 
eoiique,  constante  de  liguie,  et  dont  1  axe  soit  toujoui'S  perpendicu- 
laire au  plan  tloriné,  se  meut  sans  changer  de  distance  à  ce  plan,  et 
de  manière  que  son  axe  engendre  une  surface  cj'lindrique  à  base 
quelconque,  Tenveloppe  simple  de  l'espace  parcouru  par  cette  SQr> 
face  mobile  sera  encore  la  surfece  générale  donandée.  Cette  der- 
nière génération,  qui  ne  produit  qu'une  enveloppe  simple,  conduit 
à  une  intégrale  qui  peut  être  représentée  par  deux  équations  seule- 
ment, entre  lesquelles  on  doit  éliminer  une  ari>itraire;  mais  c'en  estt 
assez  pour  cet  objet. 

VII. 

NoiLsavon.>>  vu  que  la  lij^ne  de  la  seconde  courbure  de  la  surlace 
e>t  <iuns  un  plan  dont  l'équation  est 
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dans  laquelle  *?  est  uiir  comtnnte  nihifrnirc  qui  reçoit  dilk  iviitt-s 
valeurs  pour  les  diirt'i  ciitf  s  lignes  do  courljure.  Or,  si  l'on  conipai'e 
ce  plan  au  pian  donne,  dunt  l'équation  est 

ax — /  =  o, 

<m  verra  qu'il  lui  est  toujours  perpendiculaire,  quelles  que  soient  et 
la  valeur  de  |3  et  la  forme  de  la  fonction  4  »  car  la  somme  des  produits 
des  coffficiaits  de  or,  des  coefficients  de  j  et  de  cens  de  2,  dans  ces 
deux  équations,  est  égale  à  o.  Donc  la  sur&oe  a  deux  propriétés 
inséparables,  et  par  chacune  desquelles  die  pouvait  être  également 
définie:  1"  d'avoir  toutes  les  lignes  d'une  des  courbures  dans  des 
plans  parallèles  à  un  plan  donné  ;  a°  d'avoir  toutes  celles  de  l'autre 
courbure  dans  des  plans  perpendiculaires  au  même  plan.  Les  sur* 
&CM  de  révolution,  qui  sont  un  cas  particulier  de  oelle<i,  en  four- 
nissent un  exemple  sensible. 

VIII. 

Pour  tontes  les  surtaces  que  nous  avions  cotîsidérées  jusqu'à  pré- 
sent, et  dont  les  équations  intéi^rules  contcnHiéisf  deux  fonrtions 
arbitraires,  la  quantité  qui.  dans  eli:t(|ue  t  cjualiuii,  se  lunivait  ^oiis 
les  deux,  lonetious  était  la  mciue,  suit  qu  elle  fVit  detei  iiiinée  en 
X,  z,  soit  qtie  ce  fût  une  indéterminée  a,  dont  ia  valeur  était 
indifTérente ,  et  qui  devait  dispai'aitre  par  l'élimination.  C'était  a 
cette  cil-constance  que  tenait  la  fedlité  que  nous  avons  eue  de  les 
«mstniire  et  de  dét^minw  les  formes  des  fondions  pour  que  la 
surfiioe  individuelle  passât  par  deux  courbes  données  ou  enveloppât 
deux  sur&ces  données.  Pour  la  surfiioe  dont  nous  nous  occupons 
ici*  les  quantités  qui  sont  sous  les  fonctions  sont  diflfêrentes:  sous 
l'une,  c'est  ar'  +  oK;  sous  l'autre,  c'est  j^' — ax'.  Cette  circon- 
stance fiiit  que  la  sur£ice  n'est  détenninée,  par  la  connaissance  des 
deux  courbes  qu'elle  rmferme,  que  quand  ce  sont  certaines  courbes 
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paiticulicres:  par  exemple,  la  sudàce  actuelle  est  tlétenuinée  si  l'on 
connaît  le  profil  de  la  moulure  et  la  courbure  que  parcourt  un  des 
points  de  ce  profil,  parce  que  ces  deux  courbes  8<mt  les  deux  lignes 
de  courbiure  d*im  même  point  de  la  sur&ee,  et,  dans  ce  cas,  la  coH' 
strucdon  est  trèfr-fiicâle.  Mais,  si  Ton  donnait  deux  courbe»  arbi- 
traires par  lesquelles  la  sur&ce  dut  passer,  cette  surface  ne  serait 
pas  détenninée,  et  la  détermination  des  fonctions  dépendrait  du 
calcul  génial  des  équations  aux  différences  finies,  qui  introduirait 
de  nouvelles  arbitraires,  et  dont  nous  ne  nous  occupons  pas  encore. 

IX. 

Pour  le  cas  général  dans  lequel  le  plan  dcmné  aurait  une  position 
quelconque,  les  raisonnements  seront  absolument  les  mêmes;  nous 
nous  contenterons  d'en  indiquer  ici  les  résultats  d'une  manière 
rapide.  Soit 

Ax -i~  bjr -h     =  o 

l'équation  donnée  du  plan  mené  par  l'origine,  et  auqud  doit  être 
parallèle  celui  dans  lequel  se  trmnre  la  ligne  de  couibureî  l'équation 
de  ce  dernier  plan  sera 

Ax-h  Cz  —  a, 

dans  laquelle  a  sera  constante  pour  chaque  ligne  de  courbure,  et, 
en  difiërentiant,  on  aura 

Substituant  la  valeur  de  ^  que  donne  cette  équation  dans  Téqua* 
tion  (Ë)  des  lignes  de  courbure,  et  fiûsant,  pour  abréger, 

(B  4- Cç)/79  -  (A -h  C/;)  (I  +  7')  =  M, 
(A  -hqp)//?  -  (b  -h  C^r)  (1  H-/.^)  =  N, 
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l'équation  aux  difrcrwiccs  partielles  secondes  de  la  surface  sera 
((B-f-Cy)r  —  (A -hC^)j] M -h  [(B-hC?)*  —  (A  H- ] N  =  o. 


X. 

Si  Yen  diiTérentie  œtte  équation  en  r^rdant  #-,-  t  comme 
seules  variables^  on  aura 

R=(B  +  C9)M, 

S  =  (Bh-  C7)N  —  (A  -h  Cp)M, 

T=-  (A  ^  Cp)N; 

et,  substitiiant  ces  vaknn^  dans  l'équaticni  générale  des  caractérîs- 
tiques  pour  le  second  ordre,  on  aufa 

f(B  -f-  Cry  )  f/y-  ^  (A  -hCp)f/.i  ]  {  Mffy  —  N</«)  =  o, 

qui,  ayant  deux  facteurs,  indique  que  la  stirfacc  a  deux  caractéris- 
tiques dépendantes,  et  dont  le»  équations  séparées  sont 

Màjr  —  N«Ér  =  o. 

Emplnvaiit  la  première  caractéristique,  dont  l'équation  peut  être 
niisc  souî»  cette  autrtî  lordie 

Ada:  +  Hify  +  Cdz  =:  o, 

on  voit  d'abord  que  cette  courbe  n*est  autre  chose  que  la  ligne  de 
courbure  elle-même^  qui  doit  être  dans  un  plan  parallèle  au  plan 

donné;  chassant  ensuite  ^^^7^  de  l'équation  aux  différences  se- 

euiides,  et  mnetUmt  j)Our  r,s,l  leurs  valeurs,  on  trouve,  pour 
seconde  équation  de  cette  première  caractéristique, 

Midp  -+-  Ndq  =  o, 

a3 
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ou,  eu  rcniettaui  pour  M  et  N  leurs  valeurs,  et  réduisant, 

(jui,  en  ajoutant  et  retranchant  ce  qu'il  Ihut  pour  que  la  quantité 
I  +  9'  entre  complète  dans  diaciin  des  coefficients,  devient 
rëquation  séparée 

{i-hp'-^g')  (Adp-i-Bdq)  —  {Ap-{-hq  —  C)  (pdp-hqdq)  =  o; 

donc  les  deux  équations  aux  différences  ordinaires  de  la  fvremière 
caractéristique  sont  întégrables,  et  leurs  intégrales  sont 

A.r  -h  B/  H-  Cs  =  et', 

A/»-t-By  — C   

— ■ —  —  •» 

dans  lesquelles  les  deux  arbitraires  et  et  at',  introduites  par  l'intégra- 
tion, sont  tontes  deux  enn-,lantes  pour  la  même  caractéristique,  et 
varient <i  une caraetéi  is(i(|ue  "1  une  autre;  donr,  [)ourtoute l'étendue 
de  la  surface,  ces  deux  qnaniiU's  sont  constantes  ensemble,  et,  par 
cousétjuent.  fonctions  I  nné  de  l'autre.  On  aura  donc,  pour  pre- 
mière équation  aux  dilïérences  partielles  du  premier  ordre, 

Opérant  d'une  manière  analogue  pour  la  seconde  caraetéristiquef 
dont  l'équation  est 

Mdjr  —  ^dx  =  o, 

c*est4-dire  chassant  de  Téquation  aox  difTérenees  secondes  et 

remettant  j)onr  r,  s,  t  leurs  valeurs,  on  trouve,  pour  seconde  équa* 
tion  aux  diirérences  ordîiuiires  de  la  même  caractéristique, 

(B  -H  Gq)dp  —  (A  -H  qp)£<Sf  =  o, 
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qui  est  sé^iarée,  et  dont  l'intégrale  est 

^  étant  une  qtinntitéoomtamte  pour  la  même  caractéristique,  et  dont 
la  diÛëreutielle  est,  par  conséquent,  nulle,  tant  que  le  point  de  la 

stti&ce  ne  sort  pas  de  cette  courbe.  Substituant  ensuite  pour 

cette  valeur  dons  l'antre  équation 

Mdy  —  îidx  =  o, 

à  cause  de 

dz  =  pdx  +  Çtfy't 

on  trouve 

pcte  —  «(r    {pp  —  9)^^  =  01 

dans  laquelle  |3  est  une  constante,  et  qui,  par  l'addition  de  la  quan- 
tité z{^t^  —  d^)t  qui  est  nulle,  devient 

pdx  —  dr-i-  d[z{pp  —  q)]  =  o, 

qui  est  une  dillc'rentielle  exacte,  et  dont  l'int^rale  est 

p*-j-h«(p/»  — ?)  =  j3', 

ou 

p  {x  -k-pz)  —  { J  -H  qz)  =  p\ 
on  enfin,  remettant  pour  ^  sa  valeur, 

(B  -H  Cfy)  {x    pz)  —  (A  -h  C^)  {y  -1-  qz)  =  (A  -h  t^) p'. 

Les  quantités  ^  et  ^' ,  étant  constantes  pour  la  même  caractéristfafue, 
sont  fonctions  Tune  de  l'autre;  donc  la  seconde  équation  aux  dif- 
férences partiales  du  prenûer  ordre  sera 

(B  ^  Crj)  (.r  ^pz)  -  (A  ^  Cp)  (/  t  ■  qz)  =      -  ty.  ) 4  (  ^g). 

a3. 
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XL 

Pour  obtenir  rintégrale  en  quantités  finies,  nous  ferons  )  pour 
abr^er, 

A  +  C>  —  '  ^  "  H-ç  _«  ,  . 

et  les  deux  intégrales  premières  deviendront 

(a)  Ax  -h^y  -hCz—  p»t 

{h)    (B  -^  C-7)  {X H- /?z)  -  (A  h-  C/;)  ( j  h-      =  (A  -f- Cp)4p. 

Substituant,  dans  ces  deux  ♦■quations,  pour  .r,y,  z  leurs  valeur» 
prises  dans  (c),       (e)  (^XVII),  on  aura  les  deux  résultantes 

(A  -I-  Cp)'7r'-h{^  -h  C7)ir'=C7r  — <p«, 
desquelles  on  tirera  les  valeurs  suivantes  de  -n-'  et  v"  : 

[y«  _(A'4-B'-hC')*«]i»'=  [Ay  -  (A*  -h  B*  +  C')/»]ir 

—  {py—  M')  (pa.  -4-  {A  +  C/;)  (B  -t-  G7)  4,-3, 

_  (\^  -+-B*  -hC  )A^j7r''=  [By  —  (A'  -h  C^)r/j7r 

—  (yy  —  M')  ça  —  (A  4-  (^}*  4^, 

qui,  subatitaées  dans  d^r  =  ft'dp  +  ft^àq^  dmineront 

[7 ^  —  ( A^       +  G  ^  ^  A-  =  J     —  7T.  [y r/y  —  ( A'  ^  B '  ^  C  )  Mh\ 
=  <p».(>A<i*  — À'(/y)-+-(A-|-(^}4|â[(B-+-Gî)r^— (A4-Cip)<i?|, 

équation  aux  dîfTérenoes  ordinaires  qui,  divisée  par 
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devient 

dans  l^qudle»  les  variaUes  sont  séparées.  Si  donc  les  fonctions  it 
et  4  étaient  détenninées  et  connues,  l'intégrale  de  oette  équation 
dépendrait  des  «juadratures.  Mus  si>  comme  dans  le  cas  présent, 
les  fonctions  sont  arbitraires,  elles  absorbent  les  fecteurs  qui  les 
affectent,  et  les  deux  termes  du  second  membre  doivent  être  regar- 
dés comme  les  différences  exactes  da  deux  fonctions  arbitraires. 
Tune  de  Tautre  de  |3.  Représentant  donc  res  nouvelles  fonctions 
par  les  caractères  <^,  V,  ou,  pour  mieux  dire,  ce  qu'dles deviennent 
l'une  et  Tautrc  lorsqu'on  fiùt  évanouir  le  dénominateur  du  premier 
membre  de  Tintégrale,  on  aura 

»     ^4>ft  H-  (A     C/^)  fî. 

Remettant  pour  «,  (î,  /•  les  valeurs  qu'elles  représentent,  et  sub- 
stituant ensuite  pour  a  cette  valeur  dans  (c),  (ri),  (e),  la  première 
deviendra 

et,  représentant  cette  équation  par  Mss  o,  l'intégrale  finie  sera  le 
résultat  de  l'élimination  des  deux  indéterminées  /r,  q  entre  les  trois 
suivantes: 

M  =^o, 

Km)-"- 
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XII. 

Si  l'on  voulait  tiouvn  en  ,»  r',  z'  I  tciuiitiuii  de  la  surface  qui 
est  le  lifu  tles  iioi  laak's  uuiiccb  pui'  tous  les  points  de  la  seconde 
earactcristique,  il  faudrait  éliminer  trois  des  cinq  quantités  J:,^',  z, 
/j,  q  entre  les  quatre  équations 

X —  x'  {z  —  o, 
r  —  y  -h  (*  ^/)g=  o, 

B  -h  (>/  —  (3  [\  -+-  C/j), 

dont  les  deux  premières  sont  celles  de  la  normale}  et  les  deux  autres 
celles  de  la  caTactéristique.  Or  il  arrive  que,  par  cette  âimînation, 
les  dnq  quantités  disparaissent;  on  a  donc,  pour  équation  de  la  sur- 
&ce  des  normales, 

qui,  parce  que  [-i  est  constante  pour  la  même  caractéristique,  est 
celle  d'un  plan.  Donc  la  seconde  caractéristique  est  elle-même  la 
ligne  de  la  seconde  courtnire>  ligne  qui  est  plane,  comme  la  pre- 
mière, mais  dont  le  plan  est  constamment  perpendiculaire  au  plan 
donné. 

Ayant  Téquation  de  la  sur&ce  développable  normale,  dans  la- 
qudle  ft  est  un  arbitraire  qui  particularise  la  suHàce  individuelle, 
on  aura  &cilemait  celle  de  la  surface  des  centres  de  l'autre  cour- 
bure; car  cette  surface  des  centres  est  l'enveloppe  de  la  surtàce 
noimale  considérée  comme  mobile.  On  aura  donc  son  équation  en 
éliminant  ,3  de  l'équation  de  la  surface  normale,  au  moyen  de  sa  dif- 
lërentielle  prise  en  regardant  ^  comme  seule  variable,  c'est-à«diit* 


en  c'Iiminant  p  entre  les  deux  équations  suivantes  : 

?«'-r'  +  »'("l-)=4'fi. 

a?'  — ç»'  =  4|5, 
ou,  oe  qiû  revient  au  même,  entre  les  deax  suivantes  : 

Or  cette  ëliniination  est  pratlrable,  c]Uoi(|ne  la  fonction  4  soit  arbi- 
traire, car  il  résulte  de  ces  deux  équations  que  leurs  premiers  meni> 
bres  sont  fonctions  arbitraires  l'un  de  l'autre;  donc,  W  représentant 
line  nouvelle  fonction  arbiti^ire,  l'équation  de  la  sur&ce  des  rentres 
de  la  première  courbure  sera 

0,''_Bs'=  V(0'  — As'), 

qui  est  ceHe  d'une  sur&oe  cylindrique  à  basequdconque,  et  dont  la 
droite  génératrioe  est  ctnistamment  perpendiculaire  au  plan  donne. 

Si  Von  voulait  trouver  de  même  l'équation  de  la  sur&ce  dévelop- 
pable  ncurmale  ocHrespondante  à  ta  première  ligne  de  courbure,  on 
ne  pourrait  pas  éliminer  en  même  temps  les  cinq  quantités  a;,  ^,  2, 
Pt  q  des  quatre  équations  suivantes,  qui  sont  celles  de  la  normale  et 
celles  8e  la  première  ligne  de  courbure  : 

X  —  «'-!-(»  —  z')  p  =  o, 

Y  —  y     —  3')  7  =  o, 

Sjc  ->r-  R>'  H-  C  z  =  (pa, 
A/^M-iy  — C  _ 

il  làiulrait  y  jointlre  eucoie  la  suivante  : 


(jm  «louiif  1  expression  du  rayon  de  eourburt,  el  aloi-s  on  aurait 

Ax'  -h  B^'  +  Cs'  =  9«  +  «R, 

dans  laquelle  «  est  constante  pour  la  même  surface  normale,  et  qui, 
pour  un  point  quelconque  de  cette  sur&ce,  exprime  le  rapport  entre 
le»  trois  coordonnées  x'^y'^  %\  et  la  distance  R  de  ce  point  à  cdui 
de  la  sur&ce  couH)e.  Mais»  si  Ton  dîllérentie  cette  équation  en  regar- 
dant <t  comme  seule  variable,  ce  qui  donne 

(f'a  i-  R  t=  o, 

on  ne  considère  plus  sur  la  surface  normale  (|ue  son  intersectioii 
avec  la  siirfhre  normale  ronsécntive,  intet^ertion  qui  se  trouve 
enticreinent  sur  la  surfilée  des  centres  de  la  seconde  courbure. 
Donc,  si  l'on  élimine  a,  ce  qui  donne 

R  =  fl»(Ajî'-HB/-hCs'), 

dans  laquelle  'I'  iiulKiiic  iiiie  nouvelle  fonction  arbitraire,  on  aura 
r<'.\|»i't"^sion  (iu  rayon  île  la  iccuiulf  courbure  en  roui  tlonnées du 
centre  tic  cette  eoiubure,  et  ce  rayon  sera  constiinl  lorsque  la  dis- 
tance du  ceutie  au  plan  sera  eonstiinte. 

Raîsonnadft  icî  comme  dans  le  premier  cas,  on  verra  que  si,  après 
avoir  conçu  une  sur&ce  cylindrique»  parallèle  à  celle  des  centres  de 
la  première  courbure,  et  qui  aurait  pour  base  la  développante  de 
la  base  de  cette  dernière,  on  suppose  qu'une  sphère  variable  de 
rayon  roule  sur  cette  sur&ce  de  manière  à  en  toucher  successive' 
ment  tous  les  points,  et  que  le  rayon  de  la  sphère  soit  constant 
lorsque  la  distance  du  point  de  conbict  au  plan  donné  est  constante, 
le  centre  de  la  sphère  mobile  parcourra  la  surface  demandée.  Ainsi 
la  sur&ce  (In  Pits  général  ne  difière  de  celle  du  cas  particulier  que 
par  sa  position. 

Cette  dernière  génération  peut  facilement  s'écrire  en  analyse.  Eu 
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effet,  l'équation  de  la  siii-face  cylindrique  développante  de  celle  des 
centres  de  ta  première  courbure  est 

Cy  — Bï'  =  F((ir'- As'), 

dans  laqudle  la  ^Miction  F,  dérivée  de  la  fonction  V ,  peut  elle-niéine 
être  regardée  comme  aibitraira,  si  Ton  cesse  de  considérer  !F.  En 
représentant  par  x,/,  z  hs  coordonnée»  du  centre,  Téquation  de 
la  surGice  de  la  sphère  mobile  est 

dans  laquelle  le  rayon  est  une  fonction  arbitraire  y  de  la  distance  du 

point  de  contact  au  plan  donné.  Donc,  si  l'on  représente  ces  deux 
étjuatioiis,  la  jtn'iiucrc  parM  =  o,  et  la  st/roiide  par  N  =  o,  l'équa- 
tion intégrale  de  la  surËice  générale  est  le  résultat  de  l'élimination 

des  cinq  quantités  x',  ^  )'      j «  entre  le»  sî»  équations 

suivantes  : 

M  =  o,  N  =  o. 

Ces  sixé(jiiaium.s  peuvent  toujours  être  réduites  a  trui^;  <"ar  i"  les 
deux  quantité»  (^^^       j     ^  trouvant  pas  sous  les  ibuctions 

arbitraires,  leur  élimination  actuelle  peut  toujours  s'opérer,  ce  qui 
réduit  à  quatre  le  nombre  des  équation»;  a**  si  l'on  égale  à  de  nou-^ 
veUe»  indéterminée»  m,  v  les  deu\  (piantités  qui  sont  sous  les  fonc- 
tions arbitraires,  on  aurii  six  équations,  entre  lescpielles  on  pourra 
élimincractuellement  les  trois  quiintilés  r.  r.  r|ui  ne  se  tr<  ni\  cronf 
plus  sou»  les  tbnction»  arbitraires,  et  cette  élimination  réduu^a  ù  trois 

a4 
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le  nombre  des  équations,  entre  lesquelles  il  fiiudra  éliminer  les  deux 
indéterminées  u  et  m;  ce  qui  ne  pourra  avoir  tieu  que  quand  on  aura 
déterminé  les  fwmes  des  fonctions  art>itraires. 


S  XVIIL 

DE  LA  SURFACE  DONT  UH  DES  RAYOKS  DE  COURBURE  EST  CONSTANT. 


Nous  avoiib  vu  qu'une  surface  courbe  avait,  pour  chacun  de  ses 
points,  deux  rayons  de  courbure,  des  deux  rayons,  pour  le  même 
point,  ont  entre  eux  une  relation  dilfêrente,  suivant  la  génération 
de  Ift  sur&ce.  Nous  nous  proposons  de  trouver  les  équations,  tant 
aux  dilfêrenises  partielles  qu'en  quantités  fimes,  de  la  surface  pour 
laquelle  un  de  ses  rayons  est  constant  et  ^1  à  a,  et  ensuite  de  dé- 
crire la  génération  de  cette  sur&oe . 

I. 

L'expression  des  rayonsde  courbure  étant  donnée  par  l'équation 
du  second  degré 

si  le  rayon  d'une  des  coucbures  doit  être  constant  et  égal  à  a,  on 
aura  l'équation  aux  différences  partielles  secondes  de  la  suHkce  en 
disant  R = A  dans  l'équation  précédente,  ce  qui  donne 

j  —  r(i-f-7*lr-2/>7v  I 
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[/é(|tiation  que  nous  venons  de  trouver  est  eoinprise  dans  (^eile 
«jue  nous  avons  traitée  dans  les  XIII  et  XIV  ;  ear  si,  après  1  avoir 
divisée  par  (i  r      4-  y on  fait,  pour  abréger, 

«(■-!-/>')     ^  _  -j.^ 

elle  sera  sous  la  forme 

{rt  —  s*)  (RT  — *»)  —  Rr  —  aSj  — T<-h  I  =0; 

de  plus,  si  l'on  diffiérentie  K,  S,  T,  en  regnrdnnt  p  tttj  comme 
Tariables  prininpales»  on  a 


ainsi  les  qiwufit»'s  K.S.T  sont  les  cot'fïîcients  des  diflerenres  par- 
tielles secondes  d  une  iiu'iuf  fonction  de  p  v\  rt-  ipii  est  l;i  roiuii- 
rion  (Us  ^  XIII  et  \1V  .  Nous  tfj)resenterons  wWv  torution  de  p 
el  Y  pai  rt  p,ff).  Doni'  la  siirlacc  demandée  esl  I  ('n\ <'lo[)|it'  d»'  I  es- 
pace paieouiu  |»ar  une  anUc  surliue  eonstanle  de  li;^ure,  et  (jui, 
sans  tourner,  se  meut  le  long  d'une  oouihe  arbitraire. 

Ponrtrouver  par  intégration  la  forme  de  la  fonction  r,  nous  avons 

dV  =  Kr//;     Sd^,     dr  "  =  Sdp  -h  Tdq\ 

a4. 
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«ubstitiiantpoor  R,  S,  T  les  quantités  qu'elles  représentent,  on  aura 

rfr»  —      — (  •  r}j!ï , 

re  qui  donne»  en  intégrant» 

r'  —  „  ,     p*  _  — 

Nous  ayons  de  même 

rfr  =  r'fl^  H-  r^dq, 

ou,  en  substituant  pour  r'et  r"  leurs  valeurs, 
dont  l'intégrale  est 

r  =  —  a  V  I  H- H-  7-'. 

DoiK  .  inertiint  pour  r,  r',  r"  leui"»  valeurs  dans  les  formules  des 
^  XUl  et  XiV, 

ap  ail  I 


\\-¥p+'l  M+p'-hq"  Vi+/'+'/' 

(l'où.  éliminant  a,  les  é(|uations  aux  ililTérences  partielles  du  pre- 
mier ordre  seront  deux  quelconques  des  trois  suivantes  : 

.r  -h  =  <P  (  «  r=^"  Y 

N  I -f-/''-f-7  V         V  I  4- -H  7' / 

dont  une  est  la  suite  nécessaire  des  deux  autres. 
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m. 

Sîf  au  lieu  d'élimuier»,  onâbnîne  p  et  7,  on  aura  pour  équation 
de  l'enveloppée 

(jf  —  ^«.f  -h  (/  —  4»)'  ^-     —  «)'  = 

Ikmc  la  sur&ce  demandée  est  TeoTeloppe  de  Tespace  parcouru  par 
une  sphère  dont  le  rayon  constant  est  égal  à  0,  et  dont  le  centre  se 
meut  le  long  d'une  courbe  à  double  courbure  arbitraire  dans  ses 
deux  projections,  les  équations  de  oette  courbe  étant,  représen- 
tées par 

Donc  enfin  l'équation  de  la-surfiioe  en  quantités  finies  est  le  résultat 
de  l'élimination  de  «  entre  Téquation  de  la  ^hère  mobile  et  la  sui- 
vante: 

qui  est  sa  diflcientielie  prise  eu  regardaut  *  coiiune  seule  variable. 

IV. 

1^  dernière  équation,  qui  est  une  de  celles  de  la  caractéristique 
de  la  sur&ce ,  appartient  aussi  à  un  plan  normal  à  la  courbe  à  double 
couibure  arbitraire,  et  qui  p:isse  piu>  le  centre  de  la  sphère;  ainsi  la 
caractéristique  est  l'intenecdon  de  ce  plan  par  la  sur&ce  même  de 
la  sphère,  «  ayant  la  même  valeur  pour  Tan  et  pour  l'autre.  Dom* 
la  snrfece  demandée  peut  aussi  être  r^rdée  comme  engendrée  par 
le  mouvement  de  la  circonférence  d'un  cercle  constant  de  rayon,  et 
qui  se  meut  de  manière  que  son  plan  soit  constamment  normal  à  la 
courbe  arbitraire  que  parcourt  le  centre. 

Enfin,  si  Ton  conçoit  qu'un  cercle  d' un  rayon  égal  à  a,  étant  tracé 
sur  un  plan,  oe  plan  se  meuve  en  s' enveloppant  sur  une  sur£ice 
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dëveloppable  arfaitraife,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  roulant 
autour  de  deux  sur&oes  courbes  arbîtraîreSf  k  circonférence  du 
cerde  engendrera  encore  la  sur&ce  demandée,  car  nous  avons  vu 
que,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  plan  mobQe  est  toujours  normal 
aux  courbes  parcourues  par  chacun  de  ses  pcNUte. 

V. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  «  Ton  avait  une  équation  aux  dif- 
férences pnrti elles  dti  premier  ordre  composée,  d'une  manière  quel- 
conque, des  trois  quantités 

ap  ^  ag  a 

de  manière  qu'en  représentant  ces  quantités  respectivement  par  L, 
M,  N,  on  eût 

F(L,M.N)  =  o, 

l'intégrale  de  cette  équation  serait  le  résultat  de  l'élimination  d'une 
-  des  deux  fonctions  arbitraires  ^  ou  4»  et  de  l'indéterminée  «  entrr 
les  trois  équations 

{X  —  «a)-'       {Y  "  +  *)'  =  <*, 

(a.  —  ^«)<p'et  -r  {y  —  4*) 4  *       -      <*    =  o, 

F(^a,  4*»  «)  =  o» 

qui,  parce  que  réliniination  actuelle  d'une  des  deux  fonctions  est 
toujoui-s  praticable,  pruvt  nt  Toujours  être  réduites  à  deux  autres, 
entre  lesquelles  il  &udra  éliminer  «. 

VI. 

Si  Ton  n'eût  pas  reconnu  que  l'équation  aux  différences  secondes 
était  contenue  dans  celle  que  nous  avons  traitée  XIII  et  XIV,  on 
aurait  pu  l'intégrer  par  la  reclierche  de  sa  caractéristique.  En  ellët, 


si  on  la  tliftcrculic  ou  regardant  s,  t  cuiuine  st-ule»  variables,  et  si 
1  on  représentt*  les  coefficients  de  dr^  ds,  dt  respectivement  pai^ 
R',  S',T',  que  nous  accentuons  pour  les  distinguer  des  mime» 
lettresi  qui  ont  d'autres  significations  dans  les  articles  précédents, 
on  aura 

R'  =  o»/  -H  fl  (n-  q*)  yjV^p^  -h  q% 

S'  = —  aa**  —  "xnpq  \l  I  H-  fr  -h  f/\ 

T  =  aV-h  «(1  H~/»*)  V  i  V/»*~H-  q\ 

valeur»  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  générale  de  la  carac- 
téristique * 

Wdy  —  S'dvdj-       I  V/.r^  -  o. 

Or  cette  équati<m  sera  alors  un  carré  par&it,  car  on  a 

4R'r-S''  =  o, 

oe  qui  se  vérifie  au  moyen  de  la  proposée.  Donc  les  deux  caracté^ 
ristiques  de  la  sur&ce  se  confondent  en  une  seule.  La  racine  de 
cette  équation  sera  donc  indifTéremment  l'une  des  deux  équations 

f\  V/>  —  SV.r  =  o, 
iT'djc  -  S'4-  =t  o, 

qui,  par  la  substitution  des  valeurs  de  R',  S',  T',  et  en  cbassunt 
r,s,  t,  deviennent 

0^  H-  [(i  H- />')di»  -h pqdjr]  ^i+p*  +  =  o, 
adff  -I-  [(i  -t-  7')  dr  -h pqd.t:\  y  i         -h  7*  =  o, 

et  qui  sont  telles  que,  si  l'une  a  lieu  pour  certains  points  de  la  sur^ 
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lace»  l'autre  a  aussi  lieu  pour  les  mêmes  pointa.  Donc  dies  «qui* 
valent  aux  «qaatiouft  des  deux  projections  de  la  caractâîstique. 
Tirant  de  ces  deux  équations  et  de  pdx  +  qdy  les  Taleurs  de 
dXf  dy^  dzy  on  trouvera 

(i  -^r-^q^v 

qui  équivautij  oni  aux  équatioit:»  tles  Uuib  projc-ctiuiii  île  lu  carac- 
téristique. Or  ces  équations  sont  toutes  inttigrables ,  et  elles  ont 
pour  inférâtes 

j^-h  — =p,  «  ---^ 

Vi+z^'+v'  vi+z»'-»-'/' 

dans  lesquelles  les  arbitraires  7,  |9,  «  sont  toutes  trois  constantes 
pour  la'méme  caractéristique,  et  changent  toutes  trois  de  valeur 
pour  des  caractéristiques  diS&«ntes;  donc  deux  quelconques 
d'entre  elles  sont  fonctions  de  la  troisième,  et  l'on  aura 

y  =  <p«.    ^1  =  4*» 

ce  <{ui  donne  le  même  résultat  «pie  par  lautre  méthode. 

VII. 

Ce  dernier  proeëdë  nous  fournit  le  moyen  de  reconnaître  que  la 
caractéristique  est  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface.  En 
eifet,  si,  après  avoir  inis  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 


R',  S',T'  sous  ia  fonne  siuvante: 

S'     aaV  =  —        y^i  -i-j»*  H-  f*, 

r-  «»r  =a(i+/»*)vTH-/»'-hy*, 

on  multiplie  première  |>ar  ^/)' (/y/j- -h  ^'/f  ),  ia  tieiixième  par 
td}r*  —  nix  \  et  la  ti  oisième  par  —  dx{sdx  -h  tt/j-  j^  et  en  repré- 
sentant par  H  s=  o  réquation  générale  (E)  des  lignes  de  courbure, 
on  trouve 

(aRV/r  —  S'f/x)f//j  —  (aTV/.r  —  SV/>  )^/ry  =  uaH  y  7^//'  fj'. 
Or  nous  avons  vu  ipie,  pour  la  caractéristique»  on  a 

iSifdy  —  SV«  =  o,     aT'<&  —  S'<^  =  o; 
donc  on  aura  aussi 

H  =  o. 

Aiiun,  la  caractéristique  de  la  sur&ce  est  la  ligne  de  courbure 
pour  laquelle  le  rayon  de  courbure  est  constant.  U  est  &dle,  d'après 
cela,  de  reoonnattre  que  les  lignes  de  l'autre  courbure  sont  celles 
qui  sont  parcourues  par  les  points  de  la  droonférence  du  cercle 
générateur,  et  qui  ont  toutes  les  mêmes  plans  normaux  que  celle 
qui  est  parcourue  par  le  centre. 

Elans  cette  surfiioe,  les  lignes  des  deux  courbures  sont  donc  dis- 
tinctes et  ont  des  équations  séparées,  puisque  Tune  d'elles  est  tou- 
jours un  cercle  d'un  rayon  constint  et  égal  à  a.  D  en  est  de  même 
pour  les  Burfiices  des  centres  des  deux  courbures,  et  il  est  évident 
que  Tune  de  ces  surfaces  se  réduit  à  la  courbe  même  paioDiuiie  par 
le  centre.  Pour  la  surf;i( c  cylindrique  à  base  circulaire,  qui  est  un 
cas  particulier  de  celle  dont  nous  venons  de  nons  occuper,  tme  des 
<lenx  surfaces  des  centres  de  courbure  se  réduit  à  une  ligne  droite, 
qui  est  l'axe  du  cylindre. 
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VIII. 

Les  deiix  fcmctions  arbitraires  que  renferment  les  équations  in- 
t^rales 

(.1)  (ar  -  <p*)*-»-  {y  -  4*)^  ^  (s  -  «)"=  •% 

(  K)        (,c  —  <pa)  (p'a      {  y  —  4<*)  "4'*       *  —  *  =  o 

étiint  composées  de  la  même  quantité  a.,  il  est  facile,  |)ai  la  nicthode 
génénilc  qiu"  nous  avons  oxposéo  en  traitant  des  siirlares  dévelop- 
pahlcs,  (\c  (h'terininrr  les  fornM*s  de  ces  fonctioTi«^  {le  manière  (pie 
la  siirlinc  passe  jtar  deux  courbes  à  double  courluiit'  (lonnôes  arbi- 
tiaircniriit .  M;iis.  d;iiis  <  <•  ra^  partictilit  r.  (••■tti'  Mit  liiotle  jM'CSente 
une  rtk'i[)r()<'iti'  sin^iiriiTc  ([iic  ikiiis  «Icmuis  liiin-  remarquer. 

En  efi'el,  lorsque  la  splièie  enveloppée  se  jueut  de  manière  (|ue 
sa  surface  touche  toujours  les  deux  courbes  arbitraires  données,  son 
centre  reste  toujours  à  la  distance  égale  à  a  de  chacune  d'elles  ;  il 
parcourt  donc  une  courbe  qui  est  l'intersection  de  deux  autres  sur- 
Ikoes  de  niêine  génération,  et  dont  Tune  serait  Tenveloppe  de  la 
même  sphère  si  le  œntre  parcourait  la  première  courbe  donnée,  et 
dont  l'autre  serait  Venveloppe  de  la  sphère  si  le  centre  parcourait 
l'autre  court».  Ain»,  en  supposant  que  les  équations  données  des 
deux  courbes  soient  x=sFz«Ajr  =  Fz  pour  la  première,  x= fs  et 
y—fz  pour  la  seconde,  la  détermination  des  fonctions  arbitraires 
^  et  4  pt'ut  t't^re  prescrite  par  le  formulaire  suivant: 

A  la  place  des  formes  arbitraires  des  fonctions  ^  et  4  dans  les 
équations  (J),  (K),  on  substituera  les  formes  connues  F,  /^relatives 
à  la  première  courbe,  et  l'on  éliminera  a,  ce  qiû  donnera  une  pre^ 
mièrt!  équation  résultjuite  en  .r,  r, 

Dr  mAme,  à  la  place  des  fonctioiLs  tv\-\.  on  substituera  les  fone- 
tioHs  coiiiiups  f,  /  rrlatives  à  la  seconde  courbe,  et  I  on  éliminera  «, 
ce  qui  donnera  une  seconde  équation  résultante  eu  a-,  «. 
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Des  deux  résultats  on  tiieia  les  valeurs  de  .c  et  >  en  z,  et  ce» 
valeurs  jr=  tpz,  ,r = 4^  donneront  en  z  les  formes  des  deux  fono- 
tiofu demandées  çet-^. 

IX, 

Enfin,  s'il  fidiait  détenniner  les  formes  des  fonctions  ^  et  4  de 
manière  que  la  sur&ce  touchât  deux  autres  sur&oes  courbes  données 

arbitruirenient,  ehacune  suivant  une  ligne  COUrbe,  c'est'à'^ire  Û  bi 
sur&ce  devait  être  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  une  sphère 
qui  se  mouvrait  sans  cesser  de  toucher  en  même  temps  les  deux 
surfaces  données,  il  est  clair  que  le  centre  de  la  sphère  mobile  serait 

toujours  à  la  distance  (''p,ale  à  a  de  chacune  de  ces  surfaces.  I^a  courbe 
<|ue  parcourrait  ce  centre  serait  donc  l'interscctinn  de  ileiix  antres 
surfaces  courbes,  dont  Tune  aurait  les  nu  nies  normales  i|uc  la  pi  c*- 
mière  SUrfece  donnée,  et  en  sei  ait  a  la  dislanee  éj^ale  à  a.  et  dont 
Tautre  aurait  pureillenient  U  ^  m*  uit  >  nuniiales  (|iie  la  seconde  sur- 
liice  donnée,  et  en  serait  aussi  à  la  dislanee  éj^ale  à  a.  Ainsi,  dans  ee 
cas  particulier,  et  eu  supposant  ({ue  les  équations  des  deux  surfaces 
donnëesacHentSss  F(a-,  j)  pour  la  première,  et  2=  F(.r,  r  )  pour 
la  seconde,  la  détermination  des  fonctimis  arbitraires  ^  et  4  peut  se 
prescrire  par  le  formulaire  suivant  : 

Nommant  respectivement  M  =  o,  N  ^  o  les  deux  équations 
suivantes  : 

on  éliminera  ^  et  >  entre  les  trois  équations 

M  =  o.     i^)  =  **» 
et  l'on  aura  en  .r,     z  un  premier  résultat.  On  élimineni  de  même 

25 
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et  7  entre  les  trois  équations 

et  l'on  aura  en  r,  j,  z  un  second  résultat.  On  tirera  de  ces  deux 
résultats  les  \  ;il<"urs  de  .r  et  r  en  z,  et  ces  valeurs  .r  =  ^z,  ^^=-^^5 
donneront  en  s  les  tbmies  des  deux  fonctions  demandées  ^  et  4>  *jue 
l'on  substituera  en  et  dans  les  dexix  équations  (.1).  ''KV  On  élimi- 
nera *  entre  ces  deux  Hcniières  équations,  et  l'on  aura  t  ii  r.  >  .  r 
l'équation  de  la  surfait;  individuelle  qui  ceint  en  même  temps  les 
deux  surfaces  domiées. 


S  XIX. 

DE  LA  SURFAGB  DONT  LES  DEUX  RATONS  DE  OOimBUllE  EN  CHAQUE 
.    POINT  SONT  ÉGAUX  ENTRE  EDX  ET  DIRIGÉS  DU  NÈIHE  GOTÉ. 


Les  centres  des  deux  courbures  d'une  suriace  courbe,  pour  cha- 
cun de  ses  points,  sontsar  la  normale  qui  passe  par  ce  point;  mais 
la  position  de  oe»  deux  centres  sur  la  normale  dépend,  en  général, 
de  la  génération  de  la  sur&ce.  Si  les  centres  sont  tous  deux  placés 
du  même  côté  par  rapport  à  la  sur&oe,  les  deux  courbures  présen- 
tent leurs  concavités  du  même  côté;  c*est  ce  qui  arrire,  par  ^mple, 
dans  tous  les  points  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une 
eOipse  autour  d'un  de  ses  axes.  Si  les  centres  (h^  deux  courbes  d'une 
surfilée,  pour  un  de  s«>s  points,  sont  placés  de  diifér»its  côtés  par 
rapport  h  la  surface,  l'une  des  deux  courbures  en  ce  point  présente 
sa  concavité  du  côté  vers  lequel  l'autre  présente,  au  contraire,  sa 
convexité.  Nous  verrons  par  la  suite  que  c'est  ce  qui  arrive  dans 
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Uius  les  points  (le  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'unt-  liv- 
perbolf  autour  de  son  second  axe.  Cela  posé,  la  surface  dont  nous 
nous  proposons  de  trouver  la  génération  est  celle  pour  chacun  des 
pointe  de  laquelle,  iMMirseoleiiient  le»  deux  rayons  de  courtiure  sont 
é^ux  entre  eux,  mais  encore  les  deux  courbures  présentent  leurs 
conca^tés  du  même  coté,  c'est^Hlire  est  celle  pour  laqudie  les 
centres  des  deux  courbures  sont  toujours  confondus.  D  est  évident 
que  la  sur&ce  de  la  sphère  en  est  un  cas  particulier,  dans  lequel  il 
arrÎTe,  de  plus,  que  ce  centre  commun  des  deux  courbures  est  le 
même  pour  tous  les  points  de  la  suriàce. 

I. 

Les  centres  des  deux  courbures  se  confondront  en  chaque  point 
de  la  sur&oe,  si  les  deux  valeurs  que  donne  l'expreasion  du  rayon 
de  courbure 

(F)  Rr=.  7'** 

sont  égales  entre  elles  et  de  même  signe,  c'est-à-dire  si  le  radical, 
par  lequd  différent  ces  deux  valeurs,  devient  nul;  enfin  si  Ton  a 

A»  -  /ik'g  =  o. 

Donc,  en  remettant  pour  A,  /•  les  quantités  qu'elles  représentent, 
l'équation  aux  diiTérence»  partielles  secondes  de  la  suriace  deman- 
dée sera 

4(rt— **)(j-i-/»'H-g»)  — [(i-hç»)r-.^*H-(n-/»»)t]«=o, 

et  l'expression  du  rayon  de  courbure  pour  cette  surface  sera  indif- 
féremment 

R  =  =^*!   ou   R  =  =**. 
qui  sont  égales  entre  elles. 
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II. 

Avant  de  quitter  les  différences  secondes,  nous  diserverons  qu'en 
faisant,  pour  abréger, 


(1 

—  pqs  ^ 

A, 

u 

-H  <r)s 

—  p,jt  - 

B, 

-  FI''  ^ 

C, 

— W  = 

ce  qui  donne 

Ah-1>  =/*, 
/i7(A-D)  =  (i  -h/»»)B-  (I  +  v')C. 

1  cquatioii  gcucmlc  (K)  des  ligue»  de  courbure,  qui  devient  alors 

Brfr*  -h  (A—  D) dxtfy^Cda:^  =  o, 

produit  deux  valeurs  de  ^  qui  ne  diilèrent  entre  elles  que  par  le 
radical 

V/(A  — D)»-|-4BC. 

Or  ce  radical  est  le  même  que  oeJui  qui  entre  dans  la  valeur  du  rayon 
de  courbure,  c'est^-dire  que  la  quantité  (A  —  D)'  +  4BC,  ou 

(  A  f  D)^  —  \  (  AD  -  BC)  est  égale  à  A*  —  4**^^,  ce  qui  est&cile 
à  Téritier.  Donc,  dans  la  surface  dont  nous  nous  occupcMis,  et  pour 

laquelle  le  radical  est  nul,  les  deux  valeurs  de  relatives  aux  li- 
gnes de'oonrbure,  sont  égales  entre  elles.  Donc,  excepté  les  cas  par^ 
tîcttUera  ponr  lesquels  les  trois  quantités  B,  G,  A  —  D  sont  chacune 

égales  a  o,  t'L  ne  tlétt'riiiinent  aucuue  valeur  jm)ui-     .  la  surliu  f  n  a 

pour  cluuni*'  point  qu'une  seule  ligne  de  couri)ur«';  ainsi  tous  ses 
point»  sont  des  ombilics  analogues  à  ceux  que  nous  avons  reniar- 
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qués  être  au  nombre  de  quatre  sur  la  suHkce  de  Vellipsoîde.  Re- 
i^herchons  d'abord  quelles  sont  les  sur&oes  qui  sont  dans  le  cas  de 

l'exception. 

Des  trois  équations  Bs=  o,  G  =  o,  A  —  D  :=o,  qui  déterminent 
le  cas  de  Texoeptionf  la  troisième  est  une  suite  nécessaire  des  deux 
autres,  et  il  suffit  d'employer  les  deux  pranières,  qui  peuvent  être 
mises  sous  la  forme 


Or,  la  première  étant  une  différence  partielle  exacte  prise  en  regar- 
dant X  comme  seule  variable ,  elle  ddl  être  intégrée  comme  une 
différence  ordinaire,  et  complétée  non  par  une  constante  absolue, 
mais  par  une  fonction  arbitraire  de  la  quantité  qui  a  été  regardée 
constanledansia  difiërentiation;  il  en  est  de  même  pour  la  seconde, 
qui  doit  être  coinpU'téf  par  une  fonction  arbitraire  de  â;.  Les  inté- 
grales de  ces  deux  équati<ms  sont  donc 

Eemettant  pour  k  sa  valeur  \/i  -h/»'  -h  ç',  et  tirant  les  valeurs 
depe^tf^  on  aura 


?  = 


valeurs  qui ,  étant  substituées  dans  dz  —  pdx  h-  qéfy  donneront 

^  yr  .</r  -f-jr-r  • 


1 


—  aoo  — 

Nous  verrons  dans  la  suite,  en  traitant  de  la  génération  des 
courbes  à  double  oourburc,  que,  suivant  les  formes  des  deux 
fonctions  ^  et  4i  cette  équation  peut  appartmir,  ou  à  des  surfilées 
«»urbes,  ou  à  des  lignes  GouH>es;  mais  nous  avons  vu  que,  dans 

toute  surface  courhc,  on  a  toujours  (y^^/^  )  ^  (  ,/|^^)'  "^^o"* 
fleux  membres  sont  les  expressions  dilU'i  entes  d'une  seule  et  mi me 
(jtiaiititi'.  noue,  (Ml  t'xt'cutant  cetle opération  sur  le  second  membre 
pour  toutes  Ics  surlàees  courbes  auxquelles  peut  appartenir  eette 
équation,  on  aura 

équation  qui  ne  doit  pas  servir  à  détei-niiner  >  en  .v,  mais  seulement 
à  détenniner  les  fbrn>es  d^  deux  fonctions  ^  et  4-  Or  celte  é(|ua- 
tion  ne  peut  pas  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeure  de  .t  et  de  ) ,  à 
moins  que  ees  quantités  n'entrent  ni  î'nne  ni  l'antre  sons  leurs  f(»ne- 
tions  respectives ,  ou  que  ces  deux  Ibnction»  ne  soient  égales  chacune 
à  une  même  constante 

e 

Donc  on  aura  en  oiéme  temps 

'I  1/1 

ce  qui  dcnuie,  en  intégrant, 

Sul^tituant  ces  valeurs  dans  l'équation  aux  diilérenees  ordinaires, 
elle  deviendra 

(J-  -t-  a)  ^/J  -f-  (  )  4-^»  )  dr 

dont  Tintégrale 

s -i-  c  =— y    —     H-  a)- —     -h  6j% 
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on 

(a?    ay  -i-  ( j  H-  by  H-    -H  ey  =  «' , 

est  réquaùoa  ilf  la  surface  d'une  sphère  dont  la  grandeur  et  la 
po&ition  sont  arbitraires. 

n  stut  de  là  que,  de  loutes  Jes  surfaces  dont  les  rayons  de  cour- 
bure sont  égaux  entre  eux  pour  chaque  point,  cdle  de  la  sphère  est 
bi  seule  d<mt  Jes  deux  lignes  de  courbure  ne  se  confondent  pas;  et 
même,  la  valeur  de  ^  n'étant  pas  déterminée  pour  elle  dans  Téqua- 
tion  (E)  des  lignes  de  courbure,  il  s'ensuit  que  toute  droite  tangente 
à  cette  surÊice  est  aussi  tangente  à  une  ligne  de  courbure,  c'est^ 
à'dîre  que,  par  chacun  de  ses  points,  on  peut  feîre  passer  une  infi- 
nité de  lignes  de  couitture  différentes,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident, 
puisqu'on  peut  y  Caire  passer  une  infinité  de  grands  cercles. 

Pour  toute  autre  surface  de  ce  genre,  chaque  point  est  un  ombilic 
par  lequel  il  ne  passe  qu'une  seule  ligne  de  coiubure,  et  l'équation 
de  cette  ligne 

Bé^'  -h  (A  —  D)dx(fy-  —  Cite*  =F  o, 

«tant  un  cairé  parfait,  peut  être  remplacée  par  sa  radne  carrée,  qui 
est  indifféremment  l'une  des  deux  suivantes  : 

ulWr  -I-  (A  —  U)  iLc  =  o, 
aiZdx  —  (A  —  D)  djr  ~  oi 

ou,  remettant  pour  A,  B,  C,  D  leurs  valeurs,  et  chassant  r,  Sj  f, 
réquatioA  de  la  ligne  unique  de  coivbure  sera  indifféremment 

ou 

équations  qui,  appartenant  à  une  même  eouiiie,  pe«iveiit  être  re- 
{(artlées  comme  équivalentes  à  celles  de  deux  de  ses  projeetions. 

a6 
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III. 

Pourtrouvei"  les  intégrales  de  l'équation  aux  difrérences  partielles 
secondes,  nous  allons  il  aboid  chercher  rétfuation  de  la  caracléris- 
tique.  Pour  cela,  si  l'on  ditleivutie  1  équation  en  regardant  /•,  s,  t 
coniine  sculeii  variables,  et  si  l'on  représente  |xir  R',  S',  T' les  coel- 
Bcients  respectiJj»  de  ch  .,  ds^fityon  trouvera,  en  conservant  les  abré- 
viations, 

R'=4*«<  —  aA(i-h9«), 

S'      —  8X-'^  +  .\hpq, 

valeurs  (ju'îl  &adra  substituer  dans  Téquation  générale  de  la  carac* 
téristique 

Ma»  alors  cette  équation  sera  un  carré  parlait  ;  car,  en  effeo 
tuant  la  quantité  iR'T'— S'*,  on  trouve  qu'elle  est  égale  à 
i6A'  —  A'),  qui  <  nulle  en  vertu  de  la  proposée:  donc  les 
deux  cara(;téristi(]ues  de  la  surface  se  confondent  en  une  seule,  qui 
atira  indifTéreiiunent  pour  éfjuatioii  Tune  des  deux  expressions  sui» 
vantes  de  la  racine  de  l'équation  précédente  : 

aR'rfr  —  S'<£p  T=  o, 

o'V'dx  —  ^'dy  —  o. 

Ces  deux  écpiations,  qui  appartiainent  à  la  même  couriie,  et  dont 
une  seule,  au  moyen  de  la  surface ,  sufiît  pour  déterminer  cette 
courbe,  doivent  donc  être  regaidées  comme  équivalentes  à  celles 
de  deux  projections.  Donc,  en  remettant  pour  R',  S',  T' les  ([uan- 
tités  qu'elles  représentent,  et  chassant  r,  ^,  <,  les  deux  équations 
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aux  diliërences  ordinait-cs  de  lu  caractéristique  seront 
a^'«(p  —  h  {de  +  pdz)  =  o, 

et,  en  y  joignant 

dz = pdas  -h  qdjTf 

c|ui ,  ctairt  <'('llt'  de  la  siirfhcc  nirntf  snr  ln(|uell('  cette  courbe  se 
trouve,  lui  iii)j);irti('nt  aussi,  (in  aura  trois  «'f|uatioiis  qui  t'quivau- 
drout  à  celles  (U-  trois  de  st-s  projectioiu»,  et  dont  deux  quelconques 
sufliront  pour  la  (ictt  rmiiier. 

Dam  ct'S  trois  i'([uaiioiis,  les  variables  r.  z  n'entrent  j>as;  il 
li  y  a  <juc  les  dillcixutifllt  s  d«;  ces  vaiiables  qui  s'y  trouvent.  On 
peut  donc  les  isoler  [yar  l' élimination,  ce  qui  donne 

tlont  la  troi&icnic  suit  t'YaU  imiirrit  Il-î»  (kuv  prciiiu  ivs. 

()t  les  deux  prcTnii  i  t  s  de  ces  é<)uations  sont  les  iiitmesque  celles 
que  nous  avons  iniuwes  tians  Tarticle  précédent  pour  la  ligne 
uuiquf  de  coiirbiuc  de  la  surface;  duuf  la  caractéristique,  uni(|ue 
poureliaque  point,  n'est  autre  chose  que  la  ligne  unique  de  eour- 
bure,  tt  noua  pourrons,  dans  la  suite,  considérer  mdiffëremnient 
cette  courbe  sous  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  aspects. 

Si  Ton  substitue,  dans  ix-s  trois  (  (luations.  pour  //  sa  valein-  prise 

dans  l'expression  R  —  â~  du  m)  on  de  couii>ure,  elles  de- 

a6. 
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viennent 

ds  = 

qui  seraient  toutes  trob  des  différentielles  exactes  si  le  rayon  de 
courbure  R  était  une  quantité  constante,  et  alors  leurs  intégrales 
seraient  complétées  par  des  arbitraires  qui»  étant  toutes  trois  con- 
stantes pour  la  même  caractéristique  individudle,  et  variables 
d'une  caractéristique  à  sa  consécutive ,  seraient  fonctions  d'une 
même  quantité  « ,  qiù  particularise  la  position  de  cette  courbe;  mais 
le  rayon  de  courbure  R  n'est  pas  constant.  Si  donc  on  Intègi-e  ces 
équations  en  regardant  R  conune  c()n.stant,  il  llint  que  les  arbitraires 
soient  non-seulement  (onctions  de  la  <}uantitc  a,  mais  encore  de  R« 
et  que  ces  fonctions  soient  telles,  que  les  dillërentiell(>s  de  chaque 
éqiiation  prise  en  rej^anlant  successivement  a  ft  II  comme  seules 
variables,  aient  licti.  Re[)n'sent;nit  donc  par  <Pf-^^VF  trois  fonc- 
tions aibitraires  de  a  et  de  K,  on  aura 

les  trob  fonctions  devant  satis&ire  au&  deux  systèmes  d'équations 

Jl 
k 


?"  =  o, 

Tr*=  o, 

Digitizr 


qui  résultent  de  la  différentiatioii  des  trois  précédentes,  opérée  en 
regardant  sucoessivemait  R  et  «  comme  seules  variables.  Or  les 
trois  dernières  équations  ^  o,  4'  =  —  expriment  que 
«  n'entre  dans  aucune  des  fonctions;  par  conséquent,  si  nous  regar- 
dons désormais  les  tnns  fonctions  arbitraires  4»  ^  comme  com- 
posées de  ia  seule  quantité  R,  ces  trois  équations  seront  satisÊdtea. 
Quant  aux  trois  autr»  équations  de  condili<m,  si  Ton  fiât  la  somme 
de  leurs  carrés,  on  troUTcra 

«>'*-l-4"-^»'"=  I. 

d'où  Ton  tirera 

et,  par  conséquent, 

qui  tiendra  lieu  de  l'une  des  trois  équations  de  condition  restantes, 
\y.\r  e\cnipl(*  de  la  dernière,  et  qui  servira  à  déterminer  la  forme 
de  la  fonetion  surabondante  tt  ,  d'après  celles  des  deux  autres. 
Quoique  cette  fonction  tt  soit  déterminée,  nous  la  conserverons 

néanmoins  encore  pour  abréijer  les  expressions. 

Ia»s  deux  int<'*p;rrjl(*s  prcmièi'es  de  rétjmition  aux  ditTérenres  par- 
tielU*s  du  second  ordre  sont  donc  comprimes  dans  le  système  des  six 
équations  suivantes  : 

ar-f(R)  =  =^S 
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qui  iH'uvent  toujours  ttre  ivtliiitos  à  cinq  par  réltniiiiatioii  iictuelle 
de  la  ronctiou  surnuméraire  tt,  et  qui  iw  et mipreiu Iront  plus  alors 
que  les  deux  fonctions  arl)itraires  ^  et  4-  Ces  deux  intégrales  sont 
insépjiFables  Ynae  de  Tautre;  pour  les  avoir  cliacune  en  particulier, 
il  fiiudrait  pouvoir  employ  er  deux  des  trois  équations  principales, 
et  n'avoir  dans  le  résultat  qu'une  seule  fonction  ariiitraire»  ce  qui 
est  impossible.  ]Uais,  quoique  ces  intégrales  ne  soient  pas  séparées, 
elles  ne  conduisent  pas  moins  directement  à  Tintégrale  finie,  comme 
nous  allons  le  voir. 

IV. 

Si  ci  tire  les  nx  équations  précédentes  on  élimine  les  deux  quan- 
tités jt  ^«  et  si  Ton  en  chasse  la  fonction  on  aura  trois  autres 
équati<»is: 

{-i  —^y  r  (/  — 4)-"  ^  [z— jV/K  v'i  —    -4  -y_  R-, 

.r  =  4-R4'; 

et  l'élimination  de  Findéterminée  R  entre  ces  trois  équations  pro- 
duira, en  J7,  z  et  deux  fonctions  arbitraires,  deux  équations  qui 
seront  Tintégrale  complète  de  la  proposée.  Ainn,  en  nous  tenant 
dans  la  généralité  comportée  par  deux  fonctions  arbitraires,  l'objet 
de  nos  recherches  étant  exprimé  par  deux  équations,  î1  n'est  pas  une 
siirHirr  courl)e,  ainsi  que  nous  l'ax  ions  supposé;  c'est  une  courbe  à 
doubh»  ('(Hu  hure.  (  ionune  ce  résultatest  extraordinaire,  nous  allons 
le  vérifier  par  la  géométrie;  mais  au()aravant  nous  donnerons  aux 
équations  une  fonn<*  qui  présentera  plus  de  facilité. 

Des  quatre  qiiaiitiirs  R,  (pR,  4^,  tR,  dont  les  trois  dernières 
sont  d'ailleurs  liées  entre  elles  par  l'équation 
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trois  etaiil  Ibnctioiis  de  la  <|iiatruMiie ,  on  peut  iiidiiféreinment 
prendi'e  celle  d'entre  elles  que  l'on  voudia  pour  quantité  princi- 
pale, et  résider  les  trois  autres  oomme  fonctimis  de  cette  dernière. 
0*aprèsoe1a,  soient 

Trh.  —   (ty  <ph  =  4»*,  —  WAy 

les  caractères  W  indiquant  de  nouvelles  fonctions  arbitraires, 
nous  aurons 

d'où  nous  tirerons 
«t 

Substituant  toutes  ces  valeurs,  nous  aurons,  à  la  place  des  trois 
équations  précédentes,  les  trois  autres  équivalentes  : 

a;  —     =  (z  —  «) 

.r  —  v«  =  («  —  tt)  y'*, 

qui,  par  réliminatioii  de  la  nouvelle  indéterminée  «,  produiront 
également  en  .1-,  ) ,  z  les  deux  équations  intégrales.  La  [>rcniière  de 
.  ces  équations  est  celle  de  la  sur&ce  d'une  sphère  qui  aurait  son 
centre  sur  une  courbe  arbitraire,  dont  les  pi  ujec  tions  auraient  pour 
équations  x  jr=^^z,  le  centre  étant  au  point  de  la  courbe  cor- 
respondante à  z  s  «,  et  son  rayon  variable  étant  égal  à  IWc  de  la 
courbe  compris  entre  le  centre  et  un  autre  point  constant  pris  sur 
la  couriM  pour  origine.  Les  deux  autres  équations  sont  celles  des 
|)rojections  d'on  diamètre  de  la  sphère  tangent  à  la  courbe.  Il  est 
évident  que,  pour  une  même  valeur  de  a,  ces  trois  équations  appar^ 
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tieiuifiit  au  point  d  jntt*i"s«'(tion  de  la  surface  de  la  sphère  et  du  dia- 
mètre tangent  à  la  courbe,  et  par  conséquent  au  pcnnt  de  la  déve- 
loppante; donc,  si  Ton  élimine  a,  tes  deux  équations  résultantes  en 
.i-,^v,  z  appartiendront  à  la  suite  de  tous  les  points  semblablement 
détemûnés,  et  par  conséquent  à  la  dévdoppante  dleHoiême. 

V. 

Si  I  on  conçoit  <^u  une  spluTi*,  variaMc  tic  jj;randeui',  se  «neuve 
de  manière  que  son  centre  parcoure  la  courbe  arbitraire  dont  les 
équations  sont  x  =  ^z,jr  =  et  que  son  rayon  soit  égal  au 
rayon  correspondant  de  la  développante  de  cette  courbe,  elle  par- 
courra un  espace  dont  Tenveloppe  doit  juuir  de  la  [)ropriétéd*avoir 
dans  tous  ses  points  les  rayons  de  ses  deux  courbures  égaux  entre 
eux;  car,  et  dans  la  diredion  de  la  caractéristique  de  la  sur&ce, 
o  eat-ii-dire  de  rintersection  des  sur&ces  de  deux  sphères  consé- 
cutives, et  dans  la  direction  perpendiculaire*  le  rayon  de  couibure 
doit  être  égal  à  celui  de  la  sphère  correspondante.  L'équation  de 
la  siu&ce  mobile,  considérée  lorsque  son  centre  est  en  un  point 
pour  lequel  on  a  z  =  «,  est 

+  0'  —  4  aj  '  +  (  s  —  [  J'(U  V  1-4- +  , 

qui  est  la  première  d«*s  équations  intégrales  fptc  nnus  venons  de 
trouver;  celle  de  l'enveloppe  sera  donc  le  résultat  de  l'élimination 
de  ft  entre  cette  équation  et  la  suivante  : 

—  4>*)      H-  (  r  —  Va)  V'« -I- s  —  « 

qui  est  sa  différentielle,  prise  en  regardant  «  comme  seule  variable. 
Mais  daas  le  cas  présent,  où  la  différence  «-ntre  les  rayons  d«'  deux 
sphères  consécutives  est  égale  à  la  distance  de  leurs  centres,  les  deux 


=  o 
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sphères  ne  se  coupent  pas  suivant  la  circonférence  d'un  cercle;  elles 
se  touchent  en  un  point  qui  est  sur  leur  diamcti  e  commun,  c'esf- 
à-dire  sur  le  dûmètre  tangent  à  la  courbe  arbitraire.  Donc  la 
caractôistiquc  de  TeUTeloppe  est  réduite  à  un  point  unique ,  qui 
est  le  point  correspondant  de  la  développante,  et  renveloppe  elle- 
même  est  réduite  à  la  courbe  parcourue  par  ce  point,  c*est«à<^re 
à  la  développante.  Et,  en  t^et,  si  de  la  dernière  équation  on  élimine 
la  quantité  sous  le  »gne  d'int^ratimi,  au  moyen  de  l'équation  de  la 
sphère,  elle  devient 

qui,  étant  la  somme  de  trois  carrés,  ne  peut  produire  rien  de  réd, 
à  moins  qu'on  n  égaie  à  zéro  les  racines  de  cliacun  de  ces  carrés. 
Or,  si  l'on  égale  à  léro  deux  quelccmques  de  ces  racines,  la  troi- 
sième est  nulle  nécessurement  ;  ce  qui  se  vérifie  fiicilement.  Donc  la 
diffîrentielle  de  ré(|uation  de  la  sur&ce  delà  sphère,  prise  en  regar- 
dant «  c(Hnme  seule  variable,  produit  les  deux  équations  suivantes  : 

dï  —  =  {z  —  Ét)  'i'  tt, 
y  —  ^  a.  =  (z  —  et)  «F'a, 

qui  sont  les  deux  dernières  des  trois  équations  intégrales. 

VI. 

n  suit  de  là  que  ré({uation  aux  cUifêrences  secondes  appartient  à 
une  sur&ce  courbe  qui ,  si  Ton  se  maintient  dans  la  généralité  com- 
portée par  deux  fonctions  arbitraires,  n'a  de  réd  qu'une  ligne 
couibe,  et  dont  l'aire  est,  par  conséquent,  nuUe. 

VII. 

Si  l'on  déterminait  la  (orme  d'une  des  deux  fonctions  arbitraires 
^  ou  \F,  de  manière  que,  des  trois  équations  intégrales,  l'une  fut  la 
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!»uite  nécessaire  des  deux  autres,  cette  troisième  équation  devien- 
drait inmile;  Tml^grale  serait  rédmte  aux  deux  antres,  ctrâimhui' 
tion  «le  a  produirait  en  u-,  y,  z  l'équation  d'une  sur&ce  moins  gé- 
nérale, puisqu'il  n'y  aurait  plus  qu'une  fonction  aibitnûre,  niais 
d<mtl*aire  ne  serait  pas  nulle,  ^  qui  joiûrait  de  la  propriété  d'avoir 
en  chacun  de  ses  p<Hnts  les  centres  de  ses  deux  courbures  réunis  en 
lin  même  point. 

Or,  ^  l'on  élimine  x  et/  entre  les  trois  équations  intégrales,  on  a 

(2  —  *)  =  jV*  v'*^    -h  v'% 

qui,  devant  être  satisfidte  indépendamment  de  la  valeur  de  2,  donne 

fda )/i  -f-      ■+■      =^  o, 

l't  quand  iiicine  on  poiirrait  satisfaire  ii  la  première  sans  donnera 
l'une  des  fonctions  arbitraires  une  foniie  imaginaire,  la  seconde, 
dont  ie  premier  membre  serait  alors  une  eonstante  (jiii  devrait  i  trc 
nulle,  exprimerait  que  le  rayon  de  la  sphère  mobile  devrait  èti  e  mil , 
ce  (jui  réduiiait  l'enveloppe  à  la  couibe  arbitraire  elle-même,  et 
Taire  de  cette  enveloppe  serait  nulle.  Donc,  dans  la  généralité  beau- 
coup moins  grande  d'une  seule  fonction  arlMtraire,  toutes  les  sur- 
fiioes  auxquelles  appartient  l'équation  aux  diCfêrences  secondes  ont 
leur  aire  nulle. 

Enfin,  si  les  deux  deniières  équations  intégrales  étaient  une  suite 
nécessaire  de  la  première,  et  par  conséquent  inutiles,  s  et  ses  deux 
fonctions  seraient  des  constantes  absolues,  et  l'équation  intégrale 
deviendrait 

(x-ay  ^  {y-hy  ^  {z-cy  =  e\ 
qui  est  celle  de  la  sphère  d'une  grandeur  et  d'une  position  arbi- 


ri  airt's.  La  surface  de  la  sphère  est  donc  la  seule  qui  jouisse  de  la 
propriété  d'avoir  pour  chacun  de  ses  points  les  centres  de  ses  deux 
courbures  vÀmi»,  et  dont  Taire  ne  soit  pas  nulle. 


S  XX. 

UE  LA  SURFACE  COURBË  DOKE  LES  DEUX  a.iYO.\S  DE  COURBURE  SOM 
TOUJOURS  ÉGAIIX  EMIRE  EUX  ET  DE  SIGNES  OORTRAIRES. 


I. 

Nous  avons  vu  c|ue  l'expression  commune  des  deux  r  iyons  de 
courbure,  pour  le  même  point  d'une  suriàce  courbe,  e&t 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  R  que  donne  cette  expression  ne  dif- 
lurent  entre  elles  que  par  le  signe,  il  &ut  que  Von  ait  A  o  ;  donc, 
remettant  pour  A  la  quantité  qu'elle  représoite,  Téquation  aux  dif- 
férences partielles  secondes  de  la  sur&oe  demandée  est 

(a)  {i  4-  ry')  /•  —  upf^s  -h  (i  -f-y-»")  <  =  o. 

Cette  équation  est  k  même  que  celle  que  M.  Lagrange  a  trouvée 
pour  la  sur&ce  dont  Taire  est  un  minimum;  donc  la  aur&oe  que 
nous  considérons  jouit  oioore  d*-  («tte  autre  propriëtéremarquable, 
que  si  Ton  circonscrit  une  partie  de  son  aire  par  un  r  iT(  r  iir  quel- 
conque, continu  ou  discontiiui,  elle  est,  de  toutes  les  surlàces  qui 
passent  par  ce  contour,  cclie  dont  Taire  comprise  dans  le  même 
contour  est  la  plus  petite. 

a?. 


II. 

Pour  intégrer  l'équation  [a},  nous  clicn  heroiis  d'ubortl  It-s  c(|ua- 
tions  de  la  cai'actéristique  de  la  suriuce  à  laquelle  elle  appartient,  et 
pour  ceh  nous  difTérenlieroiis  en  r^artknt  r,s,t  oomme  seules 
variables,  ce  qui  doniiera 

et,  substituant  ces  valeuis  dans 

R'i^«  _  S'<ir«^ -h  T'rfr»  =  o, 

nous  aurons  pour  première  équation  de  la  caractéristique, 

{b)       {i-i-g')<i)r' 'hipqdxd)r-+'{i'hp')dx' =  o,  ^ 

Puis,  chassant  r,  ^,  t  de  la  proposée,  et  substituant  pour  ^  la 
valeur  que  donne  l'équation  {b),  on  aura  pour  seconde  équation 
de  la  caractrâistique, 

(c)  (l  -hq^)e^*  -h  -ipqdpd/f      (l  -\-p')àq'  =  o. 

Cette  dernière  équation  aux  différences  ordinaires  entre  les  deux 
variables  q  est  fucile  à  intcrrrer;  car,  si  on  la  différentie  en  re- 
gardant q  comme  variable  principale,  on  trouve 

ddp  =  o, 

dont  rintégrale  est 

dp  =  adtfy 

«  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  rint^ration.  Substi- 
tuant donc  pour  ^  la  valeur  «  que  donne  cette  int%rale,  rinlégrale 
de  réquation  (c)  sera 

(l  -f-  y')     —  2.(tpq  -h  1  -h/>'  =  o, 

ou 

!  +  — o. 
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Celte  équation  a  deux  raeines;  ainsi  la  snHàre  a  deux  earactcr 
tiques  distinctes,  en  sorte  que,  si  l'on  repiL.si'uti'  par  a  la  toiLsiante 
arbiti'aii'e  de  la  première  caractéristique,  et  pai'  p  celle  de  la  seconde , 
les  éqoatioiift  dùtincte*  de  ces  deux  eourbes  serairt 

p  —  «<|r  ^  ^ —  I  — 

ce  qui  donne 


a 


et  d'oii,  tirant  les  valeurs  de  p  et  q,  on  a 

(*  -  ^)/»  =  -  -  «n/^-  Fi 

(«  —  fs)  9  =  —        1  —  »*  —  V—  «  —  P'- 

Quant  à  l'autre  équation  de  chacune  des  deux  caractéristiques,  elle 
est  comprise  dans  l'équation  (6),  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 
la  plus  simple 

djc-  ■+■  dy''  -+-  dz'  =  o, 

et  qui,  étant  la  somme  des  trms  carrés,  produit  les  trois  équations  : 

dv  =  o, 

dz  =  Ot 

dont,  à  cause  de     =  pdae  H-  qà)r,  deux  quelconques  comportent 
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la  troisième,  et  qui  jM-uveut,  p;ir  conséquent,  se  réduire  à  deux 
d'entre  elles,  par  exemple  aux  deux  premières 

Si  ces  deux  équations,  provenant  de  lA),  avaient  «té  facteurs  de 
cette  dernière,  chacune  d'elles  pouri-ait  avnir  lien  sejKu  t  ment,  et 
<*1Ips  appartiendraient,  l'une  à  la  première  caractéristique,  et  l'autre 
u  la  iiectmde;  ïnais  I  rcjuatit»!  (  h)  les  produit  toutes  deux  simultané- 
ment: elles  ont  donc  lieu  toutes  deux  pour  chaque  caractéristique. 
Donc  chacune  de  ces  courbes  n'est  pas  déterminée  par  deux  équa- 
tions seulement,  comme  dans  tous  1^  cas  que  nous  avons  considérés 
ici,  mais  |>ar  trois  équations;  donc  enfin  chaque  caractérisa 
tique  se  réduit  à  un  {M>int.  Ainsi  l'analyse  ne  nous  présente  pas 
cette  sorlace  comme  engendrée  par  le  mouranent  d'une  généra- 
trice variable  de  figure  et  de  position,  en  vertu  de  la  variation  d'un 
de  ses  paramètres  ;  die  nous  la  montre  comme  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  point  mobile  en  vertu  de  la  variation  de  deux  des 
constantes  qui,  dans  chaque  instant,  déterminent  sa  position. 

Autrement.  Si  Ton  considère  la  surface  demandée  comme  l'en- 
vdoppe  de  respac<;  parcouru  par  une  surfiioe  mobile  et  variable  de 
fi^re,  Tenveloppée  peut  se  mouvoir  suivant  deux  directions  diffê- 
rentes.  Pour  chacune  de  ces  directions,  deux  enveloppées  consécu- 
tives se  coupent  en  une  ligne  courbe,  et  c'est  le  point  d'intersecticMi 
de  ces  deux  courbes  qui  est  dans  la  surlàce.  Il  y  a  donc  entre  la 
surfiioe  du  $  XIX  et  celle-ci  cette  différence,  que,  pour  la  pre- 
mière, le  pmnt  de  cmitact  ne  pouvait  à  chaque  instant  se  mouvoir 
que  suivant  une  seule  érection,  et,  par  conséquent,  ne  pouvait  en- 
gendrer dims  tout  le  cours  de  son  mouvement  qu'une  ligne  courbe 
ou  une  surface  dont  Taire  était  nulle,  tandis  que,  pour  la  sorfiice 
«ctudle,  le  point  générateur,  pouvant  à  chaque  instant  se  mouvoir 
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suivant  deux  directioiis  diffîrentes,  engendre  une  surfiioe  courbe 
dont  l'aire  n'est  pas  nulle. 

n  suit  de  là  que ,  pour  la  premièce  caractéristique,  les  trois  quan- 
tités «,  X,  y  sont  toutes  trois  constantes  ;  ainsi  h  première  d'entre 
dies  est  une  fimction  des  deux  autres.  H  en  est  de  même  de  con- 
ndérée  dans  l'autre  caTactértstique.  Donc,  en  gâiéral ,  les  deux 
coordonnées  x^y^  et  par  conséquent  la  troisième  z,  sont  des  fonc- 
tions de  d  et  de  Il  ne  s'agirait  plus  que  de  déterminer  les  formes 
de  ces  trois  fonctions  pour  que  la  |NX>posée  fût  satisfaite;  mais  (  ette 
considération,  qui,  d'ailleurs,  nous  conduirait  au  même  résultat, 
nous  écarterait  de  la  marche  de  l'intégration  que  nous  allons  re- 
prendre. 

III. 

Quoique  l'équation  (6)  produise  deux  autres  équations  simulta- 
nées, on  [>cut  la  traiter  comme  une  équation  unique.  Pterk  substi- 
tution des  valeurs  de/»  et  9,  elle  devient 

-H  («  -h  ^)dxdf  -f-  «p<£c*  ss  o, 

ou 

{dy  -h  9,dx)  {dy  -j-  ^dx)  =  o, 

qui,  étant  compoaé»  de  d^ix  (iicteun,  donne,  pour  les  deux  carac- 
téristiques, les  deux  équations 

dy  -+-  adx  =■  o, 
dy  H-  ^jdv  =  o; 

mais,  de  ces  deux  équations,  c'est  la  seconde  qui  appartient  à  la  pre- 
mière caractéiisliqiu',  <'t  la  première  qui  apparlu'iit  a  la  spoonHr. 
En  effet,  si,  après  avoir  citasse  r,  j,  £  de  la  proposée,  ce  qui  donne 

(i  '^q')t^éir-i-(i-hp*)dqdx  =  Ot 

ou  substitue  pour  ^  la  valeui-  «,  qui  convient  à  la  première  l'arar- 
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téristique,  on  a 

(i  4-  ly')  »dy  -f-  (i  -t- da-  =  o, 

ou 

dy  H-  ^dx  =  o. 

De  même ,  en  employant  pour  ^  la  valeur  ^ ,  qui  convient  à  la 
seconde  caractéristiqtie,  on  trouve 

df  H-  «m/x  —  o- 

1  H*s  deux  équations  <le  la  première  caractéristique  sont  donc 

p  —  tiq  ss—  V^—  I  —  «% 

<;^'  H-  ^dx  =  o, 

et  celles  de  la  seconde 

df  -h  «<ir  =  o. 

Or,  par  rapport  à  la  première,  pour  la<(uelle  on  a  a  —  constanu  . 
si  était  aussi  constaiile,  la  stcoiide  étpiation  serait  intc|];rablc,  et 
son  intégrale  serait  coniplétcc  par  «ne  coiustante  arbitraire  qui  serait 
fonction  de  a;  mais  |3  est  variable.  Si  donc  on  intègre  en  regardant  p 
comme  constante,  l'intégrale  d<Ht  être  complétée  par  une  fonction 
de  •  et  et  cette 'fonction  doit  être  telle  que  la  diUKrenticUe  de 
l'intégrale,  prise  en  regardant^  comme  seule  variable  «  soit  satis- 
Ikite;  ce  qui  ne  suffira  pas  encore  pour  la  déterminer.  Rqirésentant 
donc  par  ^  cette  fonction  des  deux  quantités  «,  ^,  Tintégrale  de  la 
seconde  équation  sera  d'abord 

{d)  /  H- j'i.r      <p  (a,  pj, 

t 

Par  la  même  raison,  si  l'on  représente  par  ^  une  autre  fonction 
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de  «et  Tintiégrale  de  ift  Moonde  équation  de  l'autre  caTacteristique 
sera  d'abord  Gomportée  par  les  deux  équations 

(/)  rH-««  =  4(*>^). 

is)  «  =  4'. 

Mais,  le  point  de  la  surface  devant  êlre  clctcnuiaé  par  1  iulersection 
4cs»  deux  caractéristiques,  les  quatre  équations  (rf),  (<•),  (/  ),  (g) 
doivent  tcnkt  lieu  pour  sa  projection  sur  W  plan  des  .r  et  > ,  et  elles 
ne  peuvent  avoir  lieUf  àmoinsqueles  fbncti<»is  (p  et  4  ne  satis&sunt 
aux  deux  suivante»: 

{h)  ^  _  p,''  =  4  _  ^4', 

(/)  =  4', 

qui  résultent  de  rélimtnation  de  a:  et  j,  et  dont  les  inté^les  doivent 
servir  à  déterminer  les  formes  des  fonctions  f  et4> 

Pour  inférer  ces  deux  dernières  équationSf  il  dut  d'abord  sépa- 
rer les  fonctions,  et  pour  cela  on  les  dififêrenliera  ai  r^rdant  suc- 
cessivement «,  puis  ^  comme  seules  variables  ;  et,  éliminant  d'abord 
tout  ce  qui  dépend  d'une  des  fonctions,  ensuite  ce  qui  dépend  de 
l'autre,  on  trouvera  les  deux  équations  aux  diflërenccs  partielles 
secondes 

(*  -  fî)  <p"'  +     =  o, 

(•-li)4'"-»-4''«o, 

qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 

a8 
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et  dont  les  intégrales  sont 

^'      (a  —  ,'î)  <l»"ix, 

dans  lesquelles  «  et  Y  sont  deux  nouvelles  fonctions  arbitrairesd'une 
seule  quantité,  «  pour  Tune,  ^  pour  Vautre,  et  que  nous  accentuons 
à  cause  des  intégrations  subséquentes.  Ces  deux  équations  sont 
elles^émes  des  différentielles  exactes,  prises,  l'une  en  ne  fai- 
sant irairier  que  «,  l'autre  en  ne  faisant  varier  que  |î;  et  leurs  inté- 
grales sont 

«lan.s  lf.s(|uelles  /"et  F  sont  deux  iioii\ elles  ibnctioib»  arbitraires 
d  une  seule  ijuaiitité.  Dt-s  (jiiiitK-  loju  tions  arliitmires  f|ui  entrent 
dans  ces  équations,  il  u'\  en  ;i  que  deux  (|ui  soient  n('ee>,-,aires, 
parce  que  e'e.st  vulunUiircnjcal  que  lunis  avt>iis  difieientic  les 
deux  équations  (//),  (/),  et  que  nous  nous  sununes  élevés  aux  se- 
ccmdes  différences.  11  &ut  donc  d^nmner  les  formes  de  deux  de 
ces  fonctions,  de  manière  que  les  équations  (A),  (/)  soient  satis- 
fîtes. Or,  de  ces  intégrales  on  tire,  parla  différentialion, 

^"  :^  _  4,'  -H  F', 

et,  en  substituant  pour  ^,  tp",  4>4'  ï^"*^  valeurs  dans  (//)  et  (/) 
on  trouve  que,  i>our  que  ces  demi«M«s  soient  satisfaites,  on  doit 
avoir 

/«=^*«, 

ce  qui  Uëtenuuie  les  tbruies  des  deux  fonctions  surnuméraires 
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F,  y.  Donc,  substituant  pour  ces  fonctions  leurs  fbniics  dans  les 
.valeurs  de<p,4^  ^" •>  4  >  ^""^ 

.  f  =  («— ^)  *'«  —  + 

4  =  (*— p)  v'*  —  4^ + yp, 

4'=— «t'a -h 't'^; 

enfin,  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  (e),  ou 
dans  (y  ),  (ij),  et  tirant  les  valeurs  de  .r,  j,  on  aura  pour  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des  projections  des  deux  ca- 
ractéristiques 

(m)  j  =  —  *  «  -H         4-  «i^  — 

Ainsi,  en  remettant  à  la  place  de  «  et  p  leurs  valeurs  enjv,  9,  les 
deux  équations  (/'i  et  (a/;)  donnent  en 9,  pour     r,  les  valeurs 

(jue  l'on  tirerait  de  <liux  intégrales  premières  de  la  proposée, 
l'une  de  ces  intégrales  étant  complétée  par  la  fonction  arbitraire 
l'autre  par  *}';  et  l'on  aurait  ces  deux  intégrales  premières,  si  l'on 
pouvait  tirer  de  f /}  et  (///)  deux  autres  équations,  dont  rliacime  ne 
contînt  <|u'un('  des  Iniirtions  et  ses  dérivées.  Les  dettx  écjuations 
(/)  et  (m)  ne  sont  «loue  It's  iiit('t;r;ilt's  pifiiiirrcs  de  lu  proposée; 
mats,  prises  eiihi-mble,  ellt  s  expi  imciit  la  iiirinf  ^llo^(•  (|ue  les  deux 
intégrales  premières,  prises  dr  iiu'  inc  cnscinhlc  ;  et  nous  allons  voir 
qu  elles  conduisent  de  même  du  eeteiiient  à  T  intégrale  iinie. 

IV. 

En  effet,  si  l'on  différentie  les  deux  équations  (7  *,  {m\.  pour 
avoir  les  valeurs  de  dx^  dy^  et  si  l'on  substitue  ces  valeurs,  ainsi 

a8. 
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que  celles  de  /j,  y,  dans  dz  =  pdx  -i-  qdj,  on  trouve 

équation  dam  laquelle  les  variables  2,  a,  p  sont  sépai'ées ,  et  qui 
donne 

(«)    2  <£t  V'(-  I  — «•)  -J-/V'P  .<<13  V^(- 1  —  P*), 

dont  le  second  membre,  lornque  les  fonctions  '1>,  4  seront  (l»'ler- 
minécs,  ne  dépendra  qiic  des  (jniuliiiturcs.  Donc  le.s  coordonnées 
de  chaque  point  de  la  sm  l;u  e  sont  doiuiees  en  a.  et  p  j>ar  les  tr<jis 
équations  (/),  {//<),  {ri);  donc  Téi^uatiou  de  cette  surÊioeen u  ,  j', 
OD  l'int^rafo  finie  de  la  proposée,  est  le  rësidtat  de  réKminatkw 
des  deu%  indéterminées  «  et  |9  entre  ces  trois  équations. 

V. 

Il  s'agirait  actuellement  de  construire  cette  mtcgraie,  ou,  ce  qui 
revient  an  même,  de  tronvcr  la  génération  de  la  surface.  I4»  seule 
construction  à  laquelle  nous  soyons  encore  j>arvejms,  procétie  par 
courbes  infiniment  voisines  :  elle  prouve,  à  la  vérité,  que  Taii'e  de 
la  sur&oe  n*est  pas  nuHe,  ce  qui  est  d^aillears  évident;  mais  die 
ne  peut  être  d'aucune  utilité  dans  la  pratique.  Nous  allons  néan- 
moins la  rapporter,  parce  qu'elle  pourra  donner  lieu  à  des  efficHts 
plus  heureux. 

Soit  une  courbe  à  double  courbure  ps'ise  arbitrairement  dans 
Fespaoe.  Concevons  qu'une  de  ses  tangentes  se  meuve  sans  ces^ 
ser  de  la  touohw;  die  engendrera  une  sur&oe  développable  dont 
la  courbe  arbitraire  sera  Taiéte  de  rebronasenient  ;  et  un  point 
quelconque  de  la  tangente  parcourra  une  courbe,  à  laquelle  la 
tangente  mobile  sem  constamment  normale,  et  qui  SCTa  une  déve- 
loppante de  la  courbe  arbitraire  :  nous  allons  Toir  que  cette  déve. 


>anto  sera  une  dos  lignes  de  ronrbnn»  (\v  la  surface  (l«'iiian(lt  r.  * 
Soit  j)roIongé  chacun  des  rayouà  de  la  développante  au  dcia  <le 
cette  courbe  et  d'une  quantité  égale  à  lui-même  ;  ce  qui  détermi- 
nera sur  dncme  des  tsngentes  à  la  oomlie  «iiitnÛN  un  point 
que  nous  nommerons  second  centre,  parce  qu'il  sera  le  centre  de 
la  seconde  courbure  du  point  correspondant  de  la  sur&ce,  point 
dont  le  centre  de  la  première  courbure  sera  le  point  de  contact  de 
la  courbure  aibitraire.  Concevons  qu'un  cercle  variable  de  rayon 
se  meuve  de  manière,  i*  que  son  plan  passe  toujours  par  la  tan* 
.  gente  mobile,  et  soit  toujours  normal  à  la  sur&ce  développable  que 
parcourt  cette  tangente;  a*  que  son  centre  dans  chaque  instant 
soit  confondu  avec  le  second  centre  ;  3°  que  8>a  circonférence  passe 
toujours  par  le  point  correspondant  de  la  développante,  et  par 
coméquent  la  coupe  perpendiculairement  ;  la  circonférence  de  ce 
cercle  engendrera  une  surface  courbe  qui  passera  par  la  dévelop- 
pante, dont  cette  dernière  ligne  sera  une  ligne  de  rnurhure,  et  dont 
les  deux  rayons  de  couri)ure  pour  t"ha(|ue  point  pris  sur  la  déve- 
loppante seioiif  égaux  entre  eux  et  de  signes  contraires.  Nous 
n'aurons  i)i'sc)iu  de  considérer  «lans  cette  surface  <  [u' une  zone  infi- 
niment étroite,  celle  qui  est  bordée  par  la  déveloj)pante. 

Cela  posé,  supposons  que  chaque  tangente  soit  mobile  autour  du 
second  centre  par  lequel  elle  passe,  et  dans  le  plan  du  cercle  cor- 
respondant, c'est-à-dire  dans  le  plan  normal  à  la  surface  dévelop- 
pable ;  puis,  qu'une  de  ses  tangentes  se  meuve  en  eflkt  et  décrive 
autour  du  second  centre  un  angle  infiniment  petit  et  arbitraire; 
que  la  tangente  suivante  se  meuve  de  même  autour  de  son  second 
centre  jusqu'à  ce  qu'dle  coupe  la  tangente  précédente  conûdérée 
dans  sa  nouvelle  position  ;  que  là  troisième  tangente  se  meuve  aussi 
.  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  la  seconde  ;  et  ainsi  de  suite  de  proche  en 
proche  pour  toutes  les  tangentes.  Toutes  ces  droites  considérées 
dans  leurs  nouvelles  positiona  seront  encore  normales  à  la  sur&ce 
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courbe  engendrée  par  la  circonférence  de  cercle;  el  j)arce  qu'elle» 
$e  renc(mtreiit  coiMécuti  veinent  deux  à  deux  »  elles  seront  dans  une 
seconde  sur&ce  développablct  dont  Tarète  de  rebrouasement  sera 
distincte  de  la  première  courbe  arbitraire,  mais  en  sera  infiniment 
fyrodhe.  Cette  seconde  surfece  développable  sera  normale  à  la  sur^ 
fiiee  engendrée  par  la  circonférence  du  cercle  ;  elle  la  coupera  en 
une  courbe  qui  sera  la  ligne  de  courbure  suivante,  et  qui  s^  une 
développante  de  l'arête  de  rdïroussement  de  la  seconde  surface  dé- 
veloppable. La  zone  comprise  entre  cette  seconde  développante  et 
la  première  appartiendra  à  ta  surface  demandée. 

Actuellemcni .  si  Ton  opère  sur  l'arête  de  rebrous!iema«t  de  la 
seconde  surface  développable  et  sur  sa  développante,  comme  nous 
avons  opéré  sur  la  coiirho  nrliitrnirc  et  sur  sa  dévclojjpante,  on 
aura  la  troisième  ligne  de  coui  hiirt'  de  hi  sur  liicc  (Iriiiandt  r  ;  et, 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  aura  tous  tes  points  de 
la  surface. 

l'-ctli'  coiLstruction  a  toute  la  i^énéralité  nécessain^;  car  elle  sup- 
pose une  première  coiu'be  ciitièrcnient  arbitraire,  et,  p.'»r  consé- 
quent, une  fonction  arbitraire  pour  chacune  des  projections  de 
cette  couribe. 

Nous  ne  donnerons  pas  un  plus  grand  nombre  d'exemples  de 
surfiice  dont  la  grâérati<m  peut  être  exprimée  par  de»  équations 
aux  diflerenoes  partielles  du  second  ordre.  Quant  à  celles  qui  exi^ 
gent  des  différences  du  troisième  ordre,  nous  ne  considérerons  que 
le  petit  nombre  de  celles  qui  sont  remarquables  par  la  simplicité 
et  par  l'emploi  qu*on  en  lait  dans  les  arts. 
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DE  LA  SURFACE  COURBE  ENGENDRÊF       NCT  AT.EMENT  PAE  LE 
MOLVEMEM  D'USE  UOSE  DROITE. 


Le  mouvement  d'une  droite  dam  l'espaee  est  déterminé  lorsque 
cette  drmte  e»t  assujettie  à  s'appi^er  perpétudlement  contre  trois 
courbes  à  double  courbure  données.  En  efifet,  si  Ton  prend  sur  la 
première  de  ces  courbes  un  point  arbitraire,  la  droite  qui  passe 
par  ce  point,  et  qui  s'appuie  contre  les  deux  autres  courbes,  est 
entièrement  «léterniinée  de  position  ;  car  il  est  évicJent  que  cette 
droite  doit  être  l'intersection  des  deux  surface  coniques  dont  le 
sommet  commun  est  au  point  arbitraire,  et  qui  |>assent,  l'une  par 
la  seconde  conrbc  donnée,  l'autre  parla  troisième.  Si  donc  on  con- 
(•oit  que  la  droite  se  meuve  de  manière  que,  s' appuyant  constam- 
ment sur  les  deux  dernières  courbes,  elle  pa.sse  sureessivement  par 
tons  les  points  de  la  prenjirre  :  pour  chacun  de  ces  points  la  posi- 
tion de  la  droite  sera  déterminée,  et  la  siutiice  (ju'elle  engendrera 
par  sou  mouvement  s<*ra.  par  conséquent,  iiniqnc  et  déterminée. 

La  nature  de  la  surlace  dépend  de  ccllet»  des  trois  com  bes  qui 
dirigent  le  mouvement  de  la  génératrice;  mais  quelles  cpie  soient 
res  trois  courbes,  tontes  les  sor&oes  soumises  à  cette  génératicm 
ont  un  caractère  général  qui  peut  être  exprimé  par  l'analyse,  et 
dont  nous  allons  chercher  directement  l'expression  :  i**  aux  diffé- 
rences partielles  du  troisième  ordre  ;  3"  aux  diffiérences  du  second 
(mdre;  3"  aux  différences  du  ^«mier;  4**  en  quantités  finies. 

De  même  que  nous  avcms  représenté  par  p,  q  les  coefficients 
des  différences  partidles  du  premier  ordre,  et  par  r,  t  ceux  des 
diflërences  partielles  du  seccmd  ordre,  nous  représenterons  par  », 
tu,  iVf  c  ceux  des  difierences  partielles  du  troisième  ordre,  de  mà- 
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iiière  que  l'on  aura 

dr  ~  )  iu(()  , 

ds  =  unit  H-  «l'rfv, 
dt  —  wdx  vdy\ 

équations  dans  lestiueUes  le  coefiîciait  de  dy  dans  l' une  est  le  même 
que  celui  de  dx  dans  la  suiTante»  parce  que»  les  deux  quantités  p 
et  q  étant  des  fonctions  de  x  et^,  on  doit  avoir 


ce  qui  donne 

•     (^)=(è).  «  (|)=(â)- 

I. 

Considérons  la  droite  génératrice  dans  une  quelconque  de  ses 
positions  :  elle  coupe  dbacune  des  trois  courbes  qui  dirigent  son 
mouvement  en  un  point,  par  lequel  concevons  la  tangente  à  cette 
directrice;  puis,  par  la  droite  génératrice  et  par  chacune  des  trois 

titngentes,  concevons  un  plan  :  on  aura  trois  plans,  qui  seront  tous 
trois  tangents  à  la  surface  couibe,  et  pntir  chacun  desquels  le  point 

de  contact  sera  le  même  que  celui  de  la  directrice  correspondante 
avec  sa  tangenl»'  Tcttr  surface  est  donc  telle,  que  trois  plans  tan- 
gents difrt'rciit  ,  pcuvenl  se  couper  en  une  lii^iic  droite  (|ui  passe 
|)ar  leuis  trois  points  de  rontnrt.  <ni.  rc  (pii  re\  ieotau  mème<que, 
pour  (jnelque  point  »ie  contin  t  rpie  ee  soit,  le  plan  tangent  peut 
changer  deux  fois  de  suite  de  position  sans  cesser  de  passer  par  le 
premier  point  de  contact.  Or,  si  l'on  dillereiitie  deux  fois  de  suite 
1  équation  du  plan  tangent 
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en  regardant  comme  con&tantes  les  coordonnées  x' yy  \  du  point 
général  du  pian,  ce  qui  donne 

{x~x')  dp  "H  (r  —y')  <iq  =  o, 

(ar— «')      +  {y— y')  ddq     t^dx  ■+■  dqdjr  =  o, 

on  aura  trois  équations  qui  détermineront  les  coordonnées  .r' ,  j' ,  z  , 
du  point  commun  aux  troi»  plam  tmigents  consécutif  ;  et  parce  que 
les  trois  plans  doivent  pa&sc  r  par  le  premier  point  de  contact,  ces 
tooîs  équaticma  doivent  avoir  lieu  en  fidsant  x=jc',  y  =y\ 
ce  qui  dimne  la  quatrième  équation 

dpdx  -T-  dqdj  =  o. 

De  plus,  si  de  ces  quatre  équations  «m  élimine  les  deux  quantités 
. , ,  il  restera  les  deux  autres 

z  — M  ^  Z  Z 

dp  d.v  -h   flydf  =  o, 
ddpdx  -h  ddqé)r= 

qui  ne  peuvent  subsister  simultanément,  à  moins  que  la  quantité 
ne  soit  constante,  et  qui  peuvent,  par  conséquent,  être  mises 
sous  la  fionne  suivante  : 

rdae*     ludxêf  H-  têf*  =  o, 

udx*  4-  Zuulx^dy  -h  ^ivdvdy^  -i-  i'dy*  =:  o. 

Enfin,  de  ces  deux  équations,  l'une  est  destinée  à  donner  la  valeur 
de  ^  (jui  détermine  la  direction  de  la  droite  suivant  laquelle  se 
coupent  les  trois  plans  tan^^ents  oonsécntib;  et  si  l'on  élimine  entre 

elles       on  aura  une  équation  d»*  comlitioii  qui  dcvia  rtir  satis- 

fiûte  pour  que  ces  trois  plans  puissant  se  couper  dans  une  oiènie 

«9 
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.ligne  droite,  et  qui  sera,  par  conséquent,  l'équation  de  la  surfiioe 
demandée.  Donc,  si  i  on  représente  par  a  la  valeïu*  de  ^  que 
fournit  Tune  de  oes  équations,  c'està-dire  si  l'on  ûût,  pour  abréger. 


—  s  +  s{s'  —  rt) 

 ■         ■  -.      —  . 

r 


=  *, 


réquatioii  aux  diflërences  partielles  du  troisième  ordre  de  la  sur- 
fiioe  courbe  généralemoit  engendrée  pal*  le  mouyement  d'une  ligne 
droite  sera 

(A)  »  H-  Suitt  +  Stva*  +  VA*  =ss  o. 

On  peut  arriver  j)lus  rapidement  au  même  résultat,  en  considé- 
rant que  le  point  de  la  surface  peut  se  mouvoir  dans  le  premier 
plan  tancent,  puis  dans  le  second,  et  encore  dans  le  ti'oisième, 
sans  cesser  de  se  mouvoir  en  !it;nc  droite;  c'est-à-dire  que  ce 
point  ptnit  se  mouvoir  tiois  lois  île  suite,  saiLs  que  les  quantités 

^*  ^1  ^  chan^nt  de  valeur.  Donc,  si  l'on  différentie  deux  ibis 
de  suite  Véquation  ' 

dz  ss  pdx  qdy^ 

en  regardant  comme  constantes  les  trois  quantités  on 
auia  les  deujc  équations 

dpdx-h  dqdy  =  Oy 
dâpdx  +  ddqdx  =  o, 

qui,  par  rélimination  de  ^>  donneront  Téquatitm  (A). 

II. 

■ 

Lors(pie  le  f)oint  de  la  surface  courbe  se  meut  sans  sortir  de  la 
droite  g^fiératrice  considérée  dans  la  même  position,  les  trois  quan- 
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fl-''  tG-^  ^'^^^  àem.  qiiekorujucs  déterminent  la  troisième, 
sont  constantes  ;  et  ces  quantités  varient  lorsque  le  point  passe  sur 
la  génératrice  considérée  dans  la  position  suivante:  ainsi,  de  ces 
trois  quantités,  dcttx  qut-lrnnques  sont  fonctions  de  la  troisième. 
Donc,  si  l'on  divise  par  ilx  l'équation 

ce  qui  donne 


puis  si  l'on  met  pour  ^  sa  valeur  "z!*!,  que  nous  conti- 

nuerons de  rt'préiienter  par  a;  et,  enfm,  si  1  on  lait  ^  égale  à  une 
fonction  arbitraire  de  Téquation 

{B)  -h  «^(f  — 

que  Ton  obtiendra,  sera  aux  diflërences  partielles  du  second  ordre 
celle  de  la  surface  demandée. 

Les  quantités  ^i  ^  ne  sont  pas  les  seules  qui  soient  constantes 

en  même  teiiij»s  que  ^  =  a.  Si  I  ou  représente  par 

j  =  «a?  -h  7, 

a  a=  |2j?  -H  J", 

les  équations  de  la  «génératrice  considérée  dans  une  positiun  quel- 
conque, dans  lesquelles  on  am  a 

les  deux  autres  quantités  >,  ^  sont  aussi  constantes  en  même  tein{)s 
que  «,  et  par  conséquent  tbnctiom  de  «.  Donc ,  en  représentant  ces 

«9- 
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nouvelles  fonctions  par  les  caractères  4>  ^>  les  deux  équations 

(C)  «af  =  4*» 

(D)  z — (/»  +  4i7)^s7ra, 

seront  encore  aux  différetu  es  partielles seconrles  rrlles  de  la  surlhce 
demandée.  Les  trais  équations  i  B),  (C),  (D),  1  it  t  «  liacune  exprime 
compléleinent  la  génération  de  la  surfac*»,  sont  les  trois  intégrales 
premières  de  l'équation  du  troisième  ordre  (A),  et  chacune  d'elles 
est  complétée  par  une  fonction  arbitraire  particulière. 

m. 

î>es  trois  é(juations  [K),  (C),  (D)  ne  contiennent  les  eoefiieients 
différentiels  dn  second  ordre  r.  ,v,  (|ne  parce  que  ce6  coetHcients 
entrent  dans  !  a  i  ji  iiiié  *.  Donc,  si,  combinant  ces  équations  deux 
à  deux,  on  en  elnnine  la  quanlitc  a,  regardée  comme  une  indéter- 
minée, ce  qui  peut  se  ùàre  de  trois  manières  difllérentes,  ou  aura 
trois  résultats  qui  n«  oontiendront  que  des  différences  partielles  du 
premier  ordre,  et  dont  diacun  exprimera  la  snriioe  d*tine  manière 
complète.  Ces  trois  résultats  seront  les  int^jiales  secondes  de  l'é- 
quation (A),  et  cbocane  de  ces  intégrales  sera  complétée  par  deux 
des  trois  fonctions  aiiûtraires  9, 4i  ^* 

IV. 

Enfin,  des  quatre  coefficients  [i,  7,  ^,  qui  entrent  dans  les 
équations  de  k  droite  gâtératrice,  trois  quelconques  étant  fonc- 
tions du  quatrième,  il  s'ensuit  que  le' résultat  de  rélinûnatîon  de 
rîndétemiinée  •  entre  les  deux  équations 

y  —  ttx  =  4*, 
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est  en  quantiu*s  tinies  ré<|uation  dt-  la  surface  généralement  engt'ii- 
drée  pai*  le  mouTement  d'une  ligne  droite.  Ce  résultat  est  l'inté- 
grale finie  de  Féquation  (A) ,  complétée  par  les  trois  foncliom  ar^ 
bitraires  <p,  ->|> 

V. 

De  la  caractéristique  sur  les  sur/aces  dont  Péquatùm  mue  diffi- 
renees  parûeUes  est  du  troisième  ordre, 

Ijh  méthode  que  nous  allons  donner  pour  trouver  l  écjuution  de 
la  caractéristique  convient  à  tous  les  ordres,  quoique,  dans  Texpo- 
aition  que  nous  aUoiis  en  bin,  die  ne  soit  appliquée  qu'au  troi- 
sième. S<Ht 

(G)  F  [x,f,  2,/>,  q,  r,  s,  t,     M/,      r]  =  o 

une  équation  quelconque  aux  différences  partielles  du  troisième 
ordre;  si  dans  cette  équation  on  élimine  trois  quelconques  des 
quatre  différences  partielles  supérieures  ti,  m,  au  moyen  des 
trois  équations 

dr  =  udx  H-  rudyy 
ds  =  ludx  -h  wdy, 
dt  =  wdx-i-  vdjf\ 

par  exemplci  ri  Ton  élimine  les  trois  dernières  vt^  on  aura 
une  équation  aux  diflTérenoes  ordinaires 

(H)  /[x,  j,  s,  pt  q,  r,  s,  t,  dxy  dy^  dr,  ds,  dt,  u\  =o, 

à  laquelle  satisferont  les  équations  particulières  de  toutes  les  sur- 
faces individuelles  soumises  à  la  génération  exprimée  par  l'équa- 
tion (G).  Quelle  que  soit  donc  une  de  ces  sur&oes  individuelles^ 
son  équation  particulière  pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme 
(U),  et  les  équations  des  diffiérentes  sur&ces  individuelles,  mises 
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SOU8  cette  forme,  ne  différeront  entre  elles  que  par  la  quantité  «, 
qui ,  dans  chacune  d'elles,  sera  (fifiëremment  composée  des  quanti- 
tés x,f,  z.  Ainsi t.en  conudérant  une  des  surfeces  soumises  à  la  gé- 
nération exprimée  par  (G),  et  son  équation  étant  mise  sous  la  fonne 
(H),  si  l'on  suppose  qu'une  quelconque  des  trob  courbes  arbi- 
traires qui  dirigent  le  mouTcment  de  la  génératrice  vienne  à  éprou» 
ver  une  variation  infiniment  petite,  l'équation  (H)  n'éprouvera 
d'autre  changement,  sinon  que  la  quantité  u  changera  de  valeur  et 
deviendra  et  les  deux  surfitces  qui  correspondent  à  ces  deux 
valeurs  successives  de  ii  se  couperont  en  une  courbe,  pour  les 
points  de  l.iquelle  les  quantités  z.  ji,  <[,  r^s^t^  et  leurs  diffé- 
rences ordinaires  dUr,  dy^  dz^  d/t,  dq^  dr,  ds,  dt  auront  les  mêmes 
valeurs,  soit  <jue  l'on  considère  cette  courbe  sur  la  première  sur- 
face, soit  qti'on  la  considère  sur  la  seconde.  Cette  cotirlic,  (jtii  est 
constante,  et  pour  les  points  de  laquelle  les  différences  pnt  tif  lirs 
des  ordres  inférieurs,  ainsi  (|iic  Iciiis  diliércnces  ordinain>s,  ne 
chaiiiiciit  pas  lorsqu'une  des  diicctrices  cjiroiive  une  vai  iatiori,  est 
donc  indépendante  de  ce  f|u"il  v  a  de  particulier  dans  celte  direc- 
trice ;  elle  est  donc  la  courbe  a  laquelle  nous  aNons  donné  le  nom 
de  caractéristique,  et  il  est  évident  qu'en  général  il  peut  y  en  avoir 
pour  le  même  point  autant  qu'il  y  a  de  directrices  aibilraîres  dans 
la  génération,  et  par  conséquent  autant  qu'il  y  a  d'unités  dans 
Tordre  de  l'équation  (G).  Donc,  si  Von  différentie  l'équation  (H) 
en  regardant  u  comme  seule  variable,  Téquation 


que  l'on  obtiendra,  appartiendra  Ix  la  caractéristique.  Or  il  est  évi- 
dent que,  sans  efTectuer  l'cquatif)!!  illf.  on  arrivera  à  un  résultat 
équivalent,  si,  après  avoir  diflerentié  l'équation  (G),  enr^ardant 
comme  seules  variables  les  diffisrenoes  partielles  u,  ur,  ci»,  de 
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Tordre  aupérieuTr  œ  qui  produira  une  équatitm  de  la  forme 

Vdu     ]/idui  ■+-  Welw  \dv  ss  o, 

on  substitue  pour  dutf  dw^  ehy  tes  valeurs  que  l'on  trouve  en  dif- 
férentiant  dans  la  même  hypothèse  les  valeurs  de  etr^  dsy  dt^  qui 
doivent  aussi  être  constantes.  Mais  wtle  dernière  difiërentiation 
donne 

dudc  -h  diadjr  =  o, 
dtudx  +  dfvify-  =o, 
du^dx -h  dvdjr  =o. 


et,  par  conséquent, 


diu  —  —  ^  dUf 


dfv  = 


4r 


,du. 


dit  =  —  '^.du. 

Donc,  par  la  siil)stitutton,  on  trouvera,  pour  l'équation  générale  de 
la  caractéristique, 


Urfr'  —  ^dy*dx  -h  Wdxdx'  —  Vdj?»  =  o. 


II  est  facile  de  reconnaître  la  loi  il  après  hiquelie  ou  formera  Té- 
(|uation  de  la  caractéristirpic  pour  un  ordre  quelconque. 

VI. 

I /équation  (K.)  de  la  caractéristique  est,  par  rapport  à  ^» 

d*un  d^ré  algébrique  aussi  élevé  que  l'ordre  de  la  proposée  (G). 
F  .01  st {lie  tous  les  facteurs  de  cette  équation  algébrique  sont  ration^ 
nels,  il  y  a  pour  le  même  point  autint  <le  caractérintiques  indépen- 
dantes que  de  &cteurs,  et  chacune  d'elles  correspond  à  celle  des 
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courbes  arbitraires  qui  la  produit  par  sa  variation.  Si  quelqueft-rnis 
de  ces  fiicAeuis  sont  épaa.  entre  eux,  les  caractéristiques  corres- 
pondantes coïncident  en  une  seule  ;  mais,  en  général ,  les  fadeurs  de 
réqualion  (K)  sont  irrationneb  :  alors  les  caractéristiques,  dont  le 
nombre  est  toujours  égal  au  degré  algébri<pie  de  l'équation  (K), 
n'ont  plus  d'équations  distinctes;  elles  ont  une  équation  int^rale 
conuHune  du  même  degré  idgâïriqne,  par  rapport  à  la  constante 
arbitraire,  que  l'équation  (K);  et  si  l'on  déterminait  cette  constante 
de  manière  que  la  courbe  passât  par  un  point  donné  de  la  sur&oe, 
il  viendrait  pour  cette  constante  des  valeurs  différentes,  dont  cha- 
cune conviendrait  à  une  caractéristique  particulière. 

VII. 

Si  l'équation  aux  (litTcrcnces  partielles  (G)  est  linéaire  par  rap- 
port aux  tlifférences  partielles  de  l'ordre  supérieur,  l'équatioii  (Hi 
sera  aussi  linéaire  i).>r  rapport  à  la  différentielle  partielle  restante; 
et.  en  siij)i)osant  q ne  cette  diiiërentielle  partielle  !>oit^/,  l'équation 
(H)  sera  de  la  forme 

M  -f-N«  =  o, 

clans  laquelle  M  et  N,  qui  peuvent  être  finirtions  de  or,  }  ,  z,/?,  q, 
r,  s,f,  tir,  (if,  fir,  ds,  dt ,  ne  contiemient  point  u.  Lors  donc  que 
l'on  difTérentiera  ceU»'  flernière  équation  en  regardant  u  comme 
^enle  varialile  poui  a\oir  1  équation  (J),  on  aura  pour  équation  de 
la  caractéristique  N  o  ;  et  parce  tjue  cette  courbe  est  elle-même 
sui'  la  surface  courbe,  et  (}ue  l'équation 

M-(-Nm  — o 

a  aussi  lieu  pour  elle,  il  s'ensuit  que  Ton  aura  encore  M  ^  o.  Donc 
on  aura  pour  la  caractéristiqae  les  deux  équations  aux  dilfêrenoes 
«dinaircs 

M  =  o,  N=îO, 
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qui  seront  toutes  deux  délivrées  de  la  quantité  u,  et  qui  iicroiit,  par 
conséquent,  iiKlt'pendBntes  de  tout  ce  qu'il  y  a  de  partksoliâr  du» 
les  eourbes  arbitraires  qui  dirigent  la  gàiératrioe.  H  suit  de  là  que 
si  Ton  intègre  ces  deux  équations,  soit  directement,  soit  au  moyen 
des  autres  équations  aux  différences  ordinaires 

dz  =  pde  H-  qàjTt 
dp  =  rdx  H-  êttjTf 
dq  =  sdx  -h  tdy^ 

ce  qui  produira  deux  équations  intégndes 

X  =  «,    Y  =  ^, 

dans  lesquelles  •  et  |3  sont  les  constantes  arbitraires  introduit»  par 
rintégration,  et  où  X  et  Y  sont  des  fonctions  connues  de  x,  j-, 
/>,r/,r,#,  I;  les  deux  arbitraires  «,  ]3  seront  toutes  deux  con- 
stantes pour  la  même  caractéristique,  et  eHes  varieront  toutes  deux 
lorsque  Ton  passera  d*une  caractéristique  à  une  autre  infiniment 
voiàne  :  ces  deux  arbitraire»  seront  donc  fonctions  l'une  de  Tautne, 
et  Ton  aura  pour  équation  de  la  caractéristique 

X  =  a,     Y  =  f«, 

«  étant  Tarbitraire  unicjue  qui  détermine  la  position  de  cette  courbe. 
Or  la  surface  courbe  peut  être  regardée  comme  le  lieu  de  toutes  les 
caractéristiques  aucoesMves  que  l'on  obtiendrait  en  donnant  suc- 
oeaMTement  à  a  toutes  les  valeurs  possibles.  Donc  on  aura  Téqua- 
tion  de  cette  sur&oe  en  éliminant  «  entre  les  deux  équations  inté- 
grales; ce  qui  donnera,  pour  une  des  intégrales  premières, 

Y  =  <pX. 

3o 
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vm. 

On  trouvera  j)Our  la  caractéristique  deux  équations  aux  diffé- 
rences ordinaires,  telles  que 

M  =  o,    N  ^  o, 

noihseiilemeiit  lorsque  la  proposée  (G)  sera  linéaire  par  rapport  aux 
difiërences  partielles  de  l'ordre  le  plus  élevé  u,  lUy  Wyv;  mai» 
encore  lorsque  les  trois  quantités  «w  —  in>  —  ww,  utv  — 
y  entreront  elles-mêmes  linéaires;  ear  il  est  facile  de  vérilier  que 
si  l'on  chasse  de  chacune  de  ces  quantités  trois  des  différentielles 
[wirtielles  m,  m/,  w,  i',  la  (juatriènic  se  trouve  linéaire.  L'équation 
(H)  se  trouvera  donc  encore  linéaire  par  rap[iort  à  «,  et  Iors<ju'ou 
la  différentiera  en  regardant  u  coniuie  seule  variable,  on  aura  deux 
équations 

M  =  o,    N  =  o. 

Pour  les  ordi  os  supét  itMiis,  la  caractéristique  aura  de  même  (lt'ii\ 
équations  aux  diilcrences  ordinaires,  non-seulement  lors<  juc  l'équa- 
tion aux  diiJërences  pailielles  sera  lim-airc  par  rapport  aux  diffé- 
rences de  l'ordre  le  plas  élevé,  mais  encore  lorsqu'elle  le  sera  par 
rapport  à  toutes  les  quantités  de  la  forme  suivante  ; 

pourvu  que  dans  chacune  des  quantités  de  cette  tbrme  on  ait 

car,  en  diassant  de  ces  quantités  toutes  les  différences  partielles, 
excepté  une,  cette  dernière  se  trouve  linéaire. 

IX. 

Dans  tous  les  autres  cas,  I  cquation  i  lli  ne  sera  pas  linéaire  par 
rapport  à     par  conséquent  l'équation  (J    qui  est  sa  djilérentielle 


• 
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prise  en  ne  disant  varier  que  //,  ne  sera  pas  délivrée  de  u.  Cette 
équation  ne  sera  donc  pas  indépendante  de  la  courbe  arbitraire  dont 
la  variation  doit  produire  U  caractéristique.  L'on  ne  pourra  fiiire 
disparaître  u  qu'en  âiminant  entre  les  deux  équations  \  ii  ) ,  (  J  ) ,  oe 
qui  produira  pour  la  caractéristique  une  t  (^nation  uiùque  aux  diifê" 
renées  ordinaires.  Cette  équation  unique,  qiû  résultera  de  rdîmi- 
iMition  d'une  quantité  élevée,  sera  elle-même  âevée,  et  ne  satisfera 
pas  à  réqpiation  connue  sous  le  nom  de  condition  d'inli^;rabilité, 
condition  qui  n'est  autre  que  celle  d'appartenir  «  une  surfiice 
courbe;  mais  cette  équation  n'en  exprimera  pas  la  caractéristiqne 
d'une  manière  moins  complète,  et  l'intégration  dmit  elle  est  sus- 
ceptible ne  conduira  pas  moins  à  l'intégrale  de  l'équation  (G).  La 
manière  de  traiter  les  équations  de  ce  genre  ouvre  une  nouvelle 
branche  de  calcul  intégral,  dont  nous  donnerons  qtjelqiics  exem- 
ples en  traita!!»  <le  la  {;éiiéi  atlon  des  courbes  à  double  eourburc,  ce 
que  nous  I,  inns  inresi;>niment ,  après  avoir  terminé  ce  que  nous 
nous  j)r()p(».^i»iis  lie  (iire  sur  la  génération  des  surfaces. 

Nous  allons  appii(|uer  les  résultats  (|ue  nous  \enoiis  de  trouver, 
à  l'intégration  de  ré(]uation  de  la  surface  généralement  engendrée 
par  te  mouvement  d' wie  ligne  droite. 

X. 

Si  l'on  difTérentie  l'éipiation  (  A  )  en  regardjint  //,  w,  w,  v  connue 
seules  variables,  on  trouve  i ,  j^-  =  Sa»,  W  =  3c»' ,  V  —  'v'  : 

et.  stxbstituant  < es  valeurs  dans  (K),  on  a,  pour  première  équation 
de  la  caractéristique, 

l  )r  cette  équation  est  un  <*tthe  pai  fait  :  donc,  pour  la  surface  d(mt  il 
s'agit,  les  ti  oiâ  caractéristiques  couicident  et  se  conibndent  en  une 
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seule  oourbe,  qui  a  pour  une  de  ses  équaticms, 

dy  —  cofiw  =  o, 

ou,  substituant  pour  «  la  quantité  qu*e]le  représente, 

{ E)  r«dir'  -h  %sdxdx  -H  idy"^  =  o. 

Au  moyen  de  cette  équation,  et  chasamt  de  (A)  les  quantités  u,  w, 
V,  on  trouve,  pour  la  seconde  équation  de  la  caractéristique, 

(F)  rfrrfjt*  -f-  ^dsdxffr     dtdy*  =  o. 

De&  deux  équations  (Ë),  {¥)  de  la  caractéristique,  la  seconde 
est  la  diflerentîeile  de  la  première  prise  en  perdant  ^connue 
constante;  la  quantité       ou  sa  valeur 

—s+^s*—rt 
 ï  * 

que,  pour  abréger,  nous  coutinuorous  de  représenter  para,  est 
don(>  constante  <!;uis  toute  l'étendue  de  la  m«*nie  caractt'ristique. 
Ainsi,  pour  a-tte  ('oiirhe,  à  la  place  tles  deux  ('(luations  (E),  (F), 
on  peut  employer  1  équation  (E)  et  la  suivante 

djr=  adx^ 

qui  remplacera  l'intégrale  de  (F),  et  dans  laquelle  «  tiendra  lieu 
d'une  constante  introduite  par  intégration.  Mais  l'équation  (E) 
peut  être  mise  sous  k  forme 

dpdx  -f-  dqdy  ==  o, 

ou  , 

«^  +  ««7  =  0; 
de  plus,  chassant  dy  de  dz  —  pdx  -f-  tjf/y,  on  a 

dz  —  [p  -+-  euj)  (Le  =  o. 
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Donc,  pour  la  caractéristique,  on  a  aux  différenoes  ordinaires  l«s 
trob  éqiuitiom  soÎTantes,  dont  deux  comportent  la  trcMsième 

*  dp      audti  —  o, 

éf  —  a.dx  =  o, 
dz  —  (/»  H-  «î)  dx  ^  o. 

Les  intégrales  de  ces  trois  é(|uations,  prises  en  regardant  comme 
constante  la  quantité  «  qui  ne  varie  pas  dans  la  même  caractérisa 
tique,  seront  complétées  chacune  par  une  arbitraire  qui  séra  aussi 
constante  pour  la  même  caractéristique,  et  qui  sera,  par  conséquent, 
une  fonction  ari>itraire  de  «.  Ainsi,  en  &isant,  pour  abréger, 

—  j-(-V*'  —  rt 
 1  

les  trois  intégrales     l'équation  (A)  seront 

Enfin,  on  opérant  sur  cci,  trois  éijiiations  comme  nous  avons  fait 
dans  les  articles  III  et  IV,  on  ti'ouve  les  trois  intégrales  secondes  et 
rintégrale  finie. 

XI. 

Trois  courbes  à  double  courbure  étant  données  dans  l'espace, 
trouver  Vcfiuation  de  la  surfarr  pu<j^endrée  par  le  mouvement 
d  une  droite  coiistanuiêeiU  appuyée  sur  ces  trois  courbes. 

Les  équations  intégrales  de  la  surfiice 
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devant  avoir  lieu  en  même  temps  que  celle  de  chacune  des  trob 
comi)es  données,  il  s'ensuit  que  si  entre  oes  deux  équations  et 
celles  de  la  première  courbe  on  élimine  2,  on>anra  en  9», 
4a»  une  première  équation  ;  opérant  de  même  sur  les  deux 
autres  courbes,  on  aura  deux  autres  équations  «i  a,  9«,4** 
tirant  de  ces  trcHs  équations  les  valeurs  de  9,  4,  les  formes  de 
chacune  de  ces  foiiclioiis  seront  détenu iiK'»"s.  Mais,  sans  cfleetner 
<:ette  dernière  opénition  (|ui  suppose  la  résolution  des  é(juatioiis, 
si  entre  ces  trois  équiitions  et  les  deux  équations  intégrales  on  éli- 
mine les  quatre  qtiiititités  a,  ^a,  -^rtet^-j»,  on  aura  en  j',  2,  l'é- 
quation de  la  surface  demandée. 


S  XXII. 

DE  LA  SURFACE  COLKBE  QUI  ENVELOPPE  LNE  SUITE  DE  SPHÉREi» 
VARIABLES  DIS  RAYON,  ET  DONT  LES  CENTRES  SONT  DISTRIBUÉS  SUR 
VITE  COURBE  QUELCONQUE. 


L 

En  considérant  une  quelconque  des  s|  )lu  res  enveloppées,  il  est 
iacile  de  reconnaître  que,  pour  cette  sphère,  le  rayon  et  les  trois 
coordonnées  du  centre  seront  constants;  mais  si  l'on  |>asse  de  cette 
première*  sphère  à  une  autre,  r'est-à-dire  si  l'on  suppose  (jue  le 
i-avon  varie,  la  position  du  centre,  et  par  consét] lient  les  trois  coor- 
«li>niu-es  rpii  detenninent  sa  position,  varient  aussi.  11  suit  de  la  que 
«le  CCS  quatre  ([uantiti's,  si  une  seule  est  constante  ou  variable,  les 
trois  auti*es  sont  de  iiRine  constantes  ou  variables  :  ainsi  trois 
d'entre  elles  sont  des  fonctions  difiërentes  de  la  t|ualiièiuc.  Lu 
forme  de  ces  fonctions  dépend  de  la  nature  de  la  courbe  sur  la- 
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(juelle  le  centre  tioit  élre  plâtré,  et  de  la  relation  établie  entre  le 
rayon  et  la  position  du  centre  ;  et  n  l'on  veut  obtenir  des  r^ltata 
qui  soient  indépendants  de  cette  rdation  et  de  la  nature  de  la 
courbe,  ces  fonctions  doivent  être  regardées  oonune  arbitraires. 
Donc,  en  nommant  «le  rayon  de  la  sphère,  les  coordonnées  du 
centre  seront  f»,  4*t  ^  l'équation  de  la  snr&ce  de  cette  sphère 
sera 

(A)  (a?-^«)»  -h  = 

l'enveloppe  devant  touclicr  deux  splii  rea  consécutives,  les  points 
de  la  »urla<x'  df  i.i  splièrr  ([ui  appartient l  ont  aussi  à  !'<  nvt  l()[ipe 
seront  ceux  qui  ue  clianj^cront  pas  loî-sque  la  sjiiièri'  chant;*'!-;)  , 
c'est-à-<lirp  lorsque  le  ravon  a  cl  Us  tii)is  fonctions  ç,  -|,  tt,  qui  en 
dépendent,  éprouveront  une  variation.  Donc,  si  l'on  diJTérentie  l'é- 
quation de  la  sphère  en  regardant  a  comme  seule  vwiable,  ce  qui 
donnera 

(B)  {jc—ç)  <p'  -h  (  j— 4)  4'  ^  =— 

nn  aura  une  équation  qui  appartiendra  à  la  ligne  de  cont;ict  de  la 
sphère  avec  l'enveloppe,  quelle  que  soit  et,  c'est-à-dh  e  quelle  que 
soit  la  sphère  que  l'on  considère.  Donc  le  résultat  de  l'élimination 
de  l'indéterminée  a.  entre  ces  deux  équations  donnera  en  .r,  y, 
l'équation  finie  de  l'enveloppe  demandée,  et  cette  équation  con- 
tiendra les  trois  iunctions  arbitraires  9,  4f  ^• 

n. 

La  normale  menée  par  un  point  quelconque  de  Tenveloppe, 
étant  aussi  perpendicoliùre  à  la  sur&oe  de  la  sphàe  qui  touche 
Tenvéloi^  au  même  point,  passe  par  le  centre  de  la  sphère.  Or, 
ea  frisant,  pour  abréger, 
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les  cosinus  des  angles  que  ]ft  normale  fait  avec  les  trois  coordonnées 
yt  2  sont  respectÎTement 

-  P-  '   ^  ;  1. 

*    '  *    »  k 

Donc  il  sera  &cile  d'avoir  )es  rapports  du  rayon  de  la  sphère 
avec  les  parties  qui  lui  correspondent  sur  chacune  de  ces  ooor^ 

données,  rapports  qui  sont  e?iprinic-:>  par  les  trois  équaticMis  sui« 
vantes  : 

(C)        '  ( .r  —  <p)  f{  -j-  af  —  o, 

(Di  (j— -v^ )/•-+- =  o, 

(E)  {Z  —  Tf)  A  — «  =o. 

Ces  trois  équations,  comlnnées  deux  à  deux  (ce  qui  peut  se  Êdre  de 
trois  manières  diOerentes),  donneront,  par  l'élimination  de  l'indé- 
terminée «,  les  trois  équations  aux  différences  premières  de  l'enve» 
loppe  demandée,  et  dont  diacune  ne  renfermera  plus  que  deux 
fonctions  aii>itniires  ;  mais  l'élimination  ne  pouvant  s'exécuter  tant 
que  les  formes  dos  tWiictions  ne  sont  pas  déterminées,  il  s'ensuit 
que  ces  trois  cUfrérentielles  premières  sont  représentées  ehaeiine 
[>nr  le  système  de  deux  équations  entre  lesquelles  il  faut  éliminer 
r  indéterminée  a. 

Oïl  nrriverait  facilenient  à  ce  résultat  par  les  dilTéreiitiations  de 
r(''(|ii,(tlo!i  (A),  prises  en  ri-^anlimt  d  .ilxinl  .i,  jjuis  >  .  comiiu'  seulrs 
vai'tiibIt  M,  et  en  traitant  a  cotimic  lonsliinlc  dans  les  deux  opéra- 
tions; et'  (jui  fst  permis  d;ms  1  iquation  (lli,  et  éliiuiiiaiU  ensuit»' 
enti'e  (A)  el  les  deux  diUérentielles  une  des  trois  fonctions  arbi- 
traires <p,  4  »  ^* 

III. 

liCs  normales»  à  la  surlare,  menées  par  deux  points  eons*^riitlf>  de 
la  ligne  de  contact  avec  la  même  sphère,  passent  par  le  centre  : 
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donc  le  fayon  de  k  sphère,  que  nous  avons  jusqu'ici  représenté 
|)ar  a,  est  un  des  deux  rayons  de  courbure  de  la  surfine  enveloppée. 
Or  nous  avons  vu  (§  XV  )  que  rex[)ression  du  rayon  de  courbure 
est  la  valeur  de  R  tirée  de  l'équation 

{(i)  X*  -H X R[(i  -h  f  )r  —  2.jjqs -t{i-hp^)t]-hirt— j^)R '  =:  o. 

Ilonc,  si  dans  les  trou  équations  (C) ,  (D) ,  (  E)  on  substitue  pour  « 
cette  valeur  de  R,  les  trois  nouvelles  équations 

(F)  (jc  —  <p\i  }  fc     pi\  =  o, 

(H)  {z  ^^K)A—  R  =  o 

seront,  aux  différences  secondes,  celles  de  la  sur&oe  demandée. 
Chacune  de  ces  éc^uaticMis  contient  encore  une  fonction  arbitraire, 
et  exprime  seule  toutes  les  surfiices  soumises  à  la  même  génération. 

IV. 

Toutes  les  normales  à  la  sur&ce  menées  par  les  points  de  sa  ligne 
de  contact  avec  la  même  sphère,  passant  par  le  centre  de  cette 
sphère,  il  s'ensuit,  i*  que  cette  ligne  de  contact  est  une  des  lignes 
de  couritHire  de  la  surface  envdoppe;  a'  que,  pour  toute  une  ligne 
de  courbure ,  le  rayon  de  courbure  est  constant.  Or  nous  avons 
vu  (S  XV)  que  l'équation  de  la  ligne  de  courbure  est 

W^[(«-H*>-wO+^tC'+9'J''-('-«-/'*)'J-LC-»-/'*>-/^d=o- 
Donc,  en  posant  cette  dernière  équation,  on  doit  avoir 

Si  donc  on  représente  par  m  la  valeur  de  ^  tirée  de  l'équation  (e), 
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il  &ttt  qu'on  ait  en  même  temps 

queUe  que  soit  la  valeur  de  ^  :  donc,  âiminant  ce  rapport,  Féqua* 

tion  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  de  la  sorfice  de- 
mandée pounm  être  mise  sous  la  forme  abrégée 

a)  (S)-(^)  =  «" 

qu'on  obtiendrait  également  en  différentiant  ehacnne  deséquatioi» 
(F),  (G),  (H),  de  manière  à  Ëiire  disparaître  la  fonction  arbitraire 
qu'elle  renfemie.  Enfin,  développant  cette  équation,  et  frisant, 
pour  abréger, 

(i  -+- />')  h  -h  Rr  =  A    (14-  q^)r  —  y)qs  4-  (i  t  —  M 

tH-î*)*-hR«  =C 
ce  qui  donne,  en  vertu  de  ((^), 

AC  —  W  o, 

on  aura,  pour  la  sur&oe  demandée,  l'équation  linéaire  aux  diffé- 
rences troisièmes 

Gu-h  (Gw— aB)t£f  H-  (A — 3B»)wAA><^-f-a/(N(/?  +  on/)  \ 

-(ï-M)[(£)--(ï)]r°- 

V. 

Etant  doimée  l'éfpiation  linéaire  aux  troisit-incs  difït'renrrs  <|ue 
l'on  vient  de  trouver,  si  l'on  se  propose  de  (ittenniaer  la  raract*  - 
ristique  de  la  surface  à  laquelle  elle  appartient,  en  opérant  comme 
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on  Ta  m  dans  le  paragraphe  précédent,  on  trouTe  pour  équation 
de  cette  «ourbe, 

qui  est  évidemment  composée  de  deux,  ftcteurs,  et  donne  les  deux 
équations  suivantes  : 

(L)  dy  —  MÂT  as  o, 

(M)  Ctfy*  H-  viRdvfij     Kdx*  =  o. 

\jt  premier  de  ces  Kicteurs  n'ctnnt  autre  chose  que  l'équation  (e) 
ci-tlf'^sus ,  il  s'ensuit  qu'une  des  iaractéri.sti«pies .  si  toutefois  elles 
sont  dificixntes  entre  elles,  est  une  des  lignes  de  la  courbure  de 
la  surface.  seeond  facteur,  parce  que  l'on  a  AC  —  B*,  est  un 
carré  par liut  dont  les  deux  raciiu-s  égales  peuvent  être  exprimées 
indiilcreiiunent  par  l  une  des  deux  équations  suivantes  ; 

A<ic  -h  Brfr  =  o, 
làdx  -h  Qdjr  =  o, 

qui,  en  fcmettsnt  pour  A,     G,  leurs  valeurs,  deviennent 

(N)  *  [dx  4-  pdz)  H-  l^dp  —  o, 

(O)  k{dy  •\-  qdz)      ^dq  —  o, 

et,  par  rétiminalîon  de  R,  donnent 

dq  [dx  -f-  pdz)  —  dp  [dy  -)-  qdz)  =  O. 

Or,  si  l'on  développe  cette  dernière  équation,  (jui  tient  lieu  de  cha- 
cun des  deux  facteurs  égaux  de  l'éfpiation  f^l^,  on  retrouve  encore 
l'équation  f^*)  ;  ce  qui  est  focile  à  véi  ilier.  Donc  les  trois  facteurs  de 
l'équation  de  la  caractéristique  appartiennent  à  la  même  courbe. 
AiiLsl,  j)()ur  ehacnn  de  ses  points,  la  suiTace  (jue  nous  eiîusidérons 
n'a  qu'une  seide  caractéristique,  qui  est  mie  de  ses  deux  lignes  de 
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courbure,  et  dont  l'équation  peut  inclincrcmmcnt  ctvc  mise  sous 
l'une  des  trois  fermes  (L) ,  (JV) ,  (O).  U  suit  axuai  de  là  que  les  tro» 
fbuctioiis  arbitraires  qui  compléteront  Tintégrale  complète  de  la 
proposée  ser<Mit  composées  d'une  même  quantité. 

VI. 

La  caractéristique  devant  se  trouver  sur  la  sur^œ,  elle  sera  ex- 
primée par  ré({uation  de  la  surface  et  |>ar  une  quelconque  des  trois 
équations  (L),  (N),  (O).  Posons  d'abord  que  ce  soit  par  l'équation 
(L),  et  prenons  la  propos*'*-  smis  la  forme  (1),  les  deux  équations 
de  la  caractéristique  seront  donc 

dy  —  «tdx  =  o, 
qui,  par  TéliminaticMi  de  «,  donnent 

d'oïl  il  faut  conclun-  qucd.ins  la  surfarr  ([uc  nous  considérons, 
pour  une  des  lignes  de  courl)iir(',  U-  rayon  de  (-cite  courbure  est 
constant.  A«'tne)leinent,  si  des  deux  cqnations  i  Xl,  i'0).ctde 
</z  =  pt/.i  i~  (jui  iip|).uiifniiciil  toutes  trois  à  la  caractcristique, 
on  tire  les  valcui-s  de  djj,  dj,  dz,  ce  <|ui  doiuie 

<£e  +  IWj^:=:o,    df  -^-Vid^^Oi    dz  —  R<iJ[:^o, 

les  «'([nations  de  la  caractéristique  seront  uidiifcrcmment  l'un  des 
trois  systèmes  suivants  de  deux  équations 

«TRssO,  c^Rso,  <ffl.=:0. 


Or,  (lan«;  rliarmi  de  ces  systi  iiics,  vn  vertu  de  la  première  rquatioii, 
la  se(  ujule  est  une  dilH  i  entielle  (  (iiiiplelo  :  donc  l'intégrale  pi-e- 
mière  de  la  proposi-e  est  iiulinereuiiuent  l'une  des  trois  équations 

ar+R^=  fin, 

Si,  à  la  place  de  R,  on  substitue  sa  valeur  tirée  de  Téqnation  («f), 
il  est  évident  que  chacune  de  ces  trois  intégrales  sera  aux  diffé- 
rences partidies  secondes,  et  complétée  par  une  fonction  arbitraire 
particulière. 

VII. 

Les  trois  întéigrales  preimères  que  nous  venons  de  trouver  ne 
contiennent  de  difierenœs  secondes  que  celles  qui  entrent  dans  la 
valeur  de  R  ;  doue,  si  en  combinant  ces  équations  deux,  à  deux,  ce 
qiû  peut  se  faire  de  trois  manières  différentes,  on  élimine  entre  elles 
la  quantité  R,  les  trob  résultats,  qui  ne  contiendront  plus  que  des 
différences  premières,  et  dont  chacun  renfermera  deux  fonctions 
arbitraires,  seionl  les  trois  intégrales  secondes;  mais,  la  quantité  H 
devant  être  éliiiiiiiée,  sa  valeur  est  indifférente,  et  à  sa  place  on 
peut  mettie  line  indétermiiic'e  (jiielcnn(|ue  et.  De  plus,  eette  quan- 
tité .se  ti  oiivaut  sous  les  lunclioiLH  arbitraires,  1  élimination  dont  îl 
s'agit  ne  peut  être  cpi  iadiquée  :  donc  les  trois  intégrales  secojides 
de  la  proposée  sont  les  résultats  de  l'élimination  de  a  entre  deux 
quelconques  des  trcûa  équations  suivantes  : 

4*) 
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VIII. 

Knfiii,  éliminant  p  H  q  piitrp  1rs  trois  «'•qiiations  ptvri'dentes  et 
ffr  —  fnlr  on  anni  ili'ux.  tV|iiatioiiS  dclivn'es  dt»  toutes  difïë- 

ifiires  pailicllrs,  et  (itidii  peut  obtenir  facilcniciit  dv  la  manière 
suivante.  Carrant  les  trois  équations  et  ajoutant,  on  a  <i'al>orti 

-H   -  4«)  '  H-         =  ; 

puis  multipliant  la  première  par  dx^  la  seconde  par  dy^  ajoutant  et 
chassant  k  au  moyen  de  la  troisième,  on  trouve 

{x  —  fa)  ttx  -f-  {y  —  •4*)  ^'  -+-  (s  —      <fe  =  o.  • 

Or  cette  (icrnière  étjuatioii  étant  la  ditlérentielle  de  la  précédente, 
pi  ise  en  l  ej^ardant  a  comme  constante,  ne  peut  avoir  lieu  conjom- 
tenieiU  avec  la  prcci-deute,  à  moins  que  la  dillérentielle  «le  eelle-ei, 
prise  en  regardant  a  comme  seule  variable,  n'ait  lieu.  Donc,  à  la 
place  de  ces  deux  équations,  on  aura  les  deux  suivantes  : 

\.r  —         -h  (.r  —  4*)*  —  '^^^  ~  «*> 

(X  —  <pi  <p'  -H  (.r  —  4) 4'-^    —    V =— », 

qui,  étant  délivrées  de  toutes  différentielles,  et  comprenant  trois 
fonctions  arbitraires,  seront  Tintégrale  complète  de  la  proposée. 


S  xxm. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  DONT  lOOTES  LESffORHALES  SOVT  TANGENTES 
A  LA  SURFACE  DIJHE  MÊME  SPHÈRE. 


Génération  de  la  surjace. 

Si,  considérant  les  normales  d'une  surfiice  courbe  en  général,  ou 
se  [MTopose  de  pass^  d'une  quelconque  de  ces  normales  à  une  autre 


infiimnent  Toisiiie,  et  qai  soit  dans  le  même  plan  que  la  première  * 
on  sait,  par  les  propriétés  des  lignes  de  courbure»  que  ce  passage 
peut  toujours  se  &ire  de  deux  manières  diffêrentes,  ce  qui  déter- 
mine deux  nouTèUes  normales,  et  que  les  deux  plans  manés  par 
la  première  nonnale  et  les  deux  antres  sont  rectangulaires  entre 
eux. 

■ 

Concevons  la  sur&ce  qui  est  touchée  par  toutes  les  normales, 
sur&cc  qui  n'est  autre  chose  que  l'enveloppe  ou  la  limite  de  Yes^ 
paee  qu'elles  occupent  toutes  ;  puis  considérons  une  nonnale  quel- 
conque, avec  les  deux  autres  normales  infinimait  voisines  de  la 

première,  et  dont  <'hacimc  est  dans  un  même  plan  avec  elle  :  cela 
posé,  si  la  première  noi  niale  et  une  des  deux  autres  ne  se  rencon- 
trent pas  dans  un  des  points  de  la  suiTaoe  toneliée.  le  pian  déter- 
miné par  les  deux  normales  sera  tancent  à  cette  fleriiière  surface, 
puisqu'il  passera  par  deux  tangentes  inliniinent  voisines,  et  le  se- 
cond plan  déterminé  par  la  troisième  normale  sera  perpendiculaire 
à  la  surface  touchée  dans  le  point  de  contact  de  cette  sur&œ  avec 
le  premier  plan. 

n  suit  de  là,  i**  que  la  pranière  et  la  troisième  normale  seroitt 
les  tangentes  consécutives  d'une  mênie  courtie  tnioée  sur  la  surface 
toudiée  ;  a*  que  ces  deux  droites  se  rencontreront  en  un  des  points 
de  cette  surface,  qui  sera,  par  conséqumt,  le  lieu  des  centres  d'une 
des  oourbuies  de  la  surface  proposée;  3"  que  la  oouibe  touchée 
par  la  suite  des  normales  qui  se  coupent  rnnsi  conséculivenient 
sera  le  lieu  des  centres  de  couiliuie  des  points  de  la  surface  qui 
sont  sur  une  même  ligne  de  courbure  ;  4°  que  tous  les  plans  osonla- 
teurs  de  cette  courlie  seront  normaux  à  la  surface  des  centres  ;  que, 
par  conséquent,  cette  courbe  sera,  sur  la  surface  des  centres,  la 
plus  cotirte  que  l'on  puisse  mener  entre  ses  extrémités;  '•"enfin, 
que  la  lij^ne  de  i-ourbure  dont  elle  contient  les  centrrs  sa  dé>v<>- 
lopponte  ;  en  sorte  que  la  partie  de  la  nonnale  comprise  entre  la 


sttc&ce  proposée  et  celle  des  œntres  sera  égale  à  l'arc  rectifié  de 
cette  combe. 

Passant  au  cas  particulier,  qui  est  Tobjet  que  nous  traitons,  et 
pour  lequel  la  surftce  touchée  par  toutes  les'  normales  est  celle 
d'une  sphère,  on  voit  que  la  surface  de  la  sphère  est  le  lieu  des 
centres  d'une  des  combures  de  la  sur&ce  proposée  ;  que  la  courbe 
touchée  par  ht  suite  des  normales  qui  se  coupent  successivement 
sur  la  sphère,  étant  la  ligne  la  plus  courte  sur  cette  surface,  est  la 
circonférence  d'un  grand  cercle;  (jue,  sur  la  proposée,  la  ligne  de 
courbure,  dont  la  circonférence  de  ce  cercle  contient  les  centres, 
est  une  courbe  plane,  et  que  cette  courbe  est  la  spirale  dévelop- 
pante de  ce  grand  cercle . 

Actiipllcmcîit,  soient  sur  l;i  siirlacc  proposée  deux  de  ces  lignes 
(If  (  (lurbure  consécutives  ;  conintc  le  urs  phins  passent  tous  deuv 
par  le  centre  de  la  sphère,  ils  se  roupei  oiit  en  une  droite  qui  pas- 
sera aussi  |)ar  le  centre.  De  plus,  si,  sur  la  zone  comprise  entre  ces 
deux  plans,  on  ct)ucojl  les  élénu;nts  de  toutes  les  lignes  de  l'autre 
courbure,  ces  éléments,  qui  doivent  être  perpendiculaires  aux 
lignes  de  la  première  oouxbwe,  seront  perpendiculures  à  leurs 
plans.  Donc  la  zone  pourra  être  regardée  comme  un  fuseau  infini- 
ment  étroit  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  le  mouve- 
ment de  la  première  des  lignes  de  courbure  autour  de  la  droite 
d'intersection  des  deux  plan»,  et  cet  axe  momentané  de  révolution 
sera  le  lieu  des  centres  de  l'autre  courbure  pour  tous  les  points  de 
la  zone  à  laquelle  il  oorresp<md. 

Si  donc  on  conçoit  la  suite  de  toutes  les  courbes  planes  de  la 
première  courl)ure,  leurs  plans  se  couperont  consécutiTement  dans 
des  droites  qui  passeront  toutes  par  le  centre  de  la  sphère  ;  ces 
droites  seront,  par  conséquent,  sur  une  surface  conique  dont  le 
sommet  sera  ati  centre  de  la  sphère,  et  à  laf|uelle  tous  les  plans  des 
lignes  de  première  courbure  seront  tangents.  Donc,  si  l'un  de  ces 


I^ans  roule  autour  de  la  surikce  conique,  à  chaque  instant  du  mou- 
vement 4  tourne»  autour  de  la  droite  de  son  intersection  avec  le 
plan  suivant,  et'la  ligne  de  courbure  qu'il  contient  coïncidera  su^ 
œsnvcment  avec  toutes  les  autres.  De  là  se  déduit  la  génération 

'suivante.  * 

Après  avoir  tracé  sur  un  plan,  i"  un  cercle  d'un  rayon  égal  à  ce- 
lui de  la^phère;  a**  une  spirale  développante  de  ce  cercle,  et  après 
avoir  mis  ce  plan  en  contact  avec  une  surface  conique  à  hase  quel- 
conque, de  manière  que  le  centre  (!u  cercle  sfiit  sonnnet  du 
cône,  si  l'on  conçoit  f|ue  le  plan  roule  autour  de  la  surface  coni<|ue, 
le  rentre  <lu  cercle  ne  r|nitt<  ra  pas  le  sommet  du  cône  ;  la  circonfé- 
rence ent;eM(lrera  la  hm  laee  de  la  sphère  dont  le  centre  sera  au 
sommet  du  cône,  et  la  spirale  engendrera  la  surfaï  c  proposée.  En 
elTet,  cette  surface  n'aura  aucune  normale  qui  ne  soit  aussi  normale 
à  li^  spinale  génératrice  dans  le  plan  de  laqodle  dte  se  trouve,  qui 
neeoit,  par  ctHiséquent,  tangeqle  au  cercle  dont  cette  spirale  est  la 
développante,  et  qui'be  aoit  enfin  tangente  à  k  sur&ce  de  la  sphère 
dont  ce  œrde  est  générateur. 

La  prc^Msée.n'a  awciùie  normale  par  laquelle  ne  passe  le  plan 
géi^érateur  dans  un  instant  de  son  mouvement;  or,  pendant  tout 
le  moiivement,  ce  plan  ne.cesse  d'être  tangent  à  la  sur&ce  co- 
lûque  :'donc  il  n'y  a  aucune  normale  qui  ne  touche  la  surËioe  co- 
nique, surface  qui  est  le  lieu,  des  centres  de  la  .seconde  courbure, 
comme  celle  de  la  sphère  est  celui  des  centres  de  la  première. 

La  courbe  que  parcourt  chaque  point  de  la  spirale  génératrice 
est  constanmient  perpendiculaire  à  cette  spirale,  elle  est  »lonc  une 
ligne  de  l'autre  courbure;  mais  le  point  décrivani  ne  change  pas 
de  distance  au  sonuael  du  cône  :  donc  chaque  ligue  de  la  seconde 
courbnre  est  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le  centre  e-.t  au  som- 
met du  eùne,  et  dont  le  rayon,  couslaul  pour  chacune  <i  elles  en 
particulier,  est  variable  de  l'une  à  l'autre. 
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Des  arêtes  de  rel/rousseme/U  de  la  siirfuce. 

La  spirale  dévdoppaiite  du  cercle  s,  comme  on  saitt  un  point  de 
fid>roiu«emeiit  placé  sur  la  dtcaiâktXKe  du  cercle  développé;  ce 
point  peut  être  oonsidoré  conmu;  l'origine  du  (léveloppenenl;,  et  la  - 

courbe,  par  rapport  à  lui,  s'étend  de  part  et  d'autre  d'une  manière 
symétrique.  Lors  donc  que  le  plan  de  la  spirale  roule  autc^  de  la 
surfàee  conique,  il  est  évident  que  ce  point  doit  engendrer  tine 
arête  de  rebroussemcnt,  et  que  cette  arête  est  tout  entière  sur  la 
surface  de  la  sphère  touchée  |»ar  toutes  les  normales.  Ainsi,  toutes 
les  nappes  de  la  surface  ne  |)cu\cnt  se  prcJoiif^cr  vers  le  centre 
que  jusqu'à  qu'elles  renconlrt  ut  la  «uriace  de  la  sphère  dans  • 
l'ai  cte  (le  rebroussemcnt  ;  là  elles  se  rcIiéchisÂent,  en  sorte  qii'an- 
«•une  d'elles  ne  pénètre  dans  l'intérieur  de  la  sphère.  1^  surfiiee 
de  la  sphère  étaht  le  lieu  des  centres  d'une  des  courbures  dç  la 
surfree  engendrée,  il  s'ensuit  que,  pour  tous  les  points  4^  cette 
première  arête  de  rebrotiaaement,  un  dea  rayons  de  courbure  de 
la  sur&ce  est  nul. 

Indépendamment  de  cette  première  arêtp  de  rdirowsemQftt,  la 
sur&ce  etk  a  encore  une  autre. 

En  eflèt,  si  Von  considère  la  génératiïoe  dans  deux  positioas  ooik 
sécutives,  les  deux  plans  qin  conviennent  à  oes  deux  positioiis  se 
coupent  dans  une  droite  qui  se  trouve  sur  la  sur&ce  conique,  à 
laquelle  ils  sont  tous  deux  tangents,  et  les  deux  oourbes  se  coupent 
en  un  point  de  cette  droite,  point  qui  t^t,  par  coméquent,  sur  la 
surface  conique.  Le  lieu  de  tous  les  points  déterminés  de  cette  ma- 
nière sur  la  surface  conique  est  une  conrl>e  perpétnellenient  tou- 
chée par  la  tîcncrntrice  dnns  tons  les  instants  de  son  mouvement; 
et  il  est  évident  qu  elle  est  une  arctc  de  rchroussemeiit.  car  chaque 
partie  de  la  !;»''n<'Tatrice  s'approclic  d  abord  de  la  siu  tace  conique 
jusqu'à  ce  qu  elle  1  ait  touchée  diuis  cette  courbe  à  laquelle  elle  est 


dle^méme  tangente;  puis,  par  le  progrès  de  ]a  rotation  du  plan, 
elle  s'en  écarte  de  nouveau  sans  pénétrer  dans  Tespaoe  vers  lequel 
la  sui&ce  conique  tourne  sa  ooncavité,  espace  qui ,  comme  odni  de 
la  sphère,  est  interdit  fc  la  surfiioe  engendrée.  La  surfiioe  conique 
étant  le  lieu  des  centres  de  la  seconde  courbure  de  la  snr&cecngen- 
drée,  il  s'ensnit  que,  pour  tous  les  points  de  cette  seconde  arâle  de 
r^roussement,  le  rayon  de  la  seconde  courbure  est  nul. 

Des  deux  arêtes  de  rebroussement  que  noua  venons  de  considé- 
rer, la  première,  c'est-à-dire  celle  qui  se  trouve  sur  la  sur&oe  de  la 
sphère,  est  indépendante  de  la  {génération  ;  elle  n'existe  que  parce 
que  ia  génératrice  elle-même  a  un  poijit  de  i  ebroussement.  Pour 
toute  autre  génératrice  qui  n'auniit  pas  de  point  de  rebroussement, 
la  surface  engendrée  n'aurait  pas  cette  arête.  Mais  la  seconde  arête 
de  rebroussement,  celle  qui  se  trouve  sur  i.i  .su»  lace  coni(jiie,  est 
inhérenie  a  la  génération  ;  car  il  ej»t  évident  (jue,  la  généiation  res- 
tant la  même,  si  la  génératrice  changeait  de  nature,  l'arête  clumge- 
rait  de  position  sur  la  surfiuse  conicpie,  sans  cesser  d'être  aréie  de 
rdbroussement. 

Cependant,  lorsque  la  génératrice  ne  s'étend  pas  à  Tinfini  dans 
son  pkm,  cette  seconde  arête  peut  devcqpr  iinaginaire  pour  une 
certaine  partie  de  l'étcadoe  de  la  sur&œ,  et  même,  dans  un  cas 
particulier,  éllè  peut  devenir  entièrement  imaginaire,  ou  Uen 
peut  ae  réduire  à  un  point  unique,  qui  est  alors  un  point  de  jfric- 
tion  de  la  surfiice  (c'est  ainsi  qu'on  peut  appeler  le  point  par  le- 
quel une  nappe  de  surface  passe  tout  entière  pour  se  convertir  en 
une  autre).  O  cas  particulier  a  lieu  lorsque  k  surface  conique  au- 
tour de  laquelle  roule  le  plan  générateur  se  réduit  h  une  lip^e 
droite  ;  alors  la  surface  enf;endi  <'e  est  de  révolution  autoui'  de  cettt- 
droite,  conune  a\e.  Dans  ce  cas,  si  la  !j;t  ncratrice  est  tout  entière 
d'im  côté  de  Taxe,  1  arête  de  rebroujisement  est  entièrement  imagi- 
naire, et  si  la  génératrice  coupe  l'axe,  sous  un  angle  oblique,  le 

3a. 
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poiiit  de  cette  intersection  est  un  point  de  striction.  Tel  est  le  som- 
met d*  une  surface  coraque. 

De  la  ligne  des  courbures  égales  «l  de  ménw  signe  de  la  surface. 

Nous  avons  tu  que  la  surfoce  n'a  aucune  normale  qui  ne  touche 
en  même  temps,  et  la  sur&ce  «phëriqne,  et  la  surfece  conique  ;  que 
ces  deux  points  de  contact  sont  les  centres  des  deux  couibures  du 
point  de  la  surface  auquel  appartient  la  normale,  et  que  la  distance 
entre  ces  deux  points  est  la  difiërence  des  deux  rayons  de  cour- 
bure. 

Actuellement,  considérons  une  normale  quelconqtip,  ft  conce- 
vons que  le  plîui  générateur  qui  passe  par  cette  normale  étant  fixe, 
elle  se  me!ïvc  dans  rr  plan,  sans  cesser  d'étr  r  iioriiKilc.  jiTsqii'à  ce 
f[iic  le  point  (le  son  contact  avec  le  cercle  qu  elle  touche  SiUis  cesse 
soit  le  même  que  celui  du  contact  de  ce  incme  cercle  avec  la  sur- 
face conique.  Dans  cr'itc  |)osiiioii,  la  noiinale  touchera  la  spiicrc 
et  la  surface  conique  dajis  le  iiu  nu'  point  :  les  centres  des  deux 
couibures  du  point  de  la  surlàce  auquel  elle  appartient  alors,  se- 
ront donc  confondus,  et  les  deux  cooribures  de  la  swfece  en  ce 
point  seront  égales  entise  dles  et  dans  le  même  sens.  Or  cette  noiv  . 
maie,  qui  touche  dans  le  même  point  les  deux  surÊices  des  centres 
de  oouibare,  touc{^  aussi  dans  ce  point  la  oouibe  qui  est  l'inter- 
section de  ces  deux  sur&ces  :  de  plus,  ce  que  nous  venons  de  dire 
pour  cette  normale  aurait  également  lieu  pour  toute  autre  qui  serait 
tangente  à  rintersection  de  ces  deux  surfaces  des  centres;  donc,  si 
l'on  conçoit  qu'une  droite  se  meuve  sans  cesser  d'être  tangente  à 
rintersection  de  la  surboe  conique  et  de  la  sphère,  cette  droite 
tracera  sur  la  surflice  engendrée  une  courbe  pour  chacun  des 
points  de  latiuelle  les  deux,  rayons  fie  cotuhure  de  la  surface  seront 
égaux  entre  vwx.  C'est  cette  courbe  qu'on  peut  appeler  !a  ligne 
des  courbures  égales  et  de  nuùne  signe.  Mais  la  tangente,  dans  son 


mouvement,  esl  partout  nonnale  à  la  sur&ce  cngeadrcc,  et,  |xtr 
conséquent,  nonmlfe  à  la  courbe  qu'elle  trace  sur  cette  wrftoe; 
à/mc  la  Ugne  des  courburcâ  égales  et  de  même  agne  est  la  dé- 
veloppante de  rintersection  des  deux  sur&ces  des  centres. 

Du  sommet  de  la  swrface. 

.11  est  liicîle  d'apercevoir  que  la  ligne  des  courbures  égales, 
après  voir  coupé  obliquement  toutes  les  lignes  de  l'une  et  de 
l'autre  eourbure,  vient  enfin  rencontrer  sa  développée  en  un  point 
qui  est  pour  elle  un  point  de  reljroussenient.  Ce  point,  cjni  est  sur 
la  surface  engendrée,  puisqu'il  est  sur  la  ligne  des  courbures  égales, 
est  aussi  sur  les  deux  surfaces  des  rentres,  puisqu'il  est  sur  leur  in- 
tersection :  donc,  pour  ce  point,  les  rayons  de  courbure  de  la  sur- 
tkce  sont  non-seulement  ('•i;au\  ciitie  eux,  mais  ils  sont  encore  tous 
deux  nuls.  Ce  même  point  tle  la  surface  engendrée,  en  tant  (jn'il 
r>t  snr  la  surfiice  de  la  splitTc,  doit  être  sur  la  jM  eniirrc  ai  ète  de 
rebroussemenl ,  en  tant  tju  il  e^l  .sur  la  sui  làcc  couique,  il  liuil  cti  i- 
SUT  la  seconde  arête  de  rebroussement  ;  il  est  aussi  sur  la  ligne  des 
courbures  ^des  :  donc,  c'est  par  ce  point  que  passent  les  trds 
lignés  les  plus  remarquables  de  la  sur&ce  ;  savoir  :  ses  deux  arêtes 
de  rebroussement,  et  sa  ligne-des  courbures  <^ales. 

De  plus,  œ  point  est  un  point  de  rebroussement  de  la  première 
arête  de  rebroussement  ;  car,  dans  le  mouvemimt  du  plan  généra- 
teur, le  point  de  rdsroussement  de  la  qurale  qm  engendre  cette 
arête  s'approche  d'abord  de  ta  sur&oe  conique,  la  rencontre  per- 
pendiculairement, et  se  réfléchit  ensuite  suivant  la  direction  con- 
traire. U  est  aussi  le  point  de  rebroussement  de  la  seconde  arête 
de  rebroussement;  car  cette  seconde  arête  n'est  autre  chose  que 
la  spirale  génératrice  pliée  sur  la  surface  conicpie  ;  et  le  point  que 
nous  considérons  est  le  point  de  rebroussement  tic*  cette  spirale. 
Nous  avons  vu  que  ce  point  est  aussi  le  point  de  rebroussement  de 
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la  lijjne  des  courbures  égales  :  donc  il  est  le  point  de  reUrousse- 
ment  oommun  anx  troit  lignes  principales  de  b  sorfiice. 

Il  suit  de  là  que  œ  point  est  on  véritable  aoimnet  de  la  suHbot  ; 
non  pas  dans  le  sens  qu'on  a  coutume  de  donner  à  ce  mot  pour 
une  surfiice  coniqpe  qui  n'a  qu'un  point  de  stric|ion  au  ddà  duquel 
se  reproduit  une  autre  nappe  de  la  surfiice  ^ale  et  semblable  à  la 
première^  mais  dans  le  sens  que  ce  sommet  est  une  pointe  au  delà 
de  laquelle  la  sui&ce  devient  imaginaire.  , 

Jusqu'ici  nous  avons  parié  de  ce  sommet  comme  s'il  existait  seid 
de  son  espèce  sur  la  surfiice;  cela  n'est  ainsi  que  dans  le  cas  parti  - 
culier  où  la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  sphère  est  multiple 
de  eelle  de  l'intersection  des  deux  siu^oes  des  centres:  dans  tout 
autre  ras,  il  peut  se  trouver  |)lusietu*s  sommets  semblables;  et 
même  le  nombre  de  ces  sommets  devient  infini,  lorsque  ks  deux 
circonférences  sont  incommensiirahles. 

Comme  ce  sommet  est  le  point  le  plus  rcmarqualile  de  la  surface, 
nous  le  prciidrous  pour  origine  dans  les  développeineuts  que  nous 
allons  exécuter. 

De  la  génération  de  ia  surface  par  un  /mint  susçeptSbh  de  diux 
m/owmmds  différents, 

CoDOBvcm  une  droite  tangente  à  l'intersection  des  deux  awfiices 
des  centpes,  et  dont  le  point  de  contact  avec  cette  courbe  soit  le 
sônunet  même  de  la  snr&ce  engendrée  ;  puis  supposons  que  la 
droite  roule  sur  oetle  oomlie  sans  cesser  de  lui  être  tangente.  Cela 
posé,  si  Ton  considère  sur  cette  droitCi  comme  point  déorivant, 
celui  qui  d'abord  était  confondu  avec  le  sommet  de  la  surftoe} 
nous  avons  vu  que  ce  point  parcourra  la  ligue  des  courbures 
égales;  et  parce  que  cette  ligne  traverse  obliquement  toutes  les 
lignes  de  l'une  et  de  rflutw  courbure,  il  s'ensuit  qu'il  n'y  a  au- 
cune spirale  génératrice  sur  laquelle  le  point  décrivant  ne  puisse 
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parrenÎTi  et  daps  le  pl^n  di  kqudle  la  droite  mobile  ne  se  trouve 
«lors.  Dans  oette  position,  la  droite  touchera  au  même  point,  et  la 
oouibe  sur  laquelle  elle  a  roulé,  et  le  oerde  qm  est  dans  le  fJan  de 
la  qnrale.  Si  doop  on  conçoit  qa'dle  roule  désormais  sw  la  ciroon- 
férence  de  ce  cerde  sans  cesser  da^lui  être  tangente,  il  n'y  a  aucun 
point  SOT  la  spiiaîle  généntrioe  avec  lequel  le  point  décrivant  ne 
puisse  se  confondre  :  donc  il  n'y  <a  aucun  point  de  la  sor&oe  en- 
gendrée sur  lequel  le  point  décrivant  ne  puisse  se  transporter  en 
vertu  de  ses  deux  mouvements;  donc  ce  point  est  gâiérateur  de 
la  surface. 

De  téquaJ^im  de  la  surface  mqtuuaUésJùûes, 

D'après  la  génération  que  nous  venons  d'exposer,  si  l'oii  coiwi- 
dèrç  une  normale  quelconque  et  le  plan  de  la  spirale  qui  la  con- 
tient, il  est  évident  qu'en  nommant  L  Tare  de  l'interaeCtion  des 
deux  surlaces  des  centres,  étendu  depuis  le  sommet  de  la  surfiioe 
engendrée  jiLs<|u'à  son  c<mtact  avec  le  plan  de  la  spirale;  M  Tare  du 
grand  cercle  de  la  sph^,  étendu  depuis  son  contact  avec  la  courbe 
précédente  jusqu'à  son  contact  avec  la  normale;  etNIa  partie  de  la 
nonnale  ccmiprise  entre  la  surfitce  engendrée  et  son  point  de  con- 
tact avec  la  qphère,  <m  aura 

L  =  M-i-N, 

Il  ne  s'agit  donc,  pour  avoir  l'équation  de  la  sur&ee,  que  de 
trouver  les  expressions  de  ces  trois  quantités. 

Or  la  partie  de  la  nmnale  que  nous  représentcms  par  N  forme, 
avec  le  rayon  vecteur  et  le  rayon  de  la  sphère,  un  triangle  reo- 
tan|^  ;  donc,  si  ce  rayon  est  exprimé  par  a,  on  aura 

N      y j:'  -hj-'  -h  z-  —  a-. 
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Pour  trouver  la  quantité  L,  soit 

■  •  • 

AX  -j-jr^  -f-  a  =  o 

l'équation  du  plan  de  la  spirale,  dans  laquelle  «  çst  la  quantité  qui 
détermine  la  position  du.  plan,  et  ou  la  fonction  qiû  dépend  de 
la  nature  de  la  surface  conique,  »t,  par  conséciuent ,  arbitraire;  « 
on  la  difieventîe  en  regardant  «  comme  seule  variable,  l'équation 

que  Ton  obtiendra,  appartiendra  à  la  droite  de  contact  dii  plan  de 

la  spirale  avec  la  surface  conique;  et  l'équation  de  oette  surfiice 
sera  le  résultat  de  l'élimination  de  «entre  le» deux  équations  pré- 
cédentes. L'équation  de  la  sphère  étant 

il  s'ensuit  que  ces  trois  équations,  après  l'élimination  de  «,  expri" 
raeront  l'intersection  des  deux  sur&ces  des  centres  de  courbure. 

C'est  donc  dans  ces  équations  faut  prendre  les  valeurs  de 
tÙKt  djj  dz,  pour  les  substituer  dans  ia  quantité 

L  =  /  ^'cû-'^      ■+-  dz\ 

Or,  si  de  ces  trois  équations  on  tire  les  valeurs  de  .c,  ,r,  2,  <'n 
(iiisant,  pour  abré^r, 

on  trouve 


Différentiant  et  fiûsant  encore,  pour  abréger, 

i  -h<t''  -h  <p-  =  /t% 

on  a 

G*rfa  s=«iîi'Vat[—  (ct-h<p(p')]. 

Carrant  et  ajoutant,  on  trouve,  réduction  faite, 
G*      H-rfr* -H  <fc*) =«•  A'^' 
Donc,  en  substituant  dans  la  valeur  <le  L,  on  aura 

Quant  à  la  iFoisième  quantité  M,  il  est  évident  qu*dle  est  ë^le  à 
l'arc  du  grand  oerde  de  la  sphère  compris  entre  les  droites  menées 
du  centre  aux  deux  points  de  contact  de  la  normale  avec  les  deux 

surfaces  de  la  sphère  et  du  c«)ne. 

Soient  .i',.r',  z'  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  nor- 
male avec  la  sphère,  et  .i",  j",  *"  celles  du  point  de  conta<'t  dv  la 
même  droite  avec  la  surface  conique;  ces  deux  points  de  contact  et 
le  centre  étint  les  sommets  des  trois  angles  d'un  triangle  rectangle, 
il  est  clair  que  l'on  aura 

M  =  a.arc  cos  =  ^=^=  ; 

valeur  dans  laquelle  il  finut  substituer  celles  dex'^,  j",  z".  Or,  entre 
ces  trcHS  coordonnées,  on  a  les  trois  équations  suivantes  : 

/  >/      t  i>      >  Il 
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dont  les  deux  premières  expriment  que  le  point  est  sur  la  droite  de 
oontact  du  plan  de  b  spirale  avec  la  surfiioe  conique,  et  dont  la 
troisième  ënonce  qu'il  est  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  dans  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  x'^  y\  z\ 

Donc,  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  x^^jr^t  ce  qui, 
en  faisant,  pour  alw^er, 


cloimt: 


jp'lp'  —  J''  -h  z'  [(D  —  aip  )  —  û» 


I  n 

Cûj-  ——a  , 


on  aui  a 

et  il  ne  restera  [>lus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  x',  z\  pour  les 
substituer  dans 

Mais  pour  le  point  de  contact  de  la  normale  avec  la  surface  de  la 
sphère,  on  a  les  trois  ëquati<ms  suivantes  : 

X    H- J     -H  s  '  =  rt% 
pjr'-h  %  —  o, 
dfJc'-l-JT^-l- «' =  a% 

«pli  expriment,  la  première,  que  ce  point  est  sm  la  sm  lace  «le  la 
sphère;  la  seconde,  qu'il  est  dans  le  j)lan  de  la  spiiale  ;  et  la  troi- 
sième, qu'il  est  dans  le  plan  tangent  à  b  sphère  mené  par  le  point 
de  la  sm*faee  ^endrée.  Tirant  les  valeurs  de  x\  y\  z\  faisant, 
pour  abréger, 

.F*  4-.k'  =  tt*, 

1    r-  et    -x-  ^    7=.  fi  ^ 


.  j       by  Google 


—  a59  — 

et  observant  qiu:  le  point  de  la  surfiice  étant  sur  le  plan  de  la 
spirale,  on  doit  avcnr 

ax  ~h  fjr  -i-  z  =  Of 

on  trouve 

im*y*  =  hd*y  —  a{x  —  a', 

liu'z  =  lia^z  -h  rt  ({pj-  —  ay)       —  a"  ; 

nipnant  ces  valeurs  de  ^^y't  *'  dan»  et  faisant  encore,  pour 
abréger, 

x^'  —y  -h  s    —  a^')  =  «, 

on  a 

»  V  r=s      +  oA  (a:  H- j^')     " — a' . 
Donc,  en  substituant  cette  vakur  de     on  aura 


aw-+-  ')  V"' — a' 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  M  sera 

Donc  enfin,  mettant  pour  L,  M  et  jN  leurs  valeurs  dans  I  équation 
L  =  i\l  H-  ^,  on  aura 


al    '     it  .1  fr,  —  a.drtcos  i  _ — — —  l-t-y"  — "  i 

et  parce  que  le  point  de  la  surface  engendrée  se  trouve  dans  le  pian 
de  la  spirale,  on  a  d'ailleurs  pour  lui, 

•j;  -hytp  -f-  *  =  oj 

33. 


il  s'ensuit  que  t'équation  de  la  sur&ee  engendrée  est  le  résultat  de 
rélîmînation  de  tt  entre  les  deux  équations  précédentes. 

Lorsque  l'équation  d'une  surfiice  est  représentée  par  le  système 
de  deux  autres  équations,  entre  ksqudles  il  fiiut  étiminer  une  indé<- 
terminée  «,  aucune  de  ees  deux  équations  n'est  nécessaire  indivi- 
duellement ;  et  il  existe  une  infinité  d'autres  systèmes  d'équations, 
qui,  par  réliniinatioii  d'antres  indéterminées,  produisent  la  même 
équation  de  la  surface.  Les  deux  équations  que  vj^u<.  venons  de 
trouver,  et  auxquelles  nous  avons  été  eonduits  dncctcnieiit  par  la 
propriété  énoneée  dans  la  définition  de  la  surface,  ne  sont  ni  nnssi 
simples  ni  aussi  fV-rondes  que  celles  que  nous  allons  obtenir  pur 
une  autre  considcratiou. 

D  une  autre  manière  de  trouver  l'équation  en  quantités  Jinies. 

Nous  avons  tu  que  la  surface  est  engendrée  par  le  mouvement 
de  la  spirale  dont  le  centre  est  au  sommet  d'un  cône,  et  dont  le 
plan  roule  sur  la  sur&ce  de  ce  cône.  Cherchons  d'abord  l'équation 
de  la  spirale  considérée  dans  son  plan  et  rapportée,  par  des  cooiv 
données  x  et/,  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  le  centre  du 
cercle. 

Si,  par  un  point  quelconque  de  la  couriie,  on  conçoit  une  nor- 
male, elle  touchera  la  circonférence  du  cercle  dont  la  spirale  est  la 
dévelof^iante  en  un  point;  et  si  Ton  reprc^ente  par  x\y'  les  coor- 
données de  ce  |)oint  de  contact,  l'écpiation  de  la  normale,  en  tRnt 
qu'elle  est  tangente  au  cercle  en  ce  point,  sera 

et  parce  que  le  point  de  la  rourhe  est  un  de  ceux  de  la  noraiale, 
cette  équation  aura  aussi  lieu  pour  lui. 

Mais  les  quantités  x'  et  j' sont  les  sinus  et  cosinus  de  l'arc  de 
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cercle  dont  le  développement  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  la 
spirale;  et  ce  rayon  de  courbure  étant  le  côté  d*un  triangle  rec- 
tangle dont  le  rayon  yecteur  est  Thypoténuse,  et  dont  le  rayon  du 

ctTclo  est  l'autre  ctité,  son  expression  sera  ^x'^     J  '  — 

On  aura  donc 

af' = sin  [—  A  H-  ^x*  -h y*  —  a»  ]♦ 

jr'=:  cos[ —  A  -t-  y'a;*  4-/'  —  a']« 

é(]uations  r1:nis  lesquelles  A  est  une  constante  arbitraire,  au  moyen 
<!(>  laquelle  rorigine  du  développement  du  cercle,  ou  le  sommet  de 
la  spirale,  peut  être  porté  partout  oîi  l'on  veut. 

Si  l'on  fait,  pour  abréger,  ^x^-hX*  —  =  «,  l'équation  de 
la  spirale,  considérée  dans  son  plan,  sera 

j;sin  (u  —  A)  -h  y  cm  {u  —  A)  a*. 

(^ela  ])osé,  concevons  que  la  spirale,  dans  son  mouvement,  en- 
traîne avec  elle  la  droite  sur  laquelle  nous  venons  de  compter  les  r; 
cette  droite  engendrera  ime  autre  surface  conique  <lnnt  le  snnimet 
sera  au  ('entre  de  la  sphère,  et  dont  la  nature  (Icpciidra  de  la  ])rr- 
iiiicre  surface  conique  (|ue  nous  avons  considérée  jusqu'ici,  puis- 
(juClle  en  sera  une  d('veloppante  :  en  sort**  que  si  l'équation  de  la 
prciiiH  ic  sui  face  ("oiiiijue  riait  donnée,  celle  de  la  seconde  ne  pour- 
rait s'obtenir  que  par  intégration.  Mais  dans  le  cas  général  que  n<nis 
traitons,  la  première  surface  conique  était  arbitraire;  donc,  si  la  se- 
conde est  désormais  la  seule  que  nous  considérions,  nous  pouvons 
aussi  la  regarder  comme  arbitrairp  et  primitive. 

Soit  doni:  -=*(^^^  i"é(Hialiuii  de  la  noinclk:  siuliiee  cx>iiique, 

dans  laquelle  la  fonction  arbitraire  4»  n'est  pas  la  mènie  que  relie 
que  nous  avons  précédemment  exprimée  par  f ,  et  qui  en  est  une 
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dérivée;  si  Ton  feit  a;  =  «z,  cette  équation  sera  le  résultat  de  l'éli- 
mination de  •  entre  les  deux  suivantes  : 

X  —  etz,    y  =  «taz. 

ActnèUement,  si,  d*an  point  quelconque  de  la  surfaoe  engendrée, 
on  abaisse  une  perpendiculaire  siir  la  surface  conique,  cette  per- 
pendiculaire sera  la  quantité  que,  dans  l'équation  de  la  spirale, 

nous  avons  ap])eîée  r,  et  nous  l'expriniorons  désormais  par  ^  ;  la 
droite  mciiéo  du  sommet  du  cône  au  pied  de  cette  perpendiculaire 
sera  ce  que  nous  avons  aj)pelé  .r,  et  nous  la  représenterons 
désormais  pai*  X.  JJe  plus,  le  rayon  de  eouibure  qui,  dans 

l'équation  de  la  spirale,  était  y/.r'  -f-j*  —  a',  est  évidemment  ici 

^jc'  -hx'  H-  a*  —  a'  ;  donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

l'équation  de  la  surfiice  engendrée  sera 

X  »in(U  —  A)  -h  Y  co»{U    A)  = 

dans  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  les  valeurs  de  X  et  ^  . 

Pour  cela,  soient  x',  y'',  z'  les  coordonnées  du  pied  de  In  per- 
pendiculaire; conmtc  ce  point  est  sur  la  surface  du  cône,  un  aura 

et  l'on  aura  évidemment 

X*  =  ar'»  -h /•  H-a"  =     (l  +  a'  -h*'), 

Y»  =  (*  -  ar')' H- ( J -y  )*-^  (»  -  »')•» 
=  (a?  —  «a'  )•  -h  (r — *»'  )•    (s  —  «')•• 

Mais  la  perpendiculaire  Y  ('tant  un  minimum,  sa  grandeur  tie 
doit  |>as  varier  lorsque  son  pied  varie,  soit  en  vertu  île  la  variation 
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seule  de  s',  soit  tu  vertu  tle  »  cllt'  tlo  m.  Donc,  les  différentielles  de 
Y  prises  successivement,  en  regardant  z'  et  a  comme  seules  va- 
riables, doivent  être  nulles.  On  aura  donc  les  deux  équations 

{x  —        +     —         H-  (a  —  2')  =  o, 
{x  —       -h  {7  —         =  o, 

qui,  eii  faisant,  pour  abréger, 

«car H- z  =  M, 

<leviennent 

37*'==  M, 

«t 

(>es  deux  équations,  par  rélhnination  de  s',  donnent  d'abord  une 
première  équation 

(A)  h*  {x  -H  y^')  =  M  («  H-  M»') 

à  laquelle  nous  reviendrons. 

Substituant  pour  2'  sa  valeur  dans  celles  de  x'  et/',  on  aura 

x'h'  =  «M, 

y/r  =  m, 

z'W  ^  M, 

qui,  étant  carrées  pour  former  la  quantité  ar"  -h/'*  H-  2'*  =  X*, 
donneront 

XU»  =  M*   ou  XA^M; 
puis  fonnant  les  quantités  x—x\y  — y* y  z  —  »\  dont  la  somme 


des  oarrés  doit  être  é^^ale  à  Y%  on  trouvera 

YA  ==  v'Â*TÛ^^t-«*)  —  ■ 

Ainsit  substituant  pour  X  et  Y  leurs  valeurs  dans  réquation  de  la 
surfiioe,  on  aura 

M  sin  (U  —  A)  H-  ^'¥  (U'-  -i-'a')  —  AP  cos  ( L  —  A)  =  a'h, 

dans  laquelle,  îndependamnieitt  des  coordonnées  jr,  z  de  la  sui-- 
faoe,  entre  encore  l'indéterminée  «  :  mais  nous  avons  vu  que  nous 
avions  d'ailtems  l'équation 

(A)  /r  (.I-  -H  r*'  )  =  M  (*  -|~       )  ; 

donc  r  équation  de  la  surface  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  « 
entre  les  deux  dernières  équations. 

Les  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver,  pourraient 
rester  dans  l'état  où  elles  sont;  mais  si  Ton  carre  la  premièi'* 
d'entre  elles  pour  f  tire  disparaître  le  radical,  il  est  facile  de  la  ra- 
mener à  la  Ibrme  suivante  : 

«  sîn  { U  —  A)  H- U  cos  (  U  -  A)     ^ , 

dont  la  diflérentielle,  prise  en  regardant  comme  seule  variable  la 
quantité  «  qui  n'entre  que  dans  le  second  niembre,  n'est  autre 
eliose  que  l'équation  (A)  ;  donc,  si,  pour  abréger,  on  fait 

asin(U  —  A) -h  Ucos  (U  —  A)  —      =  N, 

l  i'quation  de  la  siuTac c  sera  le  résultat  de  réliniination  de  l'indé- 
terminée a  entre  les  deux  équations 

N=:o, 
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Avant  (lo  (juitter  cet  objet,  il  coavitiit  (rexainincr  les  deux 
é(|uatioiis  que  nous  venons  «le  trouver,  et  «jui  v<hiI  nous  contluii-e 
à  une  nouvelle  génération  de  la  surfaœ. 

De  ces  deux  éqnatioiis,  rime  ëtent  la  différentielle  de  Faotre, 
prise  en  r^ardant  tin  œrtain  paramètre  a  oomme  seule  variable,  il 
suit  que  k  surface  engendré|  estTenveloppe  ou  la  limite  de  Tea^ 
pace  que  parcourt  une  autre  surfinie  en  Tertu  de  la  -variation  de  ce 
paramètre. 

La  première  de  ces  équations  N  =  o,  c'est4-dire  celle  de  la 
surface  mobile,  en  regardant  «  oomme  constant,  ap[)artient  à  une 
surface  de  révolution  autour  de  l'axe,  dont  les  équatiomi  sont 
«scttfjsfs;  car  on  sait  que  l'équation  de  cette  surfiice  de  ré- 
volution est 


ecx 


ou,  en  conservant  les  abréviation»  ci-des»us, 

M-  fli 

et  il  est  évident  que  réquationN  =  ocstdeoette  forme.  Déplus, 
nous  n'avons  trouvé  cette  équation  qu'en  transportant  dans  le  plan 
du  méridien  de  la  surface  de  révolution,  la  spirale  génératrice. 
Ainsi,  la  surface  mobile  résulte  de  la  révolution  de  fai  spirale  autour 
de  l'axe,  dont  les  équations  scmt  x  =s  «2,  jr^fs, 

La  seconde  équation,  c'esfc4H]ire  Téquation  (A),  ainsi  qu'il  est 
iadle  de  le  vérifier,  est  celle  d'un  plan  normal  à  la  surface  conique, 
dont  Féquatimi  résulte  de  réiimination  <!e  a.  entre  les  deux  sui> 
vantes  a;  =  «s,  =  <pz,  ce  plan  normal  devant  d'ailleurs  f>asser 
par  le  sommet  qui  est  à  Ttirigine  :  elle  est  donc  celle  du  méridien 
dans  lequel  se  coupent  deux  surlaces  de  révolution  consécutives, 
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lorsque  1  axe  se  meut  de  manière  à  pjircourir  la  surfare  t  onique. 
De  là  suit  une  nouvelle  géiiération  de  la  surface. 

Si,  après  avoir  uieué  clans  le  plan  d'une  spirale  développaiite 
d'un  œrde,  et  par  le  centre  du  cerde,  une  droite  quelconque^  on 
fiut  tourner  la  spirale  autour  de  cette  droite,  pour  engendrer  une 
surface  de  rérolution,  et  si  ensuite  oi|  fait  mouvoir  cette  surfiiee  de 
manière  que  son  axe,  sans  cesser  de  passer  par  le  même  caitre, 
parcoure  une  surface  conique  quelconque,  dont  le  sommet  sera, 
par  conséquent,  au  centre  du  cercle,  TeuTeloppe  de  Tespace  que 
parcourra  la  surface  mobile  sera  la  surface  générale,  dont  toutes 
les  normales  seront  tingentes  à  la  sphère  engendrée  par  la  rota- 
tion du  cercle  dont  la  spirale  est  la  développante. 

JJc-s  vquuiiolis  en  qucuUUés  fuùcs  des  deux  arc  tes  de  rebrousseincnt. 

Nous  avmis  vu  que  la  sur&ce  engendrée  a  deux  arêtes  de  re- 
broussement,  dont  Tune  est  sur  la  surface  de  la  sphère,  et  dont 
l'autre  est  sur  la  sur&oe  conique  perpétoellement  toudiée  par  le 
plan  de  la  spirale. 

Pour  la  première  de  ces  courbes,  l'équation  de  la  sphère  doit 
avoir  lieu,  c'est4-dire  que  l'on  doit  avoir  U  s  o.  Or,  si  l'on  intro- 
duit cette  équation  dans  N  =  o,  c'est-à-dire  dans 

n  sin  (U  —  A)     U  cos  (U  — AJ  =  ~t 

tout  le  premier  membre  se  réduit  à  une  constante  arbitraire,  que 
nous  représenferons  par  B,  et  l'équation  devient  - 

Donc,  des  deux  équations  de  cette  arête  de  rebroiissement,  l'une 
est 

-H/-  -HZ*  =«% 
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et  l'autre  est  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  l'équation 

B^i  -f-«*  +  ^»=  («MT -H     H-  a) a, 

et  sa  difTérentidle,  prise  en  r^rdant  •  oraiime  seule  variable. 

Quant  à  la  seconde  arête  de  rebroussement,  nous  avons  vu 
qu'elle  est  perpétuellement  touchée  par  la  spirale,  lorsque  celle-ci 
se  meut  pour  engendrer  la  sur&oe  :  donc  le  point  de  la  spirale 
dont  les  coordonnées  j-,  j,  zne  changent  pas,  lors(|u'elle  change 
de  position,  est  un  point  de  l'arête.  Or  les  deux  équations  de  la 
spirale,  considérées  dans  une  position  quelccmque»  sont 

N  =  o, 

DcHOC,  si  Ton  différentie  ces  deux  équations,  en  regardant  a  conune 
seule  variable,  ce  qui  ne  produit  qu'une  nouvelle  équation 

et  si  l'on  suppose  que  ces  tro»  équations  aient  lieu  à  la  fois,  les 
quantités  jr,  jr,  z  qu'elles  renferment,  appartiendront  à  l'arête  de 
rebrouflsement  :  donc  les  deux  équations  de  cette  courbe  sont  le 
résultat  de  l'élimination  de  «  entre  les  trois  équations 

N  =  o. 
(S)=o. 

De  réquatioH  de  la  surfiuse  en  diff&'ences partielles. 

Puisque  ks  normales  «le  la  snrfiioe  sont  toutes  tangentes  à  une- 
même  ^hère  dont  le  rayon  est  a,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine, 
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il  s'ensuit  que  b  perpeiidiculaîre,  abaissée  de  l'origine  sur  une 
normale  quelconque,  est  conslsnte  et  é^ùe  a, 

Sif  les  coordonnées  du  point  de  k  sur&ce  étant  x*  «elles 
de  la  normale  sont  x',  y,  x^,  les  deux  équations  de  cette  droite 
sont 

Or,  sù  les  équations  d'ujic  droite  sont 

ar'  =  A«'-i-B, 
y  =  C8'-i-D, 

le  carré  de  la  distance  de  i' origine  à  cette  droite  est 

B*-f-n'-^  (AD— RC)* 

De  plus,  dans  le  cas  présent,  on  a 

A=  — />, 
C  =  —  <y, 
B  =  x~hpz, 

Donc,  mettmt  ces  Taleurs  dans  l'expression  du  caivé  de  la  distance, 
et  régalant  au  carré  du  rayon ,  on  aura  pour  équation  de  la  surface 

{x  4- /jzy  4-  (/     qzY  -h  {qx  —  pyf  =  a'  (i  -H/^'  -h  9'), 

équation  qui,  déreloppée,  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

{X*  -k-y  s-  2'  —  a')  (I         -h  q^)  =  (a  —px  —  qjf  ', 

équation  aux  différences  partidles,  qu'on  aurait  pu  obtenir  par  la 


différentiation  des  équations  intégrales 


N=o, 

Actuellement,  nous  allom  traiter  cette  équation  comme  n  nous 
l'avions  obtenue  par  d'autres  recherches,  r'cst-ît-dire  que  nous 
allons  riiitégrer  et  étudier  la  surface  à  laquelle  elle  apjpartient. 

De  ia  caractéristi/jue  de  la  surjàce  à  laquelle  appartienl  l'équation 
au.v  différences  partielles. 

Lorsqu'une  équation  aux  diOérences  ordinaires  à  trois  variable 
appartient  à  une  surface  courbe,  à  cause  de  la  constante  arbitraire 
oomporlt'c  par  son  iiitéfî^i'ale,  le  lieu  de  cette  équation  «-st  indiHé- 
reinnicnt  l  une  qiu'lffnujue  d  une  suite  infinie  de  surfaces  courbes, 
qui  toutes  ont  la  niciiit'  nature,  et  qui  ne  ditterent  entre  elles  <jue 
par  un  paraim  ire,  constant  pour  chacune  d'elles,  et  variable  de 
l'une  à  l'autre.  Par  exemple,  le  lieu  de  l'équation 

axiz?  -H  ydjr  -f-  zdz  =  o, 

dont  rint^rale  est 

est  l'une  (jueiconque  des  surfaces  sphériqucs  dont  le  c-putre  est  à 
l  ori  jiue;  et  toutes  ces  surfaces  ne  diOT  i  i ni  entre  elles  (jue  par  le 
rayon  a,  f|ui  est  constant  pour  ckicune  (i  files. 

Les  équations  aux  différences  partielles  sont  d'une  plus  grande 
généralité  :  leur  propriété  est  d'exprimer  les  générations  des  sur- 
feoes  courba,  indépendamment  de»  courbes  qui  conduisent  les  gë- 
nératrices  ;  en  aorte  que  le  lieu  géométrique  d*une  de  ces  équations 
est  indifféremment  l'une  qoelconque  d'une  suite  infinie  de  surfaces 
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toutes  cugcuiirées  par  le  mcmc  procédé,  inais  cpii  difT^rent  par  les 
oouiiM»  qui  serrent  à  k  génération.  Par  exemple,  rérjuation 

dont  l'intégrale  est 

appartic!)t  non-seulement,  eonune  la  précédente,  aux  surfaces  de 
toutes  les  sphères  dont  le  centre  est  à  l'origine,  quel  que  soit  Je 
rayon;  non^seolement  à  toutes  celles  dont  le  centn;  est  dans  l'axe 
des  2,  quel  que  soit  encore  le  rayon  ;  mais  même  à  toutes  les  surfaces 
de  révolution  autour  de  cet  axe  des  «,  quelle  que  soit  la  courbe 
génératrice. 

Les  surfaces  anxcpielU's  appartient  une  im'ine  cquation  aux  tlifli'- 
rences  partielles  difterent  donc  ejitrc  elles  p.tr  quelque  chose  de 
plus  considérable  que  ce  par  quoi  dillèrent  les  lieux  d  une  même 
écjualioa  aux  différences  ordiiiaires..  ÎSéannioiiis  elles  ont  cela  de 
conmiun,  qu'elles  peuvent  être  toutes  i  egardées  comme  le  lieu  de 
séries  infinies  de  lignes  courbes,  qui  ont  toutes  la  même  équa- 
tion aux  différaices  ordinaires ,  et  qui ,  par  conséquent,  ne  diffibient 
entre  elles  que  par  des  paramètres;  et  ces  surfaces  ont  de  parti- 
culier, que  pour  chacune  déciles  la  série  de  ces  mêmes  courbes  est 
difFérente.  Par  exemple,  toutes  les  sur£ioes  de  révolution  autour 
de  l'axe  des  %  sont  1«  lieux  de  séries  de  droonférences  de  cercles 
dont  les  centres  sont  dans  l'axe,  dont  les  plans  sont  perpendicu- 
laires à  cet  axe,  et  qui  ne  difierent  entre  elles  que  par  le  rayon;  et  œ 
que  chacune  de  ces  surfaces  a  de  [>articuUer,  c'est  que,  pour  elle, 
cette  série  difïêre  de  <  rll,  t\r  toutes  les  autres. 

C'est  à  cette  courbe,  dont  toutes  les  surfaces  soumises  à  la  même 
{génération  sont  pour  ainsi  dire  composc'cs,  qu'on  aurait  dû  consa- 
crer le  nom  de  génératrice;  mais  ce  mot  est  déjà  employé  dans  un 
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sens  qui  n'est  pns  toujours  le  même  (jiu-  cpliii-ri  :  j'ai  donc  cru  né- 
«  eàssurc  de  me  servir  d'un  nouveau  mot,  et  j  ai  nuniinc  i  ette  courbe 
cartxetérùtique. 

Pour  les  équations  aux  différences  partidies  d'ordres  supâieiirs, 
i]  peut  y  avoir  plasieura  caractérbtiques;  en  général^  il  y  en  a  au- 
tant qu'il  y  a  de  quantité  différeutes  dont  sont  composées  les  fonc- 
tions arbitraires.  Mais  je  me  propose  de  revenir  sur  cette  matière 
dans  un  Mémoire  dont  elle  sera  l'unique  objet,  lorsque  cela  sera 
devenu  plus  &cile  par  Texposîtion  d'un  plus  grand  nombre  de  gé- 
nérations de  sur&ces. 

J'ai  fait  voir  qu'ayant  une  équation  quelcon(]ue  aux  difTérenoes 
partielles  du  premier  ordre,  en  x,  f,  z,  7,  si  on  la  diflérentie  aux 
différences  ordinaires,  ce  qui  donne  un  résultat  de  cette  forme 

Xdx  -h  Ytfy-  H-  Zth  -h  Pdp  -h  Qdq  =  o, 
les  équations  suivantes 

(X  H-/>Z)  rff/ -  (  Y -h  îZ)     =  o, 

appu  tiMiaicnt  toutes  deux  k  la  caractéristique  de  la  surlace  cxpri- 
ni«V  par  i.i  propose»'.  Or,  si  Ton  difTérentie  l'équatiou  de  la  surlacc 
que  nous  coiisiiicroiiii,  on  trouve 

X=x(l  -hp*-hg*)-hp{z—px  —  qj)t 

Y  =.r  ( '  ^      7')    7  (s  —p^  —  V) ' 

Z  =  z  (1  -^p'  +  (j')  —  {z—px  —  gjr), 

P  =/>  (jp'-h/* -h  a'  —  a*)  -h x(z—px  —  qy)j 

Q  =  ç  (jî»H-r*  H-  a»  —  «•)  H-,r  {*—px  —  qy). 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  générales 
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de  la  caractcristique,  elles  deviendront 

—  (jH-ç»)  iix-h[x-hpz)c^-h  {qx—pf)  dz  =  o, 

Actuellement,  &Î80iis,  pour  abréger, 

qx  —  pj  ~ 

ce  qui  donne 

«a  -h  j5j4-î==0, 

1=0, 

et  introduiflons  ces  i^lnréviations  dans  les  ëquatioiis  de  la  caractéris- 
tique; elles  deviennent 

aulx  -h  ^fid/  -i-tlz  =  o,        adp  -h  ptiq  =  o. 

Or  ces  deux  équations  sont  les  dîffiàientieiles  des  deux  préoé^ 
dentés,  prises  en  regardant  a  et  p  oonune  constantes;  elles  ne  peu- 
vent donc  subsister  en  même  temps  que  les  précédentes,  à  mouia 
que  les  différentielles  de  ces  deux-ci,  prises  en  regardant  a  et  ^ 
comme  seules  variables,  n'aient  lieu;  on  aura  donc  aussi 

xda  -^ydp  —  o,       peU     qd^  =  o, 

équations  qui  ne  donnent  d'autre  résultat  différentiel  que 

dftasO,  d)3so. 

Donc,  dans  la  surface  (jue  nous  t  omidéroiis,  pour  la  iiieiiit"  catai'- 
téristique  les  deux  quantités  a,  et  sont  toutes  deux  ctmstantes, 
et  l'on  aura    =  fa. 
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Il  suit  de  là  que  réquation  de  la  caractéristique 

est  celle  d'un  plan  dont  l'int^nile,  à  cause  des  abréviations,  ne 
peut  être  autre  que 

donc  \»  farnctéristique  est  ime  courbe  plane  dont  le  plan  passe 
toujours  par  l'origine. 

Si  l'on  compare  l'équation  du  plan  de  la  caractéristique 
avec 

pdx-\-qtijy  —  dz=o, 

qui  est  celte  de  Téléinent  de  la  sur&oe  courbe  considéré  comme 
plan,  on  voit  qu'en  vertu  de  l'équation 

Ap-h^—  I  =  O, 

ces  deux  plans  sont  toujours  rectangulaires;  donc  le  plan  de  la  ca- 
ractéristique est  partout  normal  à  la  surface  courbe.  On  doit  eon^ 
clore  de  là  :  i  **  que  la  surface  oouriie  est  engendrée  par  une  courbe 
plane  constdnte  de  forme,  dont  le  plan,  passant  toujours  par  Tori- 
gine,  roule,  par  conséquent,  sur  une  surface  conique  dont  l'origine 
est  le  sommet  ;  a"  que,  le  plan  de  la  caractéristique  ccnicna  ut  toutes 
les  normales  à  la  surface  engendrée  qui  passent  par  les  différents 
points  de  cette  courbe,  elle  est  une  des  lignes  de  courbtuv  de  la 
surface. 

Cette  derni t  ic  cnnclusion  pvut  rtn*  fournie  ininiédiutenient  par 
l'analyse  :  car,  pour  une  nièuic  caractéristique,  ou  a 
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mais,  puisqu'on  a  en  même  temps     —  o  et        o»  on  aura  aussi 

•d^  —  pdA  ^  o; 
éliminant  «t  et  ^  entre  ces  deux  équations,  on  aura 

d<t.(lp     d^^dii  =  o, 

dans  laquelle,  substituant  pour  «  et  ^  leurs  valeurs  obtenues  par  la 
difTérentiation,  on  aura 

dpd  (  J-  -^qz)=.  dqd  (.r  -h  pz) , 

équation  générale  des  lignes  de  courbure  :  donc  une  des  deux 
lignes  de  courbure  de  la  surface  est  toujours  plane,  et  son  plan 
passe  toujours  par  rorigine. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  de  la  caractéristique  que  l'équa- 
tion du  plan  qui  la  contient.  Cett(>  équation  ne  la  détermine  pas,  et 
il  faut  y  joindre  celle  de  la  surface  engendrée  sur  laquelle  elle  se 
trouve,  pour  qtie  cette  courbe  soit  détenninée,  et  enctuf  lu-  le 
serait-elle  pas  d'um'  manière  absli  aite,  puisqu'on  la  coiisitltirerait 
aloi  s  eomtne  étant  un  individu  de  ia  série  dont  !a  surface  engendrée 
est  le  lieu  géométrique.  Mais  si  I  on  pose  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

|af'H-r'-*-«'— a»)  (i-»-/»'H-y*|  =  \z—px^qy\\ 

dz  =  pdx  -r  qdjfj 

dont  la  première  est  Téquation  de  la  sur&ce  aux  différenoes  par- 
tielles, dont  la  seconde  est  celle  du  plan  de  la  caractéristique,  et 
dont  la  troisième  contient  la  définition  des  quantités  /?  et  f ,  et  si 
entre  ces  trob  équations  on  élimine  p  étq,  Féqualion  aux  dîffé- 


renées  ordinaires 


(ofrfx  ■+■  jrdjr  ■+■  zdz)*  —  a*        -h  nty*  4-  <fc*), 

i|u  ou  oblK'iulra,  sent  celle  de  la  caractéristique  considérée  d'une 
manière  absUaite  et  indépendamment  de  la  relation  qui  doit  exister 
entre  cette  coivbe  et  ceilea  qui  sont  infiniment  voisines,  pour 
former  la  série  qui  doit  constituer,  pour  ainsi  dire,  la  surface 
engendrée. 

Si  l'équation  aux  différences  partielles  avait  été  linéaire  en  et  </ , 
par  le  même  procédé,  nous  aurions  trouvé  pour  la  caractéristique 
deux  équations  aux  différences  ordinaires,  desquelles  (m  aurait  pu 
tirer  celles  de  ses  projections  sur  les  trois  plans  des  z. 
Lorsque  l'équation  aux  différences  partîdies  est  élevée,  la  caracté- 
ristique n'a  qu'une  seule  équation  aux  différences  ordinaires,  qui 
n*appartient  pas  à  une  surface.  Mais,  quoique  cette  équation  soit 
imique,  elle  ne  détermine  pas  moins  la  nature  de  la  caractéristique 
d'une  manif're  abstraite,  en  exprimant  dans  ce  cas-ci,  jKir  exemple, 
qu'elle  rnt  la  canrbe  dont  tous  les  plans  normaux  passent  à  la  même 
distance  u  de  l'origine. 

Rn  cfTct.  soient  .r,  z  lt*s  coordonnées  des  points  d'une  courlje 
quelconque  considérée  dans  l'espace,  et  .r  ,  j'.  :;'  les  (•i)or(lonnt'<»s 
du  plan  normal  à  la  .courbe  en  ce  point  ;  on  aura  l'équation  de  ce 
plan  normal  en  dilTérentiant  1  équation 

(«  —  jc')'  H-  {x  —x'y        —  «')'  —  «matante, 
sans  faire  varier  x\  j',  z\  ce  qui  donne,  pour  ce  plan, 

{O!  —  x')(Lr  -+■  (jr  —  j')  (/j  -h  (-  —  z  )  dz  =  o, 

ou 

x'dx  -t-  f'df  -h  z'dz  =  Jatir  -i-jdf  -f-  zdz. 

35. 
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Or  on  sait  cpie  si  réquation  d*un  plan  est 

te  carré  de  la  distance  de  ce  plan  à  l'origine  est 

 D'  

i>('  pfuSf  on  a,  tlans  le  cii&  présent, 
A=  dx, 

D—  .vff,v  -4-  7'^  H-  zrfz- 
Donc  le  cari'é  de  la  distaitce  du  pian  normal  à  l'origine  sera 

donc  réquation  de  la  courbe  pour  laquelle  cette  distance  est  con- 
stante, et  =  a,  est 

équation  qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avon»  trouvée  pour  la 
caractéristique  considérée  d'une  manière  abstraite. 

De  t éqwjUUm  aux  différences  ordinaires  de  l'arête  de  rebrottsjie- 
ment  produite  par  la  génération. 

Nous  venons  de  voir  que  la  surface  à  laquelle  appartient  ré(|ua- 
tiott  aux  différences  partielles  est  engendrée  par  le  mouvem^t 
d'une  courbe  plane,  dont  le  plan  roule  autour  d'un  cône  qui  a  son 
sommet  à  l'origine  :  ainsi,  deux  caractéristiques  consécutives  sur 
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la  même  surface  se  ooupent  en  un  point,  et  le  lieu  de  toutes  ces 
îiHersectiom  pour  la  série  des  earactérbtiqaes  d^une  même  surfece 
est  une  courbe,  qui  est  l'arête  de  rebroussem^it  de  la  surface.  Cette 
courbe,  qui  est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques  de  la  surface» 
n*a  aucun  élànent  qui  ne  se  confonde  avec  un  élément  d'une  des 
I  arai  téristîques,  et  pour  lecpiel  le  plan  normal  ne  se  confonde  avec 
celui  <le  la  raractéristique  qui  la  touche  en  re  point.  La  propriété 
de  cette  courbe  est  donc  aussi,  que  tous  les  plans  normaux  sont  à 
la  dbtance  a  de  l'origine  :  son  équation  est  donc  encore 

(xdaB  -+- ytfy-  -h  zdz)'  ^  a*  {de'  h-  dy*  -h  dz*). 

Si  toutes  les  carnrtt'ristiques  auxquelles  appartient  cette  équa- 
tion étaient  sur  une  niènu*  surface  individuelle,  rarète  dp  rehroiis- 
sement  qui  les  tourhc  tcjules,  et  à  laquelle  appartieiil  eiicore  ia 
même  équation  aux  ditlérences  ordinaires,  serait  l'intéjji'ale  particu- 
lière de  cette  équation,  et  elle  serait  unique  ;  nuiis  toutes  les  carac- 
téristiques qui  sont  sur  une  même  surface  individuelle  ne  com- 
posent qu'une  série  prise  parmi  toutes  les  courbes  de  œ  genre 
qui  existent  dans  l'espace  :  il  peut  y  avoir  autant  de  ces  séries 
différentes  entre  elles,  qu'il  y  a  de  surfiices  coniques  ayant  leurs 
sommets  à  l'origine,  et  autour  desqueUes  le  plan  générateur  peut 
rouler  ;  et  chacune  de  ces  s<'ries  aura  son  arête  de  rebroussement 
particulière  i  l  i  {uelle  appartiendra  la  même  équation.  T.e  nombre 
des  arêtes  de  rebroussement  exprimées  par  cette  équation  est  donc 
infini.  Il  est  même  facile  de  voir  que,  dans  le  ci\s  que  nous  traitons 
(et  cela  est  vrai  en  général),  la  rarartéristiquc  pour  laquelle  l'arête 
de  rebroussement  ne  semblait  être  d'abord  que  le  lieu  d'une  inté- 
grale particulière  n'est  elle-nieuie  (ju  un  (as  partieulier  de  l'arête 
de  rebroussement  considérée  en  g<-neial  ;  ear  elle  n'est  autre  eliose 
que  ce  que  devient  cette  arête  lorsque  la  suriace  conicjue  se  réduit 
à  un  plan  mené  par  l'origine. 
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L«quation 

{jcdx  -i-ydjr  -H  zdz)'  ~  a'  {du  '  -h  djr*  ~{-dz') 

(et  il  en  est  de  même  de  toute»  les  éqaatioiis  aux  difTérences  ordi- 
naires qui  n'appartiennent  pas  à  des  surfaces)  est  donc  susceptible 
de  deux  intégrations  diffîSrentes.  Si  Ton  se  propose  seulement  d'a- 
voir les  caractéristiques,  les  deux  équations  intégrales  seront  com- 
plétées par  trois  constantes  arbitraires  indépendantes  ;  mais  si  l'ob- 
jet est  d'avoir  les  arêtes  de  reliroussement,  ces  arbitraires  ne  sont 
plus  des  constantes:  deux  (l'entre  elles  sont  fofictkms  arliilraires 
de  la  troisième,  et  ees  deux  lonelions  sont  dérivées  l'une  de 
Tauti  (•  ;  l'on  voit  doui-  que  la  première  de  (  (s  intégrales  n'est 
<{u  un  cas  |>arliculier  de  la  seconde  "Mais  je  reviendrai  sur  cette 
matière  en  général,  dans  le  .Meinuue  que  j  ai  annoncé. 

lufc^rafion  de  l'équation  aux  différences  ordinaires 

\^xdx  -\-y(fy  -»-  zdz  f  —  a'  (fit  '  -h  dj'  -h  dz^)^ 

txutsîdérce  comme  appartenant  à  la  caractéristique^  prise  d'une 
manière  aJbstmUte, 

Nous  savons  que  la  caractéristique  est  dans  un  plan  mené  par 
l'origine,  et  dont  l'équation  peut  être  exprimée  par 

«J?-h|5J'-^^a=:0, 

dans  laquelle  «  et  ^  sont  des  constantes  pour  chaque  courbe  indi- 
viduelle. Soit  fait  de  plu^,  pour  abréger, 

x'h-j^  -h  =«*î 

il  est  évident  que  n,  de  ces  deux  équationa,  on  tire  les  valeurs  de 
je,     dx,  dy,  pour  les  substituer  dans  la  proposée,  on  aura  une 
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équation  aux.  difTërenoes  ordinaires  entre  les  deux  seules  va- 
riables u,  z. 

Ditlt'ifntiant  donc,  et  tirant  les  valeurs  de  f/.v  et  <fj\,  on  trouve 

dx{px  —  mx)  =  ^udu  4-  (j  —  |âa)  dZf 
djr  {^x  —  ay)  = —  Mtdu  -h  (a?  —  »z)  th; 

ce  qui,  en  taisant,  pour  abréger, 
donne 

On  tire  aussi  des  mêmes  équations 

{px  -       =  «»  («•  -H  p')  -  A*  »  V 
Ainsi,  on  aura 

dx'  -I-  rfv»  -I-  <fa"  =  «fa*  -t-  . 
ax  -i-ajr  -h  as  — «w  ^  ««(a'-^/i') 

substituant  dans  la  proposée,  elle  deviendra 

[U  -a  )du  _ 
qui,  en  disant  ^  =^  devient 

équation  dans  laqudie  les  variables  sont  séparées,  et  dont  l'inté- 
grale est 


—  a8o  — 

y  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  intégration.  Ainsi,  en 
remettant  pour  u  et  f  leurs  valeurs,  les  deux  équations  en  quantités 
finies  de  la  caractéristique  considérée  d'une  nunière  abstraite  sont 


orccos 


-j- -4-  z»  —  a'  =  a 


arccos- 


hz 


('({uatioiis  qui  sunt  coiiiplt-té<'s  pur  U*s  truis  cititôUintes  arbitraires 
a,  fï,  y. 

ïiH  j)r  t'tlueie  de  ces  équations  est  compliquée  et  ne  montre  pas 
d'une  manière  facile  la  nature  de  la  courbe.  Pouj*  I "étudier,  consi- 
dérons^ dans  son  propre  plan.  Soit  abaissée  d*un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  une  perpendiculaire  sur  l'interBection  de  son 
plan  avec  celui  des  jt,  y\  nommons  Y  cette  perpcndiculure,  et  X 
la  distance  de  son  pied  à  Torigine.  Gela  posé,  il  est  facile  de  voir 
que  Ton  aura 

on  a  d'ailleui»  évidemment 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'éq^tion  intégrale,  elle  de- 
viendra 

i/X'h-Y'  —  «' =  o!arccos-v=;^=^H~arcco»-rs=^=:^i  -h  y. 

Or  cette  écpiation  est  celle  de  ta  dévelop[)ante  d'un  cercle  dont 
le  rayon  égale  a,  et  dont  le  centre  est  à  l'cnigine,  et  pour  laquelle 
la  constante  y  fixe  l'origine  du  développement  :  de  phu,  les  chan- 
gements  qu'on  pourrait  apporter  à  la  valeur  de  7,  en  transportant 
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ailleura  l'origine  dn  déveluppenient,  ne  feraient  que  fiiire  tourner 
la  ooui'be  dam  son  plan  et  autour  de  Mm  oentrei  aaiu  altérer  ta 
forme;  donc  la  caractéristique  est  la  développante  d'un  cercle 
dont  le  rayon  éi^le  a,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  la  position  de  son  plan  déterminé  par  les  deux  arbi- 
traires A  et  7,  et  quelle  que  soit  la  position  quVIIe  prenne  dam  son 
plan,  en  tournant  autour  du  centre,  position  qui  est  déterminée 
par  la  troisième  arbitraire  y. 

En  regardant  les  trois  constantes  a,  /i,  y  eomme  siisceptibli's, 
eliarunc  en  pnrtirtilicr,  fie  tontes  les  valetirs  possibles,  on  ;iir?'a 
foutes  les  rouilles  (jui,  prist's  ();ir  >en«-s,  ;uiiniit  pruir  lien  gi'oiiu-- 
triquo  ime  des  surfaces  dont  uous  nous  o('i  u|)Oiis  il;ui.s  ee  pura- 
graplie.  Pour  foriHer  une  tie  ces  m^-i  iet»,  il  faut  établir  entn*  les  trois 
constantes  a,  >,  deux  conditions,  ce  qui  les  réduira  à  une  simule 
d'entre  elles;  et  le  résultat  de  rélimination  de  cette  dernière  entre 
les  deux  équations  intégrales  sesa,  en  je,  y  y  s,  l'équation  de  la  sur- 
face, qui  sera  le  lieu  de  cette  série  individuelle. 

Si  Ton  voulait  fonner  cette  série  de  la  manière  la  phis  arbitraire, 
il  faudrait  poser  |3  =  f»,  •)f  =  4^,  et  par  l'étimination  de  ce  entre 
les  deux  équations, 


\/^'  -^.r*  -H   — «*  =  a 


arc  cos 


arc  00s 


r  y  1  -H  g'  4-  9.' 


«A*  -\-y^<L  -f-  >  =  o, 

on  aurait  en  z,  T  équation  de  la  surface  «ngendrée  (Nir  le 
mouvement  de  la  développante  du  œrde  dont  le  rayon  égale  a,  et 
dont  le  centre  est  à  l'origine,  le  plan  de  la  courbe  étant  d'ailleurs 
mobile  d'une  manière  quelconque  autour  dé  l'origine,  et  la  courbe 
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elleHménie,  constuile  de  forme,  étant  mobile  d'une  manière  quel- 
conque dans  son  plan  autour  de  l'origine. 

Mais  cette  sur&ce,  dont  l'équation  comprend  les  deux  fonctions 
aibitraires  f  et  4»  est  plus'générab  que  celle  dont  nous  nous  occu- 
ponS}  et  pour  laquelle,  des  deux  relations  à  établir  entre  les  ('ou- 
atantes et,  ^'j,  y,  il  n'y  on  a  qu'une  seule  de  disponible,  Tautre  de- 
vant être  déduite  de  la  natui  e  de  la  (|uestion.  En  effet,  nous  avons 
vu  que  le  plan  de  la  oararti'ristiijiie  doit  être  partout  nonnal  à  la 
surface;  les  points  de  ('clli'  coiirh*',  <  onsidéric  rniniue  génératrice, 
doivent  donr  se  nioiivoii-  df  m;iiii<>if  (pie  ïeurà  directions  soient 
toutes  pcrj)t'H(lii  ul;iiirs  a  son  {>laM  :  doue  la  spirale  doit  èfre  fixée 
dans  son  propre  plan;  dom^  deux  de  ces  spirales  eoiLséculives 
doivent  se  coup^  dans  chacune  de  leurs  branches  ;  donc  ei^  la 
forme  de  la  fonction  4  n'est  pas  arbitraire,  et  doit  être  déterminée 
de  manière  que  cette  condition  soit  remplie. 

IntégnUion  de  la  mène  équation  aux  dj^fêrtfu^s  ordinaires 

{xilv  -^ydy      z(hY  =      [dx^  ■+-  d}''  -+-  dz*) 
considérée  conum  apparteiumt  aux  a/  ctes  de  rebroussement. 

L'arete  de  rdtroussemënt  est  la  coorbe  touchée  par  toutes  les 
caractéristiques  d'une  même  série  :  cette  séne  doit  donc  être 
formée  de  manière  que  deux,  caractéristiques  consécutives  se  cou^ 
pent;  par  conséquent,  la  fonction  4  ne  doit  pas  être  arbitraire,  et 
il  s'agit  de  déterminer  sa  fonne.  Or,  en  conservant  les  abrévia- 
tions, les  équations  de  la  caractéristique,  considérée  comme  faisant 
partie  d'une  série,  sont 

x/w — a -  =  a 'arc  ces- H- arc  cos —  } 

•♦P  H- J"^  -¥-z  —  oi 


Digitized  by  Go 


—  a83  - 

et  le  poiiit  de  contact  de  cette  tourbe  avei;  I  aitte  de  rebrousse- 
ment  est  eeku  par  leqael  les  r,  j,  z  ne  varient  pas  dans  ces  deux 
équations  quand  a  varie  :  donc,  si  l'on  différentie  ces  deux  équa- 
tions, en  regardant  <i  comme  seule  variable,  ce  qui  donne 


rt  (x  -r-  ov') 


X  -hjr^'  =  o, 

on  aura  quatre  équations,  ilans  lesquelles  lesx,  s  sont  les  coor- 
données du  point  de  l'arête  de  rebronssement.  Donc,  si,  entre  ces 
quatre  équations,  on  élimine  r,  r ,  z,  réqtintion  résultante  en  4>  4' 
et  a  sera  celle  qui  servira  à  (létfrmincr  la  tonne  de  la  fonction  4» 
de  manière  que  rieux  caraclt'nsiKjues  consirutives  se  coupent; 
niais  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  on  tire 

et,  parcfmscquent, 

donc,  en  substituant  cette  valeur  dam  la  tFoisicme,  on  aura 


^  -h  4'  =  o, 


et,  par  conséquent, 

ce  qui  détermine  la  forme  de  la  fonction  4-  Cette  valeur,  aubstitaée 
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dans  la  première  équation,  tiendra  liea  d^ime  des  quatre,  et  Tarête 
de  rebrousseroent  swa  exprimée  par  les  trois  équations 

V»'— a*  =  alarccos--harcco8  — -— ^}  —  fl  /     ,    ^,r,  ' 

«te -i-^^4-3=  O, 
*  -h^'  =  O. 

Donc  les  deux  équations  de  l'arête  de  rebroussenient  seront  le  ré- 
sultat de  râimination  de  Tindéterminée  «  entre  les  trob  équations 
précédentes. 

C'est  ce  résultat  complété  par  b  fonction  arbitraire  ^ ,  sa  dérivée 
et  par  une  constante  absolue  A  comprise  sous  le  signe  dTinté- 

gration     qui  est  Tintégrale  complète  de  l'équation  aux  dififêrenees 

ordinaires 

{xdx  ■+-xdj-  -h  zdz)*  —  rt'        -h  rfr'  -H      )  ; 

et  rintéffrale  que  nous  avions  d'abord  troii\  <V  en  la  considérant 
comme  appartenant  aux  caractéristiques,  (|uoi(ju'flle  fût  «■o(!>|>létée 
par  les  trois  constantes  arbitraires  «t,  7,  n'eu  était  qu'une  solu- 
tion pai'ticulière. 

■ 

Intégrât  ion  de  l'équation  aux  dijjérences  partiel  tes 
(«r»  H-  j^*     «»  —  fl»)  (i  -+-/>•  -h  9*)  =  (s  — qyy. 

Nous  avons  vu  que  la  siirfnrr  à  laquelle  appartient  l'équation 
aux  difTérences  partielles  est  ie  lieu  de  la  série  de  caractéristiques 
formée  de  nianière  que  deux  de  ces  courbes  cnnst'cutives  se 
peut:  or  nous  a\(ms  trouve,  dans  i'rufiele  précèdent,  la  Ibnne  que 
doit  avoir  la  Ibnction  4  pour  que  cette  couililioii  .suit  leinplic;  les 
deux  équations  d'une  caractéristique,  considérée  dans  une  quei- 
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dans  lesquelles  la  fonction  arbitraire  ç  détennine  la  nature  de  la 
série,  et  a,  qui  est  constante  pour  chaque  caractérislique,  déter- 
mine chacune  île  ces  courbes  dans  la  série.  Donc  Tintégrale  de  Té- 
quatton  aux  différences  partielles  (ou  l'équation  du  lieu  de  la  série) 
doit  être  le  résultat  de  l'élimination  de  «  entre  les  deux  équations 
précédentes.  Cette  intégrale,  comme on  voit,  est  cuniplétée,  et  par 
la  fonction  arbitraire  (p,  et  par  la  constante  absolue  À  qui  est  com- 
prise sous  le  signe  d'intégration  J. 

Propriétés  de  la  Siirjace  rc/alà  ts  à  la  <jri<i(lrnttire  de  son  airCy  et  à 
la  cubature  de  l'espace  quelle  termine. 

Si  Ton  considère  une  zone  de  la  surface  comprise  entre  deux 
positions  consécutiyes  de  la  génératrice,  il  est  évident  «jue  Taire 
de  cette  zone  sera  «'gale  à  la  somme  des  éléments  de  Tare  généra- 
teur, Tiiultipliés  chacun  par  l'espace  parcouru;  et  parce  que  la  di- 
rection du  mouvement  de  chaque  point  est  perpendiculaire  aux 
deux  plans  consécntifs,  cette  aire  seni  éj^ale  au  ntoineTit  de  l'arc  gé- 
ncnitenr  i>ar  rapport  iui  plan  suivant,  oti  au  produit  de  cet  arc  par 
i  csfiacc'  que  |>arfonrt  -«wt  centre  de  ynivilc.  La  même  chose  dcviint 
a^<)il■  lit'ii  pour  tfxitc^  /.oiics  cousecutives,  il  s'ensuit  que  I  es- 
pace paicouni  par  un  arc  q(ielcon<[ue  de  la  générati  ice,  et  compris 
entre  deux  positious  quelconques  du  plan  générateur,  est  égal  au 
produit  de  cet  arc  multiplié  par  l'arc  tju'aura  parcouru  son  centre 
de  gravité. 

11  est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  même  par  rapport  à  la  eu- 
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hature  de  l'espace  qu'aura  |iarcoura  un  segment  quelconque  de  la 
génératrice. 

Cette  sor&ce,  ainsi  que  toutes  celles  de  révolution^  ne  jouissent 
de  cette  propriété  que  parce  qu'elles  sont  des  cas  particuliers  de  la 
surface  plus  générale  engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe 
plane  quelconque,  dont  le  plan  roule  autour  d'une  surface  déve- 
loppable  quelconque,  surfiice  dont  nous  nous  occuperons  dans  un 
autre  paragraphe. 


S  xxrv. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  DO»T  TOUTES  LES  NORMALES  SO?iT  TANGEntES 
A  Vm  MÊME  SURFACE  CONIQUE  A  BASE  AKBITRAIKE. 


Géitération  de  la  surface. 

Concevons  la  surfiice  conique,  à  base  arbitraire,  qui  doit  être 
toudiée  par  toutes  les  normales  de  la  surface  proposée,  et  un  plan 
quelconque  tangent  à  cette  surfiwe  conique,  et  qiû  la  toudieiu,  par 

conséquent,  clans  une  droite  menée  par  le  sommet  :  cela  posé,  sî 
Ton  considèri-  la  m'vw  (les  normales  à  la  propos<''e  qui  touchent  la 
Hurface  conique  dans  les  différents  points  de  cette  droite,  il  est  évi- 
dent que  toutes  ces  nonnales  seront  dans  le  plan  tingent  au  cune  ; 
d'où  il  suit,  i"  fjtie  ce  plan  sera  normal  à  la  surfaire  proposée  dans 
1(Mis  It  s  points  de  son  intersection  avec  elle:  que  cette  intersec- 
tion elle-nièmescra  tin»'  des  lii^iies  deronrluire  de  la  snrfaee,  puisque 
les  iionuales  à  la  surfaee.  pourh's  dillérents  points  de  cette  eunihe, 
se  coupent  conséeiitiveiiieiit.  Donc,  si  1  on  conçoit  que  ce  plan 
nomiai  à  la  surface  proposée  tourne  infmiment  peu  autour  de  sii 
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droite;  de  contact  avec  le  cùne,  considérée  conmie  axe  (^nioiive- 
ment  pendant  lequel  il  ne  oeasen  pas  d^être  tangoit  au  cône  ) ,  et 
qu'il  entraine  avec  lui  Ja  courbe  suivant  laquelle  il  coupait  d'abord 
la  surfiice;  comme  fous  les  points  de  la  oouriie  se  mouvront  per- 
pendiculairemenk  au  plan,  il  est  clair  que  cette  courbe  ne  sortira 
pas  de  la  surface,  et  que  dans  la  seconde  position  elle  sera  encore 
l'intersection  de  la  même  surfiiee  avec  le  plan  qui  la  cmtient  alors. 
Donc  la  zone  comprise  entre  I(>s  deux  plans  consécu^s  peut  être 
regardée  comme  engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  plane 
et  constante  de  forme  autour  d'un  des  côtés  de  la  surface  conique 
considérée  comme  axe. 

Mais  ce  qu'on  vient  de  dire  pour  iiiic  iU'<  /on(  ^  peut  être  dit 
consécutivement  pour  toute*^  les  autivs,  m  ohsci  \ ;int  qn'à  mesure 
que  le  [>I;iii  mobile  cliange  de  position  sans  cesser  d  rire  {anj^ent  à 
la  surface  conique,  sa  rotation,  dans  chaque  insUuit,  .se  iiut  autour 
de  la  droite  de  son  contact  actuel  avec  la  surfiiee  conique. 

Donc  la  surface  proposée  peutttre  regardée  comme  engendrée 
par  le  mouvement  d'une  courbe  quelconque  plane  et  ccmstante  de 
forme,  dont  le  plan  roule  autour  d'une  surface  conique  à  base 
quelconque. 

Dans  cette  génération,  la  route  de  chaque  point  de  la  génératrice 

est  constamment  normale  au  plan  mobile,  et,  par  conséquent,  pei^ 
pendiculaire  à  la  génératrice,  quelle  que  soit  la  position  de  cette 
dernière.  Or  notis  avons  vu  que  la  génératrice  est  la  li^ne  d'une 
des  courl)ures  de  la  surface  en^^cndrc'c  :  donc  les  courbes  parcoti- 
rups  par  tous  1rs  points  delà  f;cnt  iatricr  sont  les  lipics  de  l'atitre 
conri)iiit'.  Mais  pendant  tout  le  iiioiivcnH  iit  du  j)lan.  ctiatun'  point 
de  la  ^'t'iit  i  ati  icc  ne  chantée  pas  de  distante  au  soiiunet  du  r<n!c;  la 
courbe  (pi'il  dcei  it  est  donc  i>ur  la  surface  d'une  sphère  dont  le 
centre  est  à  ce  sommet  :  donc  la  surface  que  nous  considérons  est 
telle,  que  toutes  les  lignes  d'une  de  ses  courbures  sont  dans  des 
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plam  tangoits  à  la  surface  conique,  et  que  toutes  celles  de  Vautre 
sont  sur  des  surfaces  de  sphères  concentriques,  et  dont  le  centre 
commun  est  au  sommet  du  cône. 

La  génératrice  n'ayant  aucun  mouvement  dans  son  plan,  lorsque 
ce  plan  tourne  autour  d*un  des  côtés  du  cône  pour  passer  à  la  po- 
sition infiniment  voisine,  le  point  dans  lequel  la  génitrice  coupe 
le  côté  du  cône  ou  touche  sa  surface  n'a  <iuctm  mouvement,  et  se 
trouve  encore  sur  cette  courbe  finaïul  dl*'  <  st  parvenue  dans  la 
position  suivante;  deux  généi-atriees  conséentives se  coupent  donc 
en  un  point  de  la  surface  du  cône,  et  le  lieu  de  tous  ces  points  d'in- 
tei-sections  consécutives,  qtii  est  une  courbe  tracée  sur  la  surface 
<lu  eùne,  est  une  ai  rtr  de  n  hi onsseineiit  de  ia  snrfiiee  engendrée, 
dont  toutes  U«>  ii;i])[)e.s  viciuiciil  micoiilrer  la  surface  convexe  du 
eotu-  dans  i'îirrtc  de  rebroussenient,  et  se  réfleehisM'iil  eii.>uile,  s,in> 
(|u  aucune  d  elles  entre  dans  l  esjiace  vers  lequel  la  surface  tlu  cône 
présente  sa  concavité. 

La  surfitce  conique  est  évklemment  le  lieu  des  centres  de  la  cour- 
bure dont  les  lignes  sont  sphériques.  L'arête  de  rebroussement  se 
trouvant  en  même  temps  et  sur  la  surface  conique  et  sur  la  sur&ce 
engendrée,  il  s'ensuit  que,  pour  tous  les  points  de  cette  courbe,  un 
des  deux  rayons  de  courbure  de  la  surfiioe  est  nul  ;  et  ce  rayon  est 
celui  de  la  courbure  dont  les  lignes  sont  sphériques. 

La  génération  que  nous  venons,de  trouver  est  peut-être  la  plus 
facile  à  conctîvoir;  néanmoins  son  expression  analyti(}ue  ne  con- 
duit pas  directement  à  un  résultat  aussi  simple  que  celle  de  la  géné- 
nUion  suivante,  que  nous  emploierons. 

('.oiieevons  que  d.ins  le  pian  mobile,  et  par  le  sommet  du  cône 
cpii  est  loiijoiii-s  dans  ce  plan,  on  nu  iie  ime  droite  (jui  ne  change 
pas  de  position  par  rapport  à  la  ^^eiu  ralrîce,  et  u  lainielle  cette 
courbe, pendant  toul sua  inou\ei))ciit,  j>uisseclre rapportée  comme 
à  une  directrice  mobile  ;  il  est  évident  que,  dans  toutes  les  positions 
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du  plan  géncrateur,  les  distances  d  un  même  point  de  la  généra- 
trioe  à  la  directrice  et  ao  sommet  du  cùne  ne  changeront  pas.  La 
<lîrectncc,  par  son  mouvement,  engendrera  une  autre  sur&ce  co> 
nique  qui  aura  même  sommet  que  la  première,  et  à  laquelle  le  plan 
mobile  sera  oonstamment  normal.  Cette  seconde  sm?£ioe  conique 
dépendra  de  la  premiërei  qui  en  est  une  développée;  en  sorte  que 
si  Tequation  de  la  première  était  déterminée,  celle  de  la  seconde  en 
serait  dérirée  par  int^ration.  Mais  si  la  première  surfiice  conique 
est  considérée  comme  arbitraire,  la  seconde,  qui  t^t,  par  consé- 
quent, aussi  arbitraire,  peut,  à  son  tour,  être  considérée  connue 
indi'|K  tulante,  et  comme  la  seule  qui  serre  à  la  génération.  Donc 
la  surlace  proposée  petit  aussi  être  reparrh^e  comme  engendrée  par 
le  mouvement  d'une  courhf  plane  (iiii'Icoiique.  dont  In  dirrrtrice 
parcourt  la  surfaïc  d'un  cone  à  base  qnclcoiuiue,  et  dont  U-  plan 
est  consic(inmeiit  normal  à  la  surface  conique,  la  courbe  n  ayant 
d'ailU'urs  au(  un  inouvement  dans  son  plan, 

11  suit  de  là  que  la  surface  dont  il  s  agit  est  celle  d  une  «iioiilure 
quelconque  poussée  sur  une  surface  conique  à  base  quelconque, 
et  dont  le  profil  arbitraire,  mais  constant,  est  toujours  dans  un 
plan  noimal  à  la  surface  eoiûque,  et  à  la  même  distance  du 
sommet. 

Éguation  de  la  surface  en  quantités  finies. 

En  employant  la  seconde  génération,  nous  avons  vu  que  pour 
tous  les  points  d'une  même  ligne  de  la  s<'conde  courbure,  c'est  à- 
tUre  de  la  courbe  engendrée  par  un  nièinf*  point  <le  la  génératrice, 
la  distance  à  la  surface  ronif|iu'  et  la  dislance  au  sommet  du  rônr 
sont  toutes  deux  conslautcs;  et  11  est  rvident  qu'en  passant  d  une 
des  lignes  de  cette  courbure  à  une  aiilrc  de  la  incnic  ('s[m'(  <',  i  rs 
deux  distances  varient.  Ce^  deu\  grandeurs  qui ,  poiu-  les  dillc- 
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rents  points  de  la  surface  engendrée,  sont  cnnstantes  ensemble  et 
variables  ensemble»  sont  donc  fonctions  l'une  de  rautre. 

Or,  en  supposant  que  le  sommet  du  câne  soit  à  Torigine,  et 
représentant  par  >-,  z  les  coordonnées  du  point  de  la  sur&ce 
engcn<irce,  et  par  x\  y',  z  celles  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  surface  conique,  le  airré  de  la  distance 
du  point  au  sommet  du  cône  sera  .r'  -r  z",  et  celui  <le  sji  dis- 
tance à  la  surface  ntniqne  sera  {x.  —  x'y  -j-  {jy  —  y')*  (s  — 
on  aura  donc  pour  équation  de  la  surface 

dans  laquelle  la  fonction  4  est  arbitraire,  el  où  il  ne  s'agit  plus  que 
de  trouver  les  valeurs  de  x\  r'  et  z  . 

On  sait  que  l'équation  générale  de  la  surface  conique  d<mt  le 
sommet  est  à  Tori^ne,  est^s=(p^^^,  la  fonction  ^  étant  arbi- 
traire ;  ou  qu'en  représaitant  par  a  la  quantité  qui  est  sous  la 
fonction,  elle  est  le  résultat  de  rélimination  de  «  entre  les  deux 
équations 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  étant  sur  la  surface  conique,  on 
aura  donc  entre  ses  trois  coordonnées  les  deux  équations  suivantes  : 

et  le  carré  de  la  perpàidiGulaire  deviendra 

(x  -  zUy  H-  (j-  -     +  (s  -  s')*. 

JVIais  cette  perpendiculaire  étant  un  minimum,  sa  grandeur  ne 
doit  point  varier,  soit  qu'on  fasse  varier  z'  seule,  soit  qu'on  fasse 
varier  »  seule:  donc  ses  différentielles,  prises  en  regardant  succea- 
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sivement  s' et  «  comme  seules  Taiiables,  doivent  être  nulles;  ce  qui 
donne  les  deux  équations 

(a?  —  z'a)  tt-h  (jr  —  z'^)  ç     z  —  2'  =  o, 
{x  —  a'*)  H-  (jr  —  «>}  ^'  =  o. 

C>n  aura  donc,  entre  les  imis  coordonnées  r',  r'.  z',  quatre  équa- 
tions. Tirant  (les  trois  premières  les  valeurs  de  ces  coordonnées,  et 
iaisaiit,  pour  abréger, 

-h/<p  -t-  a  =  M, 

on  aura 

sul>stitiiant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface,  et  dévelop- 
pant, on  aura 

.r'         H- a'  -  ^  =  4*(**  H- jr*  H- 

et  paroe  <jue  la  fonction  4»  f|ui  est  aihitraire,  ahs(»r!)e  la  quantité 
>  '      z'^f  qui  est  dans  le  premier  membre,  cette  équation 
deviendra 

on 


Mais,  des  quatre  équations  que  nous  avions  entre  les  trois  coordon- 
nées z't  nous  n'en  avons  encore  cmjrfoyé  que  trois.  Si  donc 
on  substitue  pour  z'  sa  valeur  dans  la  quatrième,  on  aura 

/      M  (a  ■+-**') 


ou,  à  cause  de  l'équation  pK-cédente, 

*~l~/r  —  I—-         -,  » 

(■(^nation  qui  rhiit  au^i  ftToir  Ueu,  et  qui  servira  à  élilmiier  a  de 

réf(uation  de  la  surface. 

Donc  r(''qiintioii  Ho  h  siirfnrc  engendrée  est  le  résultat  de  l'éli- 
niiiiation  de  a  entre  les  suivautes  ; 


De  cies  deux  équations,  il  itsl  facile  tle  voir  tjue  la  secoiRle  est  la 
dilTéreutielle  de  la  première  prise  en  ne  faisant  varier  que  a;  ainsi, 
en  représentant  la  première  par  Nb  o,  l'équation  de  la  niHkœ  est 
le  résultat  de  l'éliinination  de  *  entre  les  deux  suivantes  : 


N  =  o, 
3«)  =  <>- 


Il  suit  tle  là  qn<>  la  surface  en^cniin  i'  jtnit  rtir  considérée  comme 
l'enveloppe  «le  rc.->j).u c  parcouru  [wr  la  surface  dont  l'équation  se- 
rait la  première  des  deux  précédentes,  et  qui  se  mouvrait  en  vertu 
de  la  variation  du  paramètre  a.  ^lais,  en  regardant  a  et  (fia  coianie 
deux  constantes  indépenilantes,  ce  qui  arrête  le  mouvement  de  la 
surface  mobile,  la  première  de  ees  équations  N  =  o,  ou 


est  celle  d'une  surface  de  révolution,  dontl'axe,  déterminé  d'ailleurs 
de  position  par  les  deux  constantes  «  et  9a,  passe  par  l'origine,  et 
dont  la  dislance  à  l'origine  est  indépendante  de  la  quantité  «.  De 
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plus,  si,  comme  nom  le  supposons  ici,  les  quantités  «et^«  sont 
des  Tariables  dépendantes  Tune  de  Tautre,  lorsque  la  quantité  « 
varie ,  l'axe  dont  les  équations  sont  x  ^  «2  et  j  =  zfê^  parcoort 
ime  surfiice  conique  queloonque,  dont  le  sonun^  est  à  rorigine; 
donc  la  surfece  peut  être  engendrée  d'une  trcnsiènie  manière,  ainsi 
qu'il  suit  : 

Si  une  surface  que1coiu(iie  de  rëvolution  se  meut  de  manière, 

i"  que  son  axe,  passant  toujours  par  Tongine,  parcoure  une  sur^ 
face  conique  qiiflronque;  qu'un  même  point  de  la  surface  mo- 
bile n<>  <  liiinj;»'  j)ii.s  de  (lislaiirc  an  soinnict  du  cône,  l'enveloppe  de 
ret.pii<'e  ([u'elle  parcourra  sci  a  la  .surtacc  ([lU'  nous  considérons. 

(a-ttc  troisième  j^énération,  ({u'oti  aurait  pu  démontrer  à  priori, 
loin  ait  une  vi  rilic^iiou  des  équations  que  nous  avons  trouvées. 

Ltjuaiioiis  des  deux  lignes  de  courbure  en  quantUcs  finies. 

Si,  dans  les  deux  équations  N  =  o,  =         regarde  la 

quantité  tt  comme  une  constante  arbitraire  qui  doive  subsister,  ces 
deux  équations  sont  celles  de  la  génératrice  considérée  dans  la  posi- 
tion déterminée  par  la  valeur  de  «,  (pii  est  constante  pour  elle;  par 
conséquent,  elles  sont  celles  de  la  ligne  plane  de  courinire,  et  il  est 
fiicile  de  voir  qu'elles  appartiennent  à  une  courbe  plane,  puisque, 
par  l'élimination  de  la  fonction  4i  on  obtient  l'équati<m  d'un  plan. 

Mais,  si  la  quantité  a  est  regardée  comme  une  variable  indéter- 
minée qui  doive  disparaître  par  l'éliminalion,  les  deux  équations 

N  =  o,       ^  =  o  se  réduisent  à  une  seule,  qui  est  celle  de  la 

surface  engendrée  ;  et  jjarce  que  b  ligne  de  la  seconde  courbure 
est  sur  la  surlace  d'une  sphère  dont  le  centre  est  à  l'origine,  et 
dont  le  rayon,  variable  en  général,  est  constant  pour  chaque  ligne 
individuelle,  il  s'ensuit  que,  des'équations  de  la  ligne  sphérique  de 
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courbure,  la  première  sera 

et  la  seccNide  sera  le  résultat  de  Téliniination  de  rindéterminée  « 
entre  les  deux  équations 

N  =  o, 

dans  lesquelles  7  est  la  constante  ailiitraire  qui  détermine  la  ligne 
de  courbure  individuelle. 

Équations  de  C arête  de  reh'oussement  en  quantkés  ^finies. 

Nous  Tenons  de  vmr  que  les  équations  de  la  génératrice  sont 
N  :=  o,  ^  =  o,  dans  lesquelles  «  est  la  constante  qui  déter- 
mine la  positi<m  de  cette  courbe.  Donc,  si  l'on  différence  ces  équa- 
tions, en  regardante  comme  seule  variable,  les -r,  j,  qui  se  trou- 
yerontdans]esdifréren^lles,appartiendrcmt  au  pointd'intersection 
de  deux  génàntrioes  consécutives,  et,  par  conséquent,  au  point 
de  l'arête  de  rebrouasement;  mais,  par  la  différentiation,  on  n'ob» 

tient  qu'une  équation  nouvelle,  savoir  {^j^  ^  =  o:  ainsi,  entre  les 

trois  l  uordomiées  .r,  >%  3,  du  point  de  l'arùtede  rebroussenjent,  011 
aura  les  trois  équations 

N  =  o, 

au  moyen  desquelles  ces  trois  coordonnées  pourront  être  détermi- 
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nées  d'après  une  valeur  de  la  oouslaiite  arbitraire  a.  Donc  les  équa- 
tions de  la  courbe  qui  est  te  lieu  de  tous  les  points  semblablenient 
déterminés,  c'est4Mlire  les  équations  de  Tarête  de  rebroussement, 
sont  le  résultat  de  réiimination  de  «  entre  les  trois  équations  pré- 
cédentes. 

Des  deux  équations  de  la  surface  aux  d^jfêrem^  partieUes  du 

prender  ordre. 

Si ,  par  un  {tu,  i  a  «  quelconque  de  la  surface  courbe,  on  conçoit  un 
plan  tangent,  la  distance  de  rorigine  à  ci  pLm,  et  celle  de  la  ludme 
origine  au  point  de  contact,  seront  toutes  deux  variables  en  général. 
Mais,  si  le  point  de  la  surface  se  meut  sans  sortir  de  la  même  ligne 
sphérique  de  courbure,  et  entraîne  avec  lui  le  plan  qui  ne  cesse  pas 
d'être  tangent,  il  est  évident  que  ces  deux  distances  seront  con- 
stantes: donc,  pour  la  surface  que  nous  considérons,  ces  deux 
grandeurs  sont  constantes  ensemble  et  variables  ensemble,  et,  par 
conséquent,  fonctions  l'une  de  l'autre,  la  nature  de  la  fonction 
étant,  d'ailleurs,  déterminée  parcelle  de  la  génératrice. 

Or  le  carré  de  la  distance  de  l'orij^ine  au  point  de  la  surface 
courbe  est  .r'  j.  -|-  de  plus,  en  représentiint  par  .r', jr-',  c' 
l«s  coordonnées  du  plan  tangent,  l'équation  de  ce  plan  est  , 

z'  ^px'  —  qf^z—px"^  qx; 

et  l'on  sait  que,  si  l'équation  d'un  plan  est 

A*  H-      -h  C«  =  D, 

la  grandeur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  ce 
plan  est 

D 


dan»  le  cas  présent  on  a 

A  ^  —  />, 
G  =  i, 

D  =  z—px  —  qjri 
par  conséquent,  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent  est 

Donc,  on  exprimant  que  cette  quîintitt'  est  ime  fonction  a!'l)itr;»ite 
de  l;i  prrrnière,  une  des  équations  aux  diilcrences  partielles  du  pre- 
mier ordi-e  sein 

dans  laquelle  la  fonction  ^  n'est  pas  de  même  forme  que  la  foncv 
tion  4>  qui  entre  dans  l'équation  intégrale,  (|uoique  Tune  soit  une 
dérivée  de  l'autre. 

Passons  actuellement  à  l'autre  équation  aux  dilTérenoes  partielles 
du  premier  ordre. 

Pour  tons  les  points  d'une  même  génératrice,  le  plan  mené  par 
rôrigine  et  la  normale  est  invariable,  puisque  ce  plan  est  celui  de  la 
courbe  elle-même,  que  l'on  regarde  en  cet  instant  comme  fixe.  Or 
l'équation  du  pian  mené  par  l'origine  et  la  normale  est,  eax'jjr'fz't 

—  x'  (  >-  -H  qz)  H-  y     H-  pz)  -h  z  (ya-  —  py  )  =  o; 

donc,  pour  tous  les  points  d'une  même  génératrice,  les  deux  quan- 
tités   "'"^^  et  -  '^"f conservent  les  mêmes  valeurs,  et  elles  en 

q^~pj    qr  —  pj 

changent  dans  le  passage  d'une  génératrice  à  une  autre.  Ces  deux 
quantité,  qui  sont  constantes  ensemble  et  variables  ensemble  pour 
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les  différents  points  de  la  surface,  sont  donc  fonctions  rune  de 
l'autre;  donc  la  seconde  équation  de  la  surface  engendrée,  aux  dif- 
férences partielles  du  premier  ordre,  est 

(liiii.-,  iacjuelle  la  fonction  il»  n'est  [jms  de  iiicnic  Inimeque  celle  qui  est 
t'Xpi  imce  |>ar  (p  dans  i  iiiU'ji,rale  Ihiie,  quoi(|u  i'Ile  eu  soit  dérivée. 

Cette*  seconde  équation  aux  diiVérences  partielles  du  premierordre 
peut  être  trouvée  par  une  autre  considération,  qui  la  produit  sous 
une  forme  différente,  et  qu'il  est  bon  de  connaître. 

Il  suit  de  tout  ce  qui  précède,  que  la  surface  des  centres  d'une  des 
courbures  de  la  surface  courbe  que  nous  considérons  est  celle  d'un 
cône  à  base  quelconque  dont  le  sonunet  est  à  l'origine.  Or,  si  l'on 
représente  par  j',  z'  les  coordonnées  du  centre  de  celte  cour- 
bure, «Ml  tant  que  ce  centre  se  trouve  sur  la  normale,  on  aura 
d'abord,  entre  les  quantités  j',  s',  les  deux  équations  de  la 
normale 

De  plus,  si  l'équation  de  la  surface  conique  e»t  ^  sss  9     j ,  ou,  ce 

qui  revient  an  même,  si  elle  est  le  résultat  de  rumination  de  «1 
entre  les  deux  équations  =  s«,  j  =  s^k,  on  aura  encore,  entre 
les  mêmes  coordonnées,  les  deux  équations 

bjiliu  le  jioinl  tle  la  surlace  doit  être  sur  le  plan  qui  louche  la 

surface  conique  diuiH  le  centre  de  courbure,  et  l'équation  de  ce  plan 
est 

38 


donc,  si  des  quatre  premières  on  élimine  les  trois  quantités  .t''i  j',  2', 
il  restera,  en  at,    z,  les  deux  suivantes  : 

(a  -h /^z)  p  —  ij- T-  tjz)  a  -h  (/.V  —  pr  ~  o, 
—  ic^'  H- j  -i-z{<p  —       =  o; 

ou  bien,  éliminant  4»  de  la  seconde,  au  moyen  de  la  première, 

[x  -h pz)  ç  —  (  >•  -f-  <jz)  A  -t-  v-r  —  py  =  o, 
(.c  -^-pz)  ^'  —  (j  -t-  r/s)  =  o; 

et  la  seconde  équation  aux  différences  du  premier  ordre  sera  le 
résultat  de  l'ctimination  de  a,  entre  les  deux  équations  précédentes, 
dans  lesquelles  la  fonction  arbitraire  4)  diffère  de  celles  que  nous 
avons  ci-devant  ivpivsfntéfs  par  ?  et  «i». 

r^a  seconde  de  ees  é(|nalions  étant  la  din'éi'entielle  de  la  premièn», 
prise  en  reganlant  cteoinnie  seule  vnriable,  la  sm  fîiee  peut  flonr  être 
re{»ardée  connue  l'enveloppe  de  I  r^paee  par<  (niru  par  la  surface  à 
laquelle  appartient  la  première  de  et  s  i'(|iiiitloiis.  «'f  qui  clianije  de 
fonuf  cl  lie  position  en  \ci  lu  tlu  paraiiu  lie  a.  (ielle  Mulacc  iiiohile 
est  la  surface  développablc  engendrée  par  la  tangente  de  la  j;ént'ra- 
trice;  elle  est  circonscrite  à  une  sphère  dont  le  centre  est  à  forigiiie, 
et  dont  le  rayon,  constant  pour  la  surface  engendrée  par  la  même 
tangente,  change  pour  celle  qui  est  engendrée  par  une  autre,  et 
deux  de  ces  surfaces  consécutives  se  coupent  dans  une  des  lignes 
sphériques  de  courbure  de  la  surface  principale.  Mais  en  voilà  assez 
sur  cet  objet,  que  nous  terminerons  par  Tobservation  suivante. 

Des  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver  en  dernier  lieu, 
func  est  destint-e  à  éliminer  «  de  fautre:  or  il  est  clair  que  si 
cette  élimination  était  exécutée,  ce  qui  ne  peut  se  faire  tnnt  que  la 
forme  de  la  fonction  9  n'est  pas  déterminée,  it  ne  resterait  dans  la 

résultante  d'autres  quantités  que  -^-^''^  et     ^     ;  donc  ces  deux 
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quantités  sont  fonctions  arbitraires  Time  de  l'autre,  ce  qui  coïncide 
avec  réquation  uni([iu-  cjiie  nous  avions  d'abord  trouvée. 

Équations  de  la  surface  aux  dij^érences  partîeUes  du  second 

ordre. 

De  même  qu'une  équation  aux  dinVrences  partielles  tlu  premier 
ordre  n'est  que  l'expressicm  de  la  propriété  du  plan  tangent  ou  de 
la  normale  de  la  surface  à  laquelle  elle  appartient,  de  même  une 
équation  aux  dilTérences  partielles  du  second  ordre  n'est  que  l'ex- 
pression de  la  propriété  des  rayons  ou  des  lignes  de  courbure.  Or, 
dans  la  surface  que  nous  traitons,  nous  connai^ons  les  propriétés 
(le  ses  deux  lignes  de  courbuns  <lone  nous  pourrons  obtenir  son 
équation  aux  difTiTences  secondes,  de  deux  manières difTérenles;  et 
d'aboi  fl ,  en  considérant  Si»  ligne  spliéricjue  de  courbure. 

L'équation  générale  des  ligues  de  courbure  est 

^/r*[(i  -h(i^)s  —  pqt\-hdj:(fy[{i-hq*)r  —  {i-hp')t\ 
—  dv*  [(i  +      *  —  pqr]  =  o. 

Pour  la  ligne  sphérîque  de  courbure,  on  a 

xdx  '¥ydy  -h  zdz  =  o, 

ou 

\x  -h  pz)  dx  -1-  (j-  4-  V*)  — 

Ces  deux  équations  appartenant  à  b  même  courbe,  la  propriété  de 
la  surfiice  est  donc  que  les  valeurs  de  qu'elles  donnent,  soient 
égales  entre  elles.  Donc  Téquation  aux  différences  secondes  est  le 
résultat  de  l'élimination  de  ^''^  entre  ces  deux  équations. 

Si  l'on  fait,  jwur  al)réj,'er, 
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ce  qui  donne  les  deux  équations 

aJ^  -i-      4-  -s  =  o,      a,p-\-      —  l  =  O, 

le  résultat  de  râimination  de  et,  par  conséquent,  Féquation  aux 
différences  secondes  sera 

[ar  H-  ^ji]     -h  ^)  =  («H- />)  [cts  H-  ^t]. 

Sî  nous  employons  la  considération  de  la  ligne  plane  de  cour- 
bure ,  nous  savons  que  cette  courbe  est  dans  le  plan  mené  par  la 
normale  et  l'origine,  plan  dont  l'équation  en  x'ty\ z'  est 

— (.)■   7=)  ^y'   ^p^)    -{'l'^—py)  = 

et  dont  Féquation  diffiérentielle  est 

—  dx'  {y  ■+■  qz)  ■+■  dy'  {x  -f  pz  )  -h  dz'  {qx — pjr)  =  o. 

.Mais,  si  sur  ce  plan  on  ne  considère  cpie  la  li^ne  de  courbure,  les 
coordonnées  x\  r' ,  deviennent  respectivement  cgn les  aii\  .* ,  t 
de  la  surface  ;  on  aura  donc,  poui*  toute  ligne     courbm-e  pliiue, 

—  dx{y     qz)     dy{x     pg)     dz{qx ^ py)  =.  o; 

ou,  iiietUinl  pour  (/z  sa  valeur pdx  -f-  qtl)',  et  employant  les  nièines 
abréviations  que  ci-dessus, 

(d  -hp)  dx-h(§-hq)djr  =  o: 

donc,  en  substituant  pour  ^  cette  valeur  dans  l'équation  générale 
des  lignes  de  courbure,  on  aura  l'équation  de  la  surface,  qui  se 
trouve,  comme  précédemment, 

(ar  -¥-^s)(p-hq)  —  {a-hp)  («*  4-  pt). 

Actuellement  nous  allons  traiter  cette  équation  aux  différences 
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secondes  comme  si  elle  était  le  résultat  des  recherches  d*aulre  na- 
ture, nous  allons  trouver  ses  intégrales  des  difTérents  ordres,  et 
nous  en  déduirons,  par  la  seule  analyse,  les  principales  propriétés 
de  la  surface  à  laquelle  elle  appartient. 

Des  caractéristiques  de  la  xitrjhcc  h  laquelle  appartietU  iéquatùm 
aux  lUéffrences  secondes. 

J*ai  fiiit  voir  que ,  si  la  différentielle  d*une  équation  aux  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre,  prise  en  ne  faisant  varier  que 
les  seules  quantités  r,  4,  t<,  est 

Rdr  -hSds-h  Tdt  =  o, 

réquation  générale  de  ses  caractéristiques  est 

KUy  —  Sdjcdf  -+-  T<te'  =  o: 

or,  dans  le  ca»  présent,  on  a 

R  =  «(P-»-î). 

dope  l'équation  des  caractéristiques  sera 

* (p  4-  ^y)  ^/r  '  —  [  15  ( t'5  -H  7)  —  «  (a  -H/^) J  dxdj  —  ^5  (et -h//)  c£e*s=  o, 
qui,  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

(««^^  —        [((5 -h    <$r  H-  (« /») «Èc]  =s  o, 

est  composée  de  deux  facteurs,  et  donne  les  deux  equutiuiis 

etéy  —  pdx  =  o, 
(^H-        H-  (*  -h/»)dia?  =  o; 
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donc  la  sur&ce  a  deux  caractéristiques  indépendantes)  et  les  quau* 
tités  dont  seront  composées  les  deux  fonctioiu  arbitraires  qui  com- 
pléteront son  intégrale  finie  seront  différentes  entre  elles, 
l/équation  de  la  première  caractéristique  est 

»({)'  —  ^i/jp  =  o, 
ou,  remettant  pour  a  et  ^  leurs  valeurs, 

(.r  -F  pz)  <ix  4-  (  J  -H  </s)     =  o , 

ou  enfin 

xdx-\-ydy  4-  zdz  =  o, 

dont  l'intégrale 

-h      4-  2*  = 

appai'tieal  à  la  suri'ace  d'une  sphère  tlont  le  eetitre  est  à  l'origine,  cl 
dont  le  rayun  y,  coiisUuU  pour  chaque  courbe  individuelle,  est 
variable  de  Tune  à  l'autre.  Donc  la  première  caractéristique  «st 
rittteraection  de  la  surface  par  celle  d'une  sphère  dont  le  centre 
est  à  Torigine,  et  dont  le  rayon  y  est  arbitraire. 

Il  suit  de  là  que  cette  caractéristique  ne  peut  pas  produire  d'aKic 
de  rd>rousseinent  sur  la  surface;  car,  chaque  courbe  individuelle 
étant  (  oiiteiuic  sur  la  surface  d'une  sphère  particulière,  et  les  sur> 
faces  de  sphères  concentriques  n'ayant  aucun  point  commun,  deux 
caractéristiques  individuelles  consécutives  ne  peuvent  passe  cou- 
jH'r,  et,  par  leur  intersection,  tlfjiincr  lien  à  une  an-te. 

Reprenons  1  équation  de  la  première  caractéristique 

«idr  —  pdiP^  o. 
TiCS  abréviations  donnent,  conune  nous  lavons  vu, 
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Si  de  ces  deux  équations  on  tire  les  valeurs  de  a  et     on  trouve 

»dz  =  ^dz  =  djr  ; 

ces  valeurs,  substituées  dans  Téquation  aux  difTerences  secondes , 
donnent 

{rdw  -h  sdy  )  (dj  -+■  qdz)  =  (dx  H-  pdz)  (sdx  -h  tdj  ) , 

ou 

dp  {djr  +  qds)  =  {dx  -+-  pdz)  dq^ 

équation  générale  des  li<;n(>s  de  courbure. 

Donc  b  première  caractéristique  de  la  surface  est  la  li^iie  d'une 
de  ses  courbures.  Ainsi  la  surface  est  telle,  que  les  lignes  d*une  de 
ses  courbures  sont  les  intersections  de  la  surface  par  une  série  de 
sphères  concentriques,  et  dont  le  centre  commun  est  à  l'origine. 

Paascms  actuellement  à  la  seconde  caractéristique,  dont  nous 
avons  vu  que  Téquation  est 

(«  -4-  p)  di  -f-      4-  9)  dj  =  o, 

ou 

adx  H-  ^dj  -f'  cfa  =  o. 

Cette  équation  serait  ccll**  d'un  plan,  si  les  Avvix  ([nanti tes  étaierU 
eonst«iites.  Or,  pnm  ton^  it-s  j M)int>  <lc  eelle  m»  nie  t'arai  téristicfue, 
«•es  ilt'ux  quaiiliti  s  stJiit,  en  etïet,  comlantes;  car,  &i  l'on  difTérentie 
les  deux  équations 

«jtr  +      +  z  =  o,     */n-  p j  —  I  =  o, 

que  fournissent  les  abréviations,  on  aura 

xda  -hyd^  -+-  adx  -h  ^àjr  -hdz^o^ 

pd»  -f-  gdp  -h  «4"    r^^'y  =  **» 
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(jui,  pour  la  seconde  caracléristique,  dans  laquelle  ou  a 

tidx  4-  ^djr  -t-  <fe  =  o, 

deviennent 

tirant  (ie  ces  deux  équations  les  valeurs  de  da,  et  tlp,  on  a 

d»  {çx  —px)  —  y  (««^  -H  ^dq)t 
iqx  —  py)  =  —  X  {adp  -h  pdq)  : 

donc  les diftiTcnticllo  (Ij..  </ seront  toutes  deux  nulles,  et  lesquiin- 
tités  «  et  ^  lieront  toutes  deux  constantes  lorsque  1  on  aura 

-h  ^dq  =  o. 

Or,  pour  tous  les  points  de  la  seconde  caractéristique,  cette  der- 
nière équation  a  lieu;  car  l'équation  de  cette  courbe  est 

€tdx  ■+■  fitfy  -h  <fc  =  o, 

et ,  à  cause  des  abréviation» ,  on  a 

«or  -H     H-  a  =  o,  * 
ce  qui  donne  pour  «i  et  |3  les  deux  valeurs  suivantes  : 

a  {  ydf  —  .vdy  i  —  ydz  —  z<Lv, 
^        —  xdj)  =  xdz  —  zdjCf 

qui,  sidntitaées  dans  Téquation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre,  donnent 

~- dp  \j  ^  qz)  =  dq  (a     pz)  —  o, 


ou 


A(lp  -h  ^.dq  ^  o. 
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Donc*  pour  toute  Tétendiie  de  la  même  seconde  caractéristique,  les 
quantités  a  et  ^  sont  tontes  deux  constuites;  donc  l'équation  de 
cette  oourbe 

aeLe  -|-  (idjr  -t-     =  o 
est  celle  d'un  plan.  Ainsi  la  seconde  caractéristique  est  une  courbe 

L'mtégrale  de  cette  équation  est,  en  générai, 
•X  -i-  ^jr  -h  z  =  constante; 
mais  tes  alnéviations  donnent 

cu:  -h  iijr  -h  z  =  o  : 

donc  la  constante  introduite  par  intégration  est  nulle,  et  le  plan  de 
la  oouilie  passe  par  l'origine. 

Ainsi  la  seconde  caractéristique  est  une  oourbe  plane  dont  le  plan 
passe  toujours  par  l'origuie. 

Reprenons  l'équation  de  la  seconde  caractéristique 

«c£r  +  pàjT        ss  o; 
les  abréviations  donnent 

*/»  H-  j3ç  -h  I  =  O. 

Ces  deux  équations  donnent  pour  «  et   les  valeurs  suivantes: 

»{qdx — /mît)  =  —  — 

qui,  substituées  dans  l'équation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre,  donnent 

^{djr-i-  qdg)  =  {dai  +  pdz)  dq, 

39 
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équation  générale  des  lignes  de  courbure:  donc  la  seconde  carac- 
téristique est  la  ligne  de  l'autre  courbure  de  la  surface,  qui  est  par 
conséquent  plane,  et  dont  le  plan  passe  constammoit  par  l'origine. 

En  résumant  cet  article,  on  voit  que  la  surface  à  laquelle  appar- 
tient l'équation  aux  différences  secondes 

(«r  -h  fis)  {[i  +  ^)  =  (a  ^  /j)  {tts  -f  p/) 

a  deux  caractéristit|nes  différentes;  que  ces  caractéristiques  ne  sont 

autre  chose  f|ue  les  lignes  de  ses  deux  courbures;  et  que  de  ces 
deux  lignes,  l'uiu;  est  une  courbe  plane  dont  le  plan  passe  par  l'ori- 
gine, et  l'autre  est  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le  centre  est  ;i 
l'origine.  De  cela  seul  il  serait  facile  de  déduii'e  les  générations  que 
nous  avons  exposées  précédemment. 

Det  deux  intégrales  premières  de  i équation  aux  différences 
pattieUes  du  second  mrdre. 

Chacune  des  caractéristiques  devant  fournir  une  intégration, 
nous  aHons  d'abord  employa*  la  première,  dont  l'équation  est 

ou 

xdx  -^yéf  -h  zdz  =  o, 
ou  enfin,  en  intégrant, 

Jî'  -T- -f-  2'  = 

Si,  dans  la  proposée 

[*r  -h  ibjj     -i-  9)  =  (*  -h  p)  \*s  -t-  (s/J, 

on  substitue  pour  r  et  ^  leurs  valeurs  tirées  de  =^  h-  sdy^ 
dq  =  sdx  -t-  tdjr,  en  vertu  de  Téquation  de  la  caractéristique,  elle 
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devient 

iiiiUH  en  fuisuiit,  pour  abréger, 

si  l'on  substitue  pour  «  et  |3  leur»  valeurs  dans  la  demièra  équation, 
elle  devient 

dp[k*x  -I-  pv  ]  -\-dq[ky  H-  ^]  =  o, 

ou 

[jL'dp  -i-jrdq\  -+■  v  [pt^p      qdq\  —  o, 

OU  enfin 

—  k^dv  -»-  vkdk  —  o, 

tlont  l'intégrale  est  ^  =  j  eUiitt  la  cunstaiite  arbitraire.  La  carac- 
téristique sphérique  a  donc  les  équations  intégrales 

H- -h  = 

dans  ItMjutlles  les  quantités  y,  è,  qui  sont  gcnéralenKiit  vai  lablt-s. 
»onl  ntiaiiniuiiiÀ  toutes  deux  constantes  pour  toute  l' étendue  d'une 
même  caractéristique  individuelle:  donc  ces  deux  quantités  sont 
fonctions  arbitraires  Tune  de  l'autre;  donc  une  des  intégrales  pre- 
mières de  la  proposée  est 

s  —px  —  qy  —  \  i  ^p'  -t-  q'    (.t  -H  j-  ^ 

qui  ooinôde  avec  odie  que  nous  avons  trouvée  par  les  considéra- 
tions géoméinquea. 
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Pbur  trouver  l'autre  intégrale  i>reniière,  il  faut  employer  la  se- 
conde cafactérktique,  dont  Téquation  est 

ou 

Mix  H-  ^djr  H-  <fa  a=  o. 

Non»  avons  vu  que  les  quantités  aet  |3,  qui  sont  géru-ratement 
variables,  sont  toutes  deux  construites  pour  tous  les  points  de  cette 
courbe;  ces  deux  quantités  sont  donc  ibnetions  l'une  de  l'autre,  et 
l'on  aura,  pour  la  seconde  des  deux  intégrales  premières, 

ou 

 '—  =  <!'  — î— , 

qx  —  py  <l-^  'Py 

qui  coïncide  avec  une  de  celles  que  nous  avons  trouvées  directe- 
ment. 

Si  l'oM  iiilrodiiit  f',  —  ij'a  dans  les  équations  protluitcs  par  les 
abrt'viations,  elles  deviendront 

M  -t- H-  a  =  o, 
I  =o, 

rjui  auront  lieu  en  même  temps  pour  In  caractéristique  plane  et 
dans  lesfpielles  a  est  la  constante  qui  rlétermine  la  position  de  la 
courbe  individuelle  :  donc  le  résultat  de  l'élimination  de  a.  t  iitip 
ces  deux  équations  appartiendra  encore  à  la  suiTacc,  et  sera  la 
même  intégrale  que  la  précédente,  présentée  ^  un  mit'  autre  t'nriiie. 
Cette  intégrale  exprime  que  si  l'on  pose  la  preiuière  des  deux  étpia- 
tions  ax  -h  j*a  -(-  z  =  o,  c'est-à-dire  que  si  l'on  coupe  la  sur- 
face par  un  plan  tangent  à  la  surface  «fan  oône  ft  base  quelconque 
dont  le  sommet  est  à  l'origine,  on  doit  aoaai  avoir  la  seconde  équa« 
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tion  —  i  =  o;  c'est-à-<iirc  que  ce  plan  sera  partout 

lierpendkttikire  à  k  siir&ise.  D*o&  3  est  fiicile  de  oondure  que  k 
surfiice  e$t  aigendrée  par  une  courbe  pkne  qoelcoiiique  et  con- 
stante de  forme,  dont  k  pkn  roule  autour  d*un  oâne  à  base  quel- 
conque, dont  k  «onunet  est  à  l'origine. 

Intégration  de  l'intégrale  première 

z  —  px —  qy=  V  I  -i-p'  -¥-  (/'  H'  (.r-  ■+-  y  4-  r.'  ). 

On  sait  que  si  k  difTérentielle  de  la  proposée  prise  eu  i-egardant 
p  et  (j  comme  seules  variables  est  Pdp  -h  Qr/</  —  o,  l'équation  de  k 
caractéristique  est  Vdy  —  (h/.r  =  o.  Or,  en  iaisant,  pour  abr^;er, 
1        +  9  '  ^  A%  on  a,  dans  k  cas  présent, 

L'équation  de  k  caractéristique  est  donc 

(/ 1  H-  p^  \  dr  —  {ky  -h  //«f]  r&F  =s  o  ; 
ou,  chassant  Y  au  moyen  de  k  proposée, 

^  {y -h  qz)  dx -i-  ix  -\-  pz)dfr  ~h  {f/j: — px)  Hz  =^  Ot 

équation  qui  sera  celle  d'un  plan  si  les  quantiU's  ^^^^  et  ^j^^ 

sont  toutes  deux  constantes  pour  tous  ks  poûais  de  cette  courbe. 

Or  oek  a  lieu,  en  effet;  car,  après  avoir  représenté  c«s  deux 
quantités,  k  première  par  —  a,  k  seconde  par  ^,  ce  qui  donne 


<MP  H-  pjr  H-  a  «s  o, 
*/»  H-      -  <  =  <» 
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on  trouve,  par  la  différentiation,  que  les  différentidles  da^  fl{i.  sont 
toutes  deux  multiples  de  »tlp  -h  et  sont,  par  conséquent, 
toutes  deux  nulles,  quand  on  a  adp  +  pdq  =  o.  De  plus,  oette 
dernière  équation  a  lieu  pour  toutes  les  caractéristiques;  car,  si  Ton 
diffiérentie  la  proposée  en  regardant  successivement  «  et  ^  conune 
seules  variables,  on  a 

Pr  -f-  -f-  2*  (X  H-  qz)  4''  =  O, 
IV  H-  Q/  ^  a/-  (^>-  -H  qz)  4  '  =  o, 

qui,  par  i'éliminatioa  de  donnent 

«  (Pr -h  Q*) -h  |5  {P*  H- —  o, 

ou 

F  («tr  H- ) -i- Q      -h       =  o, 

équation  qui  appartient  à  toute  la  sur&œ.  Mais  l'équation  de  la  car 
ractéristique  «A 

Vdy  —  Çldx  =  o; 

donc,  éliminant  q  des  deux  dernières  équations,  on  aura,  pour 
toute  l'étendue  de  h  caractéristique, 

(«r  H-  ps)  dx  -h  {as  -^^t)dy  —  o, 

ou  enfin 

xdp  +  ^{idq  —  o. 

Les  quantités  «et  |B  sont  donc  toutes  deux  constantes  pour  une 
même  caractéristique.  L'équation  de  la  caractéristique 

adx  4-  pdy  •+•  dz  =  o 

est  celle  d'un  plan;  et  parce  qu'il  cause  des  abréviations,  cette  inté- 
grale ne  peut  être  que 

«â?  -h  i5y  H-  »  =  o. 
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il  s'emuit  que  Ui  canuitériatique  est  une  courbe  plane,  dont  le  plan 
passe  coosUminent  par  Torigme. 

Pour  avoir  l'expression  de  cette  courbe,  indépendamment  de  b 
iuriaoe  sur  laquelle  on  la  otMisidèret  il  frut,  au  moyen  de  son  équa- 
tion et  de  =pdx-i~  qdy^  éliminer  de  la  proposée  les  deux  quan- 
tités petq.h&  résultat  de  cette  âimination,  qui,  en  faisant,  pour 
abréger, 

est  réquation  unique  aux  différenoes  OTdinaires, 

exprime  donc  la  caractéristique  ocmsidérée  d'une  manière  abstraite. 
Ijk  propriété  qu'énonce  cette  équation  e$t  que  l'arc  de  la  courbe  est 
une  certaine  fonction  du  rayon  vecteur,  ou  que  la  distance  de  l'ori- 
gine au  plan  nonnal  est  aussi  fonction  du  même  rayon  veeteui-. 

La  caractéristique  étant  exf^nniée  par  une  seule  équation  aux  dif- 
férences ordinaires,  (jui  appartient  aussi  à  toutes  les  courbes  tou- 
chées par  les  ditTcrentcs  séries  rie  ranictéristiques,  il  s'ensuit  <jue  la 
surface  a  une  ;irètc  tie  rel)roussemeiit  qui  résulte  de  la  génération 
elle-même,  et  (]ui  a  lieu,  quelle  que  soit  la  génératrice. 

luléj^ioiis  d  abord  l'équation  aux.  dilicrences  ordinaires  consi- 
dérée comme  appartenant  aux  caractéristiques.  Pour  cela,  si,  des 
deux  équations 

et  de  leurs  différentielles 

eLcLc  -}-  p;</^  -f-  t£z  =  o,    xdx  ■+■  j  dj-  h-  zdz  =  uduy 

on  tire  les  valeurs  de  dx,  dy^  pour  les  substituer  dans  la  pro- 
posée, on    réduira  à  une  équation  aux  différences  ordinaires  entre 
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les  deux  seules  variables  «  et  z.  Dons  ces  équations,  «  et  jS  sont  d«s 
constantes  ariûtraires.  De  ces  quatre  équations,  les  <leux  dernières 
donnent  pour  <£i;  et     les  valeurs  suivantes  :  ' 

dx  —  «j)  =  ^udu  dz{j  —  jâs), 
dy  {px  —  ay)  =  audu  -^-dz{x  —  az), 

qui,  en  faisant,  pour  abréger,  i  +     +     =  A',  domient 

(dx'  -h  rfj»  H-  fh')  (^.i  —  arV 
=  h'  [udz  —  zduy  H-  du  '  [u  ^y)—h*z*\. 

Mais  des  deux  premières  on  tire 

{^jc  —  ajr)-  =  u- {et'  -h^)  —h'z*; 

donc  on  aura 

dz^ = du  ^  +  j^^^^,. 

Substituant  cette  valeur  de  dx'  h-  djr*  +  dz*  dans  l'équation  aux 
différences  ordinaires,  elle  deviendra 

du. "Vu'  A  (u —  zJu)  

Vif*  — ^  Vu'P  4^^')  —  AU** 

dans  laquelle  on  séparera  les  variables  en  faisant  ^  =  c:  ce  qui- 
donne 

du.'*  hdu  

qui  s'intègre  par  les  quadratures,  et  dont  l'intégrale  est . 


Vdu  h 

— .  -4-  arc  ces  — :  —  =  y. 
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ou,  mettant  pom    sa  valeur 


y  étant  k  oonstanle  arbitraîre  introduite  par  cette  întégniti<ni.  Mais 
on  a  aussi,  pour  la  caractéristique, 

«wr  -H      H-  »  =  O. 

Donc  cesdenx  équations,  (|ui  sont  complétées  par  les  trois  con- 
stantes arbitraires  >,  appartiennent  à  la  caraetéMque  con- 
sidérée d'une  manière  abstraite  ;  en  sorte  que,  si  l'on  regarde  «, 
|3,  y  conune  susceptibles,  duHnme  en  particulier,  de  toutes.les  va- 
leurs possibles,  ces  deux  équatimis  exprunent  toutes  les  caractéris- 
tiques planes  qui  se  trouvait  sur  toutes  les  surfaces  susceptibles  de 
la  génération  exprimée  par  l'équation  aux  différences  {)artie1Ies. 

Si  l'on  voulait  prendre  une  série  de  ces  courbes  telle,  que  le  lieu 
de  toute  la  série  fût  une  surface  courl)e ,  il  faudrait  établir  entre 
«,  ,3,  y  deux  relations,  rc  qui  se  réduirait  à  faire  ^  =  ips,  y  — 
les  deux  équations,  qui  deviendraient  alors 


'  arccos-^ — r .  =  Tra, 


appartiendraient  ^iculcnicnt  aux  carartoristiqnps  rjui  se  trouveraient 
sur  la  surface.  La  nature  de  cette  surface  dépendrait  de  \n  fonne 
des  fonctions  ®  et  et  chacune  des  courbes  serait  dt  tcrniinée  sur 
cette  surfaee  [>ar  la  valeur  particulière  de  la  constante  a ,  la  seule 
qui  subsisterait  alors;  par  conséquent,  en  éliminant  a,  entre  ces 
deux  équations,  on  aorût  cdle  de  la  sur&ce  qui  serait  le  lieu  de  la 
série. 

4o 


Uigiiizeû  by  Google 


-  3i4  - 

.  IVLii^,  pour  la  sui'face  que  nous  considéiroiui,  la  série  ue  doit  pas 
être  fomée  d'une  manure  entièrement  nintraire.  Dftna  chaque 
série,  deux  courbes  conaéculim  quelconques  doiveiit  se  couper, 
et  la  suite  de  ces  intersections  doit  donner  lieu  à  Tarète  de  rebrous^ 
sèment.  H  s*a^  donc  de  trouver  la  relation  qui  doit  oûsler  entre 
^A,  TTttf  pour  que  cette  conditi(m  scût  remplie. 
Or  le  point  de  la  oaractérislique  qui  appartient  aussi  à  Taréte  de 
rebrotisseiiient  est  celui  dont  les  eoordonnées  z  ne  changent 
pas  dans  les  deux  équations  précédentes  quand  a  varie.  Donc,  si 
Ton  diflVrentie  ces  deux  équations  en  regardant  «  comme  seule 
variable,  les  deux  nouvelles  équations 

A(«»-hf*)y/j|(«»-i-ï')-A' 

et 

.1-  H- J-ip'  =  o, 

qu'on  obtiendra,  appartiendront,  ainsi  que  les  deux  précédentes, 

au  point  de  l'arête  de  reliroiissement.  Donc,  si,  entre  ces  quatre 
érpjations,  on  élimine  les  trob  coordonnées  x,  z,  l'équation  ré- 
sultante en  a,  tpet,  TTŒ  détermine  la  forme  que  doit  avoir  la  fonc- 
tion T,  pour  (]ue  toutes  les  caractéristiques  d'une  même  série  st* 

coupent  consécutivement. 

De  ces  quatre  équations,  la  première  et  la  quatrième  donnent 

— Ctlp')  —  Z(p',  —  CKp')  —  —  2, 

et,  par  conséquent, 


Cette  valeur,  substituée  dans  ta  troisième,  opère  rélîmlnation  dont 
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le  résultat 


(«Vf*)  Vu- «• -H  9» 


doit  déterminer  la  forme  de  la  fonction  que  l'on  trouve  en  in- 
tégrant 

J  («*  -J-      V I  -h  «'  4^  9'  j 

liii  valeur  de  T,  sttbstituéedans  les  quatre  équations,  tietit  tien  d'une 
d'entre  elles;  elles  se  trouTcnt  par  là  réduites  aux  trois  saivanteB  : 

f — ==^s=  +  arc  cos  — Ts^^s  =  i  ^ — .    '         i  - 

«jr +/fH-  2  o, 

J?  H-  r^=  o, 

f  pli ,  pour  une  valeur  de  a,  détemùrient  celles  des  trois  coordonnées 
•t ,  ) ,  r  du  |)()!iit  (!«•  l'arète  de  rehroussenient.  Doue  les  deux  é(|ua- 
tions  qui  résultent  de  I  élinuiialion  de  a  entre  les  trois  équations 
précédentes,  sont  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  difl'érences 
ordinaires.  Ce  résultat  comprend,  comme  cas  particulier,  l'intégrale 
(|ui  n'éUiitoomplétée  que  par  les  trois  constantes  aii)itraires  «,  [^y  7. 
De  ces  trots  équations  intégrales,  les  deux  premières  sont  oelles  de 
la  caractéristique  regardée  comme  faisant  partie  d'une  série  dont  le 
lieu  est  une  des  surfaces  que  nous  considérons;  et  la  constante 
arbitraire  m,  par  sa  valeur,  détermine  dans  cette  série  la  courlie 
individuelle.  Donc  le  résultat  de  l'élimination  de  11  entre  ces  deux 
premières  équations  sera  l'équation  de  la  sur&ce,  et,  par  consé- 
quent, l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences  partielles. 

r.orsque  la  fonction  T  est  arbitraire,  ce  qui  a  lieu  si  l'on  <-oiisi- 
dère  la  proposée  comme  l'intégrale  de  Téquiition  aux  différences 

—  _ _  est  aussi  une 
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fonction  arbitraire  que  Ton  peut  représenter  par  un  signé  paiticU' 
lier  ir.  Donc  Tintégrale  finie  de  réqiiatioii  aux  différeaices  partiales 
du  second  ordre  est  le  résultat  de  l'éliniination  de  et  entre  les  deux 
équations: 

+r'H-«*)H-arccos-î==^==-7^===5=  / , .  r-^-i-i — ,i 

ax  -^jrf  -h  z  =  o. 

Intégration  de  l'autre  intégrale  première 

Si  l'on  représente  pui  a  Va  (|uantité  qui  est  sous  le  signe  île  la 
fonction  ^,  on  aura  les  deux  équations 

Ces  deux  équations  peuvent  étte  remplacées  parles  deux  suivantes: 

«JCH- J«  -h  »  =  o, 
*p  -h      —  I  =  o, 

dont  la  première  est  destinée  à  éfiminer  l'indétenninée  a  de  la  se- 
cwide,  et  dans  lesquelles  les  différences  partielles  sont  linéaires. 

Or  il  est  évident  que,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction 
la  valeur  de  a,  prise  dans  la  première  et  substituée  dans  la  seconde, 
n'y  introduira  que  les  quantités  donc,  si  Ton  dilférentie 

la  seconde  en  regardant  pttq  eonme  seules  variables,  on  aura 
P  =  a,  Q  =  <i>  ;  par  conséquent,  Téquation  de  la  caractéristique 
sera  ttdy  —  <bdx  s  o,  ou,  remettant  pour  ^  et4  leurs  valeurs, 

{j  -h  qz)  dy  -\~  {x-^  pz)  d.v  =  o, 


^Si7  - 

ou  eniin 

xda:  H-  ydjr  H-  wfe  =  O, 

dont  riiit(*gr,ile  est 

J7*  H- J*  -h  »•  — 

7  étant  la  constante  arbitraire. 

Ainsi  la  eai'actéristique  est  sur  la  surface  d'une  spiière  dont  le 
centre  est  à  l'origine,  et  dont  le  rayon  y  a  une  valeur  particulière 
pour  chaque  caractéristique  individuelle  ;  c'est-iwlire  «pie,  si  l'on 
conçoit  la  surface  coupée  par  une  série  de  surfaces  sphériques  dont 
les  oentm  soient  à  l'origine,  les  intenectioiu  seront  la  série  des  ca- 
ractéristi^ies.  Or  les  sar&ces  de  sphères  concentriques  ne  se  cou- 
pent en  aucun  point:  donc  deux  de  ces  caractéristiques  consécu* 
tives  ne  peuvent  se  coup^;  donc  leur  série  ne  peut  donner  lieu  à 
une  arête  de  rdbroussement;  donc  enfin  la  sur&ce,  en  vertu  de  sa 
génération,  n'aura  d'autre  arête  de  rehrousaement  que  celle  qui  est 
touclu'c  |)ar  toutes  les  caractéristic|ues  planes,  et  dont  nous  avons 
parlé  dans  l'article  précédent.  On  [>ourrait  encore  conclure  que  la 
caractéristique  sera  exprimée  aux  diffiTences  ordinaires  par  deux 
équations  distinctes,  et  celte  consécjiu'nce ,  ainsi  fjnc  les  pn-ot  - 
dentes,  n'-sultcrait  de  ce  que  les  différences  partielles  sont  linéaires 
cLans  la  proposée.  Mais,  [jour  éviter  de  troj)  {grandes  s^énéralités, 
nuus  nous  contenterons  ici  de  prouver  cette  dernière  projiosition 

à  poster jwi. 

Si,  dans  la  proposée  qui  résulte  de  l'élimination  de  »  entre  les 
deux  équations 

«JC  -H/*  -h  a  o, 

«/»  -h  9*  —  I  =  O, 

on  substitue  pour  </  sa  valeur  tirée  de  dz  =  pdx  H-  qdj^  la  seconde 
devient 

p  {itdy  —  ^c£r)  =dy  —  ^d!s. 
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et  appartient  encore  à  la  surface  entière;  mais,  ù  Y  an  considéra 
seulement  la  caractéristique  pour  laquelle  on  a  Atfy — 4>«£t's=.o,  le 
premier  membre  devient  nul.  IjC  seccmd  Test  donc  aussi  pour  dlle  » 
et  l'on  a 

(ijr  ^  «rfï, 

et,  par  conséquent  encorct 

tùc  ~  stdz. 

Éliminant  a  entre  ce»  deux  équations,  on  aura  aussi  pour  la  carac' 
téristique  l'équation  auK  différences  ordinaires 

qu^on  peut  réduire  aux  deux  seules  variable»  .t ,  f,  en  eIjas.siJilt  z 
et  dz  au  moyen  de  la  première  équation  de  cette  courbe.  Aiusi  la 
caractéristique  a  donc  les  deux  équations  aux  difleraices  ordinaires 
distinctes 

jwte  -h  ydy  +  zd9  ^  o, 

xdx-irydy  \     sêdx-^ydy  f 

la  rteniîcrc  dc-squelles  y  est  une  ronstante. 

Di-  ces  deux  équations,  l'une  est  déjà  iiit»'f^ri*e,  pt  son  inté^ale 
est  i  omplétée  par  la  constante  arl)itraire  7.  I.ors<^]ue  nous  .inrniis 
intég^'é  l'autre,  tlout  l'intéfp'ale  sera  eomplétée  par  une  autie  con- 
stante arl>itraire  <î,  si  l'on  regarde  les  deux  <*oust;iiitps  y .  h  coniine 
suseeptibles  de  toutes  les  valeurs  possibles,  les  deux  écpiutions  inu-- 
Iprales  appartiendrcwt  à  la  caractéristique  sphérique  considérée 
d'une  manière  abrite,  c'est-ènlire  à  toutes  les  caractéristiques 
individuelles  qui  se  trouvent  sur  toutes  les  surfaces  soumises  à  la 
génération  dont  il  s'agît;  le  lieu  de  toutes  ces  caractéristiques  sphé- 
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riques  sera  l'espace  entier.  Mais  si  l'on  veut  former  une  ^icrie  <tv  ces 
courbes  dont  le  lieu  soifc  sur  une  surface  courbe,  il  font  établir  entre 
yét^vme  relation;  ce  qui  se  réduità  &ire  ^=Vy:  alors  les  deux 
intégrales  ne  rmfemieront  plus  que  la  seule  constante  arbitraire  y  y 
dont  la  valeur  déterminera  sur  la  surface  la  caractéristique  indivi- 
duelle; et,  par  conséquent,  l'élimination  de  y  entre  ces  deux  inté- 
grales produira  en  j?,  s  l'équation  de  la  surface  qui  sera  le  lieu 
de  la  série.  Cette  surface  sera  la  plus  générale  qu'il  sera  possible, 
et  son  équatimi  sera  l'inté^nile  complète  de  l'équation  aux  diffé- 
renées  partielles,  si  la  fonction  V  est  arbitraire.  Tout  se  réduit 
donc  actueUement  à  intégrer  la  seconde  équation  aux  difPérenres 
ordinaires 

rfyVy'  — x'— ^'  _  ^  /  fif  V  /      x'  —  y' Y 
xdx-i-ydy  \    xdx-^j^dy  }' 

Pour  cela,  soit  représentée  par*  la  quantité  qui  est  sous  le  »gne  de 
k  fonction,  on  aura 


dy^y'  —  x^  —jr'  =  (xdx  -h  ydy)  ««, 

desquelles  on  tire  les  deux  suivantes,  qui  en  tiendront  lieu, 

t,x  —      =  \/>'— r'* 

Si  «  était  constante,  l'intégrale  de  la  première  serait 

€»x  —  x9=i  constante  ; 

mais,  ù)  étant  v;ii'ial)le,  lu  constante  doit  être  une  fonction  (lew.  <jue 
ikium  r('[tr(  s»  ntiM<)ii.s  paryiw,  et  qui  doit  d  iihord  «'tre  telle,  (|iie  la 
différentielle  de  l'intégrale,  prise  en  ne  taisant  varier  que  w,  ait 
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lieu.  A  la  pbtce  des  deux  équations  précédente»}  on  aura  donc  les 
trois  suivantes  : 

(a)  —  ir4»=/«, 

(<?)  «a?  —  j^*  =       — r*. 

qui,  par  rélimination  des  doux  variables  .1,  r,  donneront  en  a,  'I' 
t*t y*une  équation  (lillrifnces  ordinaires  qui  servira  à  déter- 
miner la  forme  dt-  lii  fuiK  tioii  /! 

Or,  en  taisant,  i>our  abréger,  ~,sjL=i^  =  v,  le  résultat  de  cetU? 

élimination  est 

rfy    («I>  — W^'l^/'O 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  s^iarées,  et  dont  l'intégrale 
complétée  par  la  conslante  arbitraire  J'est 

P  =  y  sm    +  j  ^,.^^)y,^,,^»,J' 

lUinettant  pour  <■  sa  valeur,  et  laisiiit,  conune  nous  l'avons  dit, 
éi  =  T'y,  on  aura,  pour  la  valeur  de J, 

/=  7  v/«*  +  *'  sm     >     j  ^^^^^^^iy^==p  J- 

Cette  valeur,  substituée  dans  les  trois  équations  (a),  (6),  (e),  tiendra 
lieu  de  l'une  d'elles,  de  la  troisième  par  exemple;  et  parce  que  la 
seconde  est  la  différentieUe  de  la  première,  prise  en  regardant  at 
comme  seule  variaUe,  il  s'ensuit  que,  «  Ton  représente  par  M  la 
quantité  suivante: 

r-i  :  .  r  r    fi  h  — '^y^' 1 
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dam  laquelle  on  a 

=  -^x* 

l'intégrale  complète  de  l'intej^rale  aux  différences  partielles  sera  le 
rânhat  de  râimînation  de  «  entre  les  deux  équatioi» 

M  =  o, 

La  zone  de  la  surface  comprise  entre  deux  caractéristiques  planes 
consécutiTes  peut  ètie  regardée  comme  le  fuseau  Liifiniment  étroit 
d*une  surfaoede  révolation  autour  de  rintersection  des  deux  plans, 
oonsidérée  oomme  axe  ;  Taire  de  cette  xone  est  doue  égale  à  l'arc 
de  la  génératrioe  multiplié  par  l'espace  que  parcourt  le  centre  de 
gravité  de  Tare  pendant  la  génération  de  la  zone.  Donc  l'aire  finie, 
parcourue  par  un  arc  quelconque  de  la  génératrice ,  est  égale  au 
produit  die  cet  are  multiplié  par  Tare  que  parcourt  le  centpe  de  gra- 
vité de  Tare  générateur.  Il  est  facile  de  voir  aussi  que  la  cubature 
de  l'espace  parcouru  par  un  segment  ou  un  secteur  de  la  génératrice 
est  égale  au  produit  de  l'aire  de  ce  segmeitt  ou  de  oe  tecteur,  mul- 
tiplié par  l'arc  que  parcourt  le  centre  de  gravité  du  segment  ou  du 
secteur.  Cette  surface,  quoique  son  équation  contienne  deux  fonc- 
tions arl)ifr;iir<'s.  n'est  encore  qii  un  ras  piuticiilier  de  celle  qui 
jouit  de  la  inéiiie  propriété,  et  dont  nous  uou&  occuperons  dans  un 
autre  paragi^pbe. 


4> 
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§  XXV. 

DE  LA  SURFACE  COURBE  DONT  TOUTFS  T.ES  NORMALES  SOTT  TANGRWTES 
A  UNE  MÊME  SURFACE  DÉVELOPPABLE  QUELCONQUE. 


I>RÉLI3I1NAIRK.<>. 
I. 

On  sait  que  toute»  le»  nommles  tl'une  surface  coui-he  sont  en 
même  temps  tangentes  à  deux  autres  surfaces,  dont  la  première 
est  le  lieu  d^  centres  d'une  des  courbures  de  la  surface  primitive, 
et  dont  la  seconde  est  le  lieu  des  centres  de  Taiitre  courbure.  En 
gâiéral,  les  deux  surfaces  des  centres  de  courbure  sont  les  nappes 
distinctes  d'une  même  surface  courbe;  elles  sont  exprimées  par  une 
même  équation  d'un  àegté  pair,  et  dont  les  radicaux  ont  des  signes 
différents  pour  l'une  et  pour  l'autre.  Cependant,  pour  certains  cas 
particuliers  dont  le  nombre  est  encore  infiniment  grand,  les  équa» 
tîons  des  deux  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure  sont 
séparées;  elles  ne  sont  pas  de  nature  à  s'échanger  Tune  en  l'autre 
dans  aucune  hypothèse,  et  Vime  de  ces  surfiioes  peut  ^tre  entière- 
ment construite  sans  qu'on  ait  déterm'mé  un  seul  point  de  l'autre  : 
mais,  même  alors,  il  existe  «  titre  ces  deux  surfooes  une  relation 
dont  nous  allons  nous  occuper. 

Par  exem|)lc.  [iniir  une  surf'are  queltonque  de  révolution,  le 
lieu  des  centres  de  la  courbuie,  dans  le  sens  des  parallèles,  &<•  ré- 
duit à  line  ligne  droite  qui  est  l'axe  de  révolution.  J ,es  équations 
de  cette  droite  sont  absolues,  et  a  ont  aucun  rapport  avec  l'cqua- 
tîon-du  lieu  des  centres  de  la  courbure  dans  le  sens  des  méridiens  : 
mais,  par  cela  seul  que  cette  première  nappe  est  une  ligne  droite, 
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k  seconde  est  assujettie  à  certames  oondhions  ;  elle  est  «lle-inème 
une  autre  surface  de  révolution  autour  du  mène  axe*  et  l'on  voit 
aisément  que  le  méridien  de  cette  nouvelle  surftoe  de  révolution 
est  la  développée  du  méridien  de  la  première. 

Ainsi  deux  surfaoes  ne  peuvent  pas  éti-e  prises  arbitrairement 
pour  être  les  deux  nappes  du  lieu  des  centres  de  courbure  d'une 
troisiènie  suiftce.  De  ces  deux  nappes  une  seule  peut  être  prise 
arbitrairement;  et  celle^â  étant  donnée,  l'autre  s'ensuit  néœssai- 
rement  :  ce  qui  donne  lieu  au  problème  suivant,  que  nous  allons 
d'abord  résoudre. 

IL 

(ffie  surface  courbe  qudcoi^ue  donnée  étant  regarrlée  comme  le 
lieu  (les  centres  d'une  des  courbures  d'une  autre  sur/àcef  trouvw 
l'équation  du  lieu  des  centres  de  i' autre  courbure^ 

La  normale  devant  toucher  les  deux  siit  l.u  t  s  des  «  entres  tie 
courbure,  soient  x',  y',  z  les  coordonnées  <le  son  poiiit  tIe  eon- 
fesct  avec  la  première,  et  x'\  y",  z"  celles  de  son  point  de  contact 
avec  la  -seconde.  De  plus,  soitmt 

dz'  =  p'dx  -(-  q'dy' 
l'équalâon  difirérentieRe  de  b  première  surface  des  centres,  et 

dz''^p''d£'  ^q''dy'' 

celle  de  la  seconde  surface;  il  est  clair  que  p\<i'  seront  des  t'one> 
tions de  y  et  j',  et  que  p" -^q"  seront  des  fimeticms  de  x"^ y". 

Gela  posé,  si  par  le  point  de  contact  de  la  nmmale  avec  b  pre- 
mière surface  des  centres,  et  dont  les  coordonnées  sont  x\  y\  z\ 
on  mène  un  plan  tangent  à  cette  surface,  l'équation  de  ce  pbn  en 

4i. 


Mais  œ  plan  contient  k  nonnale,  et  passe  par  conséquent  par  le 
point  de  ccMitact  de  cette  droite  avec  l'autre  surface  des  centres, 
point  dont  les  coordonnées  sont  x",  }-",  z"  ;  donc  l'équation  de 
ce  plan  aura  lieu  entre  les  trois  coordonnées  du  second  point  de 
contact»  et  Ton  aura 

z'-z'=:/(.r''-.r')-+-y'(j*-/). 

l)e  même,  si,  par  le  point  de  contact  de  la  normale  avec  la  seconde 
surface  des  centres,  et  dont  les  coordonnées  sont  x",  y",  z",  on 
mène  un  plan  tangent  à  cette  surface,  l'équation  de  ce  plan  en 
JL-,  j  y  Z  sera 

et,  parce  que  ce  second  plan  contient  oioore  la  normale,  et  passe, 
par  conséquent,  par  le  point  de  oonlact  de  la  normale  avec  la  pre- 
mière surface  des  centres,  point  dont  les  coordcmnées  sont  x', 
y\  z'i  U  s'ensuit  que  l'équation  du  plan  doit  avoir  lieu  entre  ces 
trois  dernières  coordonnées:  donc  on  aura 

z—z=p{x—x)-tq{jr-f  ). 

De  plus,  par  la  propriété  des  courbures  ^es  sivfiices  couibes,  les 
deux  plans  tangents  que  nous  venons  de  considéra*,  et  qui  passent 
par  la  même  normale,  sont  rectangulaires  entre  eux  ;  donc  les  ooe& 
fidents  de  leurs  équations  auront  entre  eux  la  relation  suivante  : 

p'p"^qq"  \-  1  =o. 

On  aura  donc,  entre  les  com^nnées  des  deux  sur&ces  des  cen- 
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trfô  de  courbure,  U*»  ti  ois  équations  que  nous  réunissons  ici  : 

*' = j.' -   H- î' -y  ), 

z'  -  z'  =/i'(ar' -  x')  -h  ny 
p'p"     q'q"      I  =  o. 

ActueNement,  si  l'une  des  surfaces  des  centres  est  donnée,  celle, 
par  exemple,  dont  les  coordonnées  sont  af^  y' ^  z\  on  aura  entre 
ces  trois  coordonnées  une  équation  que  nous  pourrons  repré- 
senter par 

F  a')  =  o, 

et  de  laquelle  on  tirera,  par  la  dilïtreatiatiou,  le^  vak  iits  tle p  et 
q  en  x\  y  \  z  .  Ces  valeurs  étaut  substituées,  si  des  quatre  équa- 
tions on  élimine  les  trois  quantité  yjr'  ,z' yOU  aura,  en  , 
p",  q^t  une  équation  aux  diCfiérences  partielles  du  premier  ordre, 
qui  sera  celle  de  la  seconde  surlace  des  centres  demandée. 
Appliquons  ce  résultat  à  un  cas  particulier  simple  et  coium. 


Supposons  que  la  première  sud'ace  des  centres  dv.  <  um  luav  se 
réduise  à  une  ligne  droite  qui  se  confonde  avec  Taxe  des  z,  ce  qui 
est,  comme  cm  nit,  le  cas  d'une  surface  qoetconque  ét  révolution 
autour  de  cet  axe,  et  qu'  il  fiôlle  trouver  Téquation  de  l'autre  surftoe 
des  centres;  on  aura,  pour  la  première  surface,  les  deux  équations 

x'  =  o,  y'  =  o, 

ce  qui  donne 

p'ssco  t  ?'  =  «  . 


Sul)stituaat  dans  les  trois  équations  ci-dessus,  elles  se  réduiront 
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aux  deux  stiivantes  : 

entre  lesquelles  éliminant  p\  q\  seules  quantités  qui  eontiennent 
encore  x\  y\  on  aura 

nu  I'    n  _ 

P  Y    —  V  '    =  O, 

équation  aux  diffà^ioes  partielles  du  premier  ordre  qui  appartient 

à  une  surface  queloontjue  He  révolution  autour  de  l'axe  des  r  .  et 
qui  d'ailleui-s  ne  statue  rien  sur  la  nature  du  méridien  de  cette  sur- 
face, qui  est  par  conséquent  arbitraire. 

Donc,  lorsqu  une  des  surfaces  des  centres  se  réduit  à  une  droite,  • 
l'autre  surface  des  centres  est  de  révolution  autour  de  cette  droite 
«•onsidérce  comme  axe. 

IV. 

Passons  maintenaul  a  un  autre  cas  particulier  relatil  à  I  objet  du 
paraj^raphe  suivant,  et  supposons  que  la  première  surface  des  «  en- 
tres soit  une  surface  développable  quelconque;  l' équation  de  cette 
surface  sera,  comme  on  sait,  le  résultat  de  l'étiinination  de  Vindé- 
terminée  a  entre  les  deux  équations  suivantes  : 

z'  ï=  jr'*«  H-  y  \Fa  H-  et,    O  =  .rVflf  -h    V  «  h-  i , 

dont  la  seconde  est  la  différentielle  de  la  première»  prise  en  regar- 
dant «e  oomme  seule  variatilet  et  dans  lesquelles  les  fonctions  ^  et  *F 
sont  arbitraires. 

Rn  différentiant»  on  aura 

p'  =  q'  =  y«; 

et  substituant  pour  z,  p\q'  leurs  valeurs  dans  les  équations  ci- 
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deania,  on  trouvera 

z"  =  a;"*a  -h  j"  *a  -h  «,    o  =  /?"4»a  -i-  ^'  »ra  -t-  i . 

En  sorte  que  l'équation  de  la  seconde  surface  des  centres  est  le 
résultat  de  l'éliniiiiation  de  a  entre  les  deux  équations  précédentes, 
élimination  qui  ne  peut  s'effectuer  que  lorsque  les  fonctions  <1>  et 
sont  déterminées.  Cette  équation  se  présente  sous  la  forme  d'une 
différentielle  partielle  du  premier  ordre,  et  l'est  ,  en  effet,  (piand  les 
formes  des  deux  fonctions  sont  déterminées  ;  mais  si  ces  fonctions 
sont  regardées  comme  arbitraires,  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  première 
sut  fitee  des  centres  est  considérée  comme  une  surface  développable 
(jueli-onque,  l'tHjuation  de  la  seconde  surface  des  eentres,  poin  ne 
plus  rien  contenii'  d'arbitraire,  et  cire  délivrée  de  toutes  les  fonc- 
tions, doit  être  portée  aux  différences  partieOes  du  troisième  ordre. 
Nous  aurons  bientôt  occanon  de  Yoir  que  cette  snrfiioe  n'est  autre 
diose  que  celle  qui  Ta  fiiire  Tobjet  de  ce  paragraphe. 

Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  aOons  nous  occuper  de  la 
surface  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes  à  une  même  aurfiioe 
développaUc  qudconque. 

V. 

Générations  de  la  surface. 

Première  génération.  —  Une  surface  courbe  étant  telle,  que 
totites  ses  normales  soient  tangentes  à  une  même  surface  déveloj>- 
l»ahle,  eoncevons  un  premier  plan  quelconque  tangent  à  la  surface 
(it'vi  il'l'  .  et  qui  la  touchera,  par  conséquent,  en  une  droite;  ce 
plan  eoupera  lu  snrfaee  proposée  dans  une  courbe,  pour  chaque 
point  de  laquelle  lu  nonnale  à  la  surface  sera  dans  le  plan  ;  il  sera 
donc  lui-même  normal  à  la  surface  dans  chacun  des  points  de  son 
interaeditm  avec  elle,  de  la  même  manière  que  le  ^hn  d'un  méri- 
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a 

dien  «pielconque  d'une  sur&oe  de  révolution  est  nonnal  à  cette 
surfiice  dm»  chacun  des  pointi  de  la  courbe  du  méridien.  Conce- 
vons ensuite  un  second  plan  tang^  à  la  surface  développable,  in- 
finiromt  voisin  du  premier,  et  (jui  coup<>ra  le  premier  dans  la  droite 
de  son  contact  avec  la  surface  développable;  ce  second  plan  tan- 
gent coupera  la  surface  proposée  dans  une  nouvelle  courbe,  et  sera 
lui-mênic  normal  ù  la  surface  dans  tous  les  points  de  cette  intersec- 
tion. L't'lcment  de  la  surface  propos«*e  compris  entre  ces  deux 
interse<  tiotis  eonsécutivcs,  «  t  <|iii  sera  partout  perpendiculaire  en 
même  temps  aux  plans  qui  It's  pi  oduiscnt,  [)Ourra  donc  cli  c  rc^^ardé 
comme  le  f  useau  indéfini  d  une  suriaec  ilc  i  cvululiou  compris  entre 
ces  deux  pbns  considérés  comme  méridiens  consécutifs,  et  dont 
l'axe  de  rotation  sera  la  droite  d'intersection  de  ces  deux,  plans. 
Cet  élément  pourra  donc  être  r^ardé  comme  engendré  par  le 
oonunencement  de  rotation  de  Fintersection  de  la  surface  par  le 
premier  plan  autour  de  la  droite  de  son  intersecUon  avec  le  se- 
cond; et,  par  conséquent,  la  courbe  génératrice  viendra  s'appli- 
qua sur  l'intersection  de  la  surface  du  second  plan,  et  se  confondre 
avec  elle. 

w 

Concevons  encore  un  troisième  plan  tangent  à  la  surface  déve- 
loppable, et  infiniment  voisin  du  second  ;  il  coupera  le  second  plan 
dans  une  autre  droite  infiniment  voisine  de  la  première,  et  qui, 
comme  elle,  sera  sur  la  surface  dévelo|t|)able.  Ce  troisième  plan 
sera  aussi  noi  nial  à  la  surface  dans  tous  les  points  de  son  intersec- 
tion avec  elle;  relt'inent  de  la  surface  compris  entre  celle  troisième 
intersection  et  la  seconde  pourra  aussi  être  1 1  g  mie  connue  engen- 
dré par  le  commencement  de  la  rotation  de  la  seconde  autour  de  la 
seocmde  droite;  et,  dans  ce  mouvemrat,  la  seconde  intorpedion 
vioÈt  s'appliquer  sur  la  troisième  et  se  confondre  avec  elle. 

En  continuant  de  considérer  ainsi  la  suite  des  plans  consécutive- 
ment  tangoits  à  la  sui&ce  développable,  et  qm  touchent  cette  sur- 
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fart' fl;tns  los  droites  consécutives  dont  <'llc  est  If  lieu  f^i'ncnil.  on 
\oit  (jiif  cliactin  de  ces  plans  produit  tiiu-  st  t  lioii  sur  l.t  sui  face  pro- 
posée, et  que  ces  beelioiLs  iont  telles,  que  si  la  prennérc  se  meut 
d'abord  en  tournant  autour  de  la  droite  de  son  plan  avec  la  surface 
développable ,  et  qu'elle  continue  à  se  mouvoir  en  tournant  tou- 
jours autour  de  la  droite  variable  du  contact  de  son  plan  actuel» 
elle  viendra  suooesHvement  s'apitllquer  sur  toutes  les  autres,  et  se 
confondre  entièrenient  avec  chacune  d'elles. 

Il  suit  de  là  que  la  surface  proposé  peut  être  re^rdée  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  plane  arbitraire,  con- 
stante de  forme  et  de  grandeur,  et  d<nit  le  plan  roule  sans  glisser, 
sur  une  surface  dévelopjjable  quelconque. 

VI. 

QueDe  que  soit  la  nature  de  la  surfiice  dévek)ppable  sur  laquelle 
roule  le  plan  de  la  génératrice,  et  quelle  que  soit  la  nature  de  la 

génératrice  elle-même  consifl«'rt't'  dans  son  plan,  la  sur&ce  engen- 
drée a  plusieurs  propriétés  générales  indépendantes  de  ces  particu- 
larités. L'énoncé  de  chacune  de  ces  propriétés  générales  peut  être 
regardé  coruTue  une  définition  complète  et  suttisantc  de  la  surface; 
et  tontes  <  es  |)ropriétés  sont  exprimées  dans  une  seule  équation, 
ou  peuvent  en  rtrc  dfdnitcs  p;u-  les  règles  de  l'analyse.  Nous  allons 
d'abord  nous  o(  (  n[)tT  île  celles  de  ces  propriétés  générales  qui  se 
déduisent  le  plus  tacilenient  de  la  génération  que  nous  venons  de 
trouver. 

VII. 

Par  cliactin  des  points  d'une  surface  courbe  quelconque  passent 
tnnjom-s  deux  lii^nes  de  courbure  qui  se  coupent  à  angles  droits  sur 
la  smiuct';  et  chacune  de  ces  dcu\  lit;iics  est  Icllc.  ijue  ai  |>ar  tous 
les  points  ou  mène  des  noi  inales  à  la  surface,  ces  normales  se  rcn- 
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contrent  consécatîvanent  deux  à  deux,  c'est-à-dire  sont  toulies  tan- 
gentes à  une  même  courbe,  qui»  «n  général,  eal  à  douUe  courbure, 
et  réciproquement.  Or,  si,  oonsidénint  la  gàiératrice  de  la  pro- 
posée dans  une  position  qudconque,  on  mène  par  tous  ses  points 
des  normales  à  la  sur&ce,  ces  droites,  qui  seront  mm  normales  à 
la  génératrice,  seront  toutes  dans  \v  phn  géTiérateur;  elles  se  ren- 
contreront donc  consécutivement  deux  à  deux,  et  elles  seront 
toutes  tangentes  à  une  même  courbe,  qui,  dans  ce  cas,  sera  la 
développée  plane  de  la  génératrice. 

Il  suit  de  là,  i"  que  la  fîi'nératricr,  dans  toutes  ses  positions,  est 
la  ligne  «l'une  des  (  ourl)ures  tie  la  surlace  eiigenflrée;  9"  que  cette 
ligne  (le  courbure  est  toujours  plane.  Mais  un  |)!;in  ne  peut  être 
susceptible  U'uue  seule  série  de  positions,  et  être  mobile  d'une 
manière  plus  générale  qui  de  rouler  sur  une  surHiee  (lévelo|i|)able 
quelconque  :  donc  il  h  y  u  point  d'autre  surtaee  qui  joui-sse  de  la 
même  propriété  ;  donc  la  surface  engendrée  est  définie  d'une  ma- 
nière complète  lorsque  l'on  éniHioe  qu'une  tfe  ses  lignes  de  cour- 
bure est  constamment  plane. 

La  courbe  parcourue  par  chacun  des  points  de  la  génératrice 
est  perpétuellement  normale  au  plan  générateur;  elle  est  donc 
aussi  perpétuellement  normale  à  la  génératrice,  et,  par  conséquent, 
aux  lignes  d'une  des  courhnres  :  donc  elle  ert  une  des  lignes  de 
l'autre  courbure. 

VIII. 

Il  est  bien  évident  (|ue  la  surface  développabic  touchée  pai- 
toutes  les  normales.  <»n  .sur  laquelle  roule  le  plan  générateur,  est 
la  surfaee  des  ceuties  d  une  des  courbui'es:  mais  nous  venons  <le 
\oir  {jii  ea  eonsiilérant  le  plan  générateur  dans  une  position  (juel- 
'  conque,  toutes  les  normales  à  la  surface  qu'il  contient  sont  tan- 
gentes à  la  développée  plane  de  la  génératrice  :  cette  développée 


Digitized  by  Google 


-  33i  - 

est  donc  sur  k  surface  des  centres  de  Tautre  courbure,  surface  qui 
est  le  lieu  de  tontes  les  développées  qui  conviennent  aux  positions 
diflërentes  et  successives  du  plan  générateur.  Or,  la  génératrice  est 
constante  de  forme  et  de  position  dans  son  plan  mobile;  sa  déve- 
loppée est,  par  conséquent,  aussi  constante  de  forme  et  de  position 
dans  le  inênie  plan  :  donc,  en  même  temps  que  la  génératrice  en- 
gendre la  surface  proposée,  sa  développée  constante  engendre  la 
surface  des  centres  de  la  seconde  courbure. 

La  surface  proposée  est  (ionc  tléfinie  d'une  manière  complète 
lorsque  l'on  dit  que  la  surface  s  rentres  de  l'une  de  ses  courbures 
est  engendrée  par  le  mouvement  d'ime  courbe  plane  constante  de 
forme,  dont  le  plan,  sans  glisser,  roule  sur  une  surlace  déAelop- 
pable  quelconque,  ou  loi-sque  l'on  dit  (pie  la  surface  des  centres 
d'une  <le  ses  courhurt  ^  a  toutes  ses  normales  tangentes  à  la  même 
surlace  tléveloppable. 

IX. 

La  surface  proposw  peut  Av(rir  des  lignes  singulières  ou  des 

points  singuliers  qui  dépendent  et  de  la  surfiice  développabie  sur 
laquelle  roule  le  plan  générateur,  et  de  la  nature  mèmt;  de  la  géné- 
trice;  mais,  indépendamment  de  ces  particularités,  elle  a  une  arête 
de  rebroussement  nécessaire,  qui  est  une  suite  de  sa  génération,  lin 
elfet,  concevons  que  le  plan  générateur  roule  sur  la  surface  jus(|u'à 
»-e  que  la  génératrice  se  soit  entièrement  appliquée  sur  elle,  et  (jue 
les  points  tians  les*]uels  se  fait  cette  application  laissent  leurs  trarps 
sur  la  surface  développabie;  on  aura  sur  ectte  sui  laee  une  eourlie  a 
double  courbure,  qui  sera  en  même  temps  sur  la  surface  engen- 
drée. Gela  posé ,  considérons  un  point  quelconque  de  la  généra- 
trice; ce  point  décrit  une  courbe  qui  d'abord  s'approche  de  plus 
en  plus  de  la  surface  développabie,  à  laquelle  elle  devient  perpen- 
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dicutaire  an  moment  oik  le  point  décrivant  s*np[>lique  sur  cette  sur^ 
face.  Le  point  décrivant,  ne  pouvant  pas  pénétrer  au  delà  de  la 
sur&oedéveloppable,  se  réflédiit;  la  nouvelle  branche  de  la  courbe 
qu'il  parcourt  commence  par  «tre  encore  normale  à  la  surfiice  dé- 
veloppable,  dont  elle  s'éloigne  ensuite  de  plus  en  plus.  La  ligne  de 
seconde  courliure  qu'il  parcourt  a  donc  un  point  de  l'ebrouss^ent 
placé  sur  la  surface  dcvcloppabie  en  un  des  points  de  la  trace  de  la 
génératrice.  La  même  chose  ayant  lieu  pour  toutes  les  autres  lignes 
rie  seconde  courbure,  il  s'ensuit  que  la  surface  engendrée  a  une 
arête  de  rebroussemcnt  ;  qtir  cette  nrétc  est  la  tnico  inèuïe  de  la  i;e- 
uératrice  sur  la  surface  dévclopiiiihlc  ;  (|u'elie  est  perpétuellement 
touchée  par  la  génératrice,  et  ([ii\  llc  c^l.  jwr  conséquent,  le  Heu  de 
l'intégrale  particulière  de  toutes  les  lignes  de  courbure  planes. 

X. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  générateur  continue  de  rouler  sur  la 
siu'faee  déve1op|Kd)le  jus(pi'à  ce  que  la  développée  de  la  généra- 
trice s'y  soit  aussi  entièrement  appliquée,  et  que  cette  développée 
y  ait  aussi  laissé  sa  trace,  on  aura  sur  la  surface  développai )le  une 
nouvelle  emirl)e  à  double  courbure ,  qui  sera  évidemment  une 
arête  de  rebi  oussenient  pour  la  surlaee  des  centres  de  la  scetiiHU' 
courbuif.  Cette  arête  se  trouvanî  efi  rnènie  temps  sur  les  deux  sur- 
faces des  centres,  chacun  de  ses  points  sera  un  centre  comnnni  juin 
deux  courbures.  Donc,  si  l'on  conçoit  toutes  les  tangentes  p<»s- 
sibles  à  cette  arête,  eliacune  de  ces  droites  sera  noi'male  à  la  surfiu-e 
engendrée,  et  la  coupera  en  un  point  pour  lequel  les  deux  «•niir- 
bures  de  la  surface  seront  ^les  entre  elles  et  dans  le  même  sens. 
Donc  la  courbe  qui  passera  par  tous  ces  points  sera  sur  la  surface 
une  ligne  singulière;  ce  sera  celle  de  ses  courbes  sphériques. 
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XI. 


Léi  surface  engeiK^vf  jouit  p:t'nt'rnl<*nu'nt  de  la  propriété  expri- 
mée pnr  la  rt-gle  de  (juldin;  car,  si  l'on  siipjiosc  fju  un  air.  fini  et 
constant  de  la  {^ént'mtrip»»  soit  entraîné  pai'  le  plan  génératour  et 
parcoure  une  zone  Unie  sur  la  surface,  cette  zone  finie  [)r)nri'a  ette 
considérée  comme  divisée,  par  Jc5  positions  consécutives  de  la  j^c- 
iiératâice,  en  fuseaux  infiniment  étroits  de  surface  de  révolution: 
l*aire  de  chacun  de  ces  fuaeaux  sera  égale  à  l'arc  muttiplié  par  le 
chemin  que  parcourt  le  centre  de  (^vité  de  cet  arc;  donc  Taire 
de  la  zone  entière  sera  égale  à  cet  arc,  fiicteur  commun,  muttiplié 
par  la  somme  des  espaoes  parcourus  par  le  centre  de  graviti;. 

On  reconnaît  de  même  que  si  l'on  circonscrit  sur  le  plan  géné- 
rateur un  espace  pir  une  courbe  qudo<HM]ne  continue  ou  discon- 
tinue, mais  rentrante  en  elle-même,  la  solidité  du  volume  parcouru 
per  cet  espace  est  ^ile  au  produit  de  Taire  de  l'espace  multiplié 
par  lare  que  parcourt  le  centre  de  gravité  de  Taire. 

XII. 

Si  la  {génératrice  est  une  droite  fixe  dans  le  phm  et  mobile  avec 
lui,  la  surface  engendrée  sera  une  nouvelle  stii  lin c  développable. 
dont  Tarête  de  rebroussement ,  pei  peîueliement  touchée  par  la 
dnjite  génératrice,  est  entièrement  sur  la  première  surface  déve- 
loppable. Cette  nouvelle  surface  développable  est  perpétuellement 
normale  au  plan  générateur,  tandis  que  la  première  est  perpétuei- 
lement  touchée  par  lui.  Enfin,  ces  deux  surfaces  développable» 
ont  entre  elles  cette  rdation,  que  la  première  est  la  développée 
de  la  seconde  :  ainsi  les  sur&ces  dévdoppables  ne  sont  qu'un  cas 
infiniment  particulier  de  la  surfiice  que  nous  considérons. 
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XIII. 

Seconde  génération.  —  Une  surface  quelconque  He  révolution, 
coiistaiitr  <l<'  l'orme  et  de  grandeur,  étant  supposée  lixc  sur  son 
a\f,  mais  inol)ile  avec  lui,  concevons  que  l'axe  tourne  autour  d  un 
de  ses  propi'cs  points,  et  entrainc  la  surface  de  ri'-volntinji  dans  une 
seconde  position,  a  une  distance  quelconque  de  la  première;  on 
aura  alors  deux  surfaces  de  révolution  semblables  et  égales  entre 
elles,  et  placées  à  égales  distances  du  point  d'intersection  de  leurs 
axes.  Ces  deux  surfiices  se  couperont  dans  une  courbe  plane,  dont 
le  plan  paiera  par  le  point  commun  aux  deux  axes,  sera  perpe»' 
diculaire  au  plan  des  deux  axes,  et  partagera  en  deux  parties  égales 
Tat^le  que  les  deux  axes  forment  entre  eux. 

Gela  posé,  concevons  que  l'axe  de  la  surface  de  révolution  rouie 
sur  une  courbe  à  double  courbure  quelconque,  c'est-4-dire  se 
meuve  de  manièi'e  à  être  perpétuellement  tangent  à  cette  courbe, 
sans  glisser  sur  elle,  et  qu'il  entraine  avec  lui  la  sur&ce  de  révo- 
lution ;  il  engendrera  une  surface  développable  qui  aura  pour  arête 
de  rebroussement  la  courbe  prrpétnrllcment  toticliée,  et  la  surface 
de  révolution ,  constante  de  iiorme  et  de  grandeur,  parcourra  un 
espace  flont  l'enveloppe  sera  la  surface  dont  nous  nous  occupons. 

En  elTel,  considéi'ons  deux  enveloppées  consécutives  qui  sont 
ici  deux  surfaces  de  révolution  semblables  et  égales  entre  elles, 
dont  les  axes  se  coupent,  puisqu'ils  sont  deux  tangentes  t  uns«ku- 
tives  d*une  néms  courbe,  et  qui  scmt  toutes  deux  à  la  même  dis- 
tance de  ce  point  de  rencontre  des  deux  axes.  La  couibe  d'inter- 
section de  ces  deux  enveloppées,  courbe  qui  sera  la  caractéristique 
de  l'enveloppe,  sera  plane,  ne  différera  pas  du  méridien  de  renve" 
loppée,  et  sera,  par  conséquent,  constante  de  forme  comme  lui.  Le 
pian  de  cette  caractéristique  passera  par  le  point  commun  aux  deux 
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axe»,  et  sera  jierpendiciilure  au  plan  qui  passe  par  ces  deux  axes; 
il  sera  donc  per|)endicuUiire  au  plan  tangent  à  la  surface  d^elop- 
pable  parcourue  par  l'axe.  Enfin  ce  pian,  devant  partager  en  deux 
parties  é^les  l'angle  infiniment  petit  formé  par  deux  axes  eonsé* 
eatàht  pourra  être  considéré  comme  passant  par  l'un  d'eux,  et,  par 
conséquent,  comme  tangent  à  la  courbe  touchée  par  l'axe  mobile. 
Donc  le  plan  de  la  caractécistique  sera  perpétuellement  taisent  à  la 
surface  développable  qui  est  la  développée  île  celle  que  parcourt 
l'axe.  Mais  ce  plan  est  normnl  à  l'enveloppe  dans  tons  les  points  de 
la  c;ini(  tt'ristiqiH>  •  floue  il  contiendra  toutes  les  normales  pour  les 
difïeicaLs  points  dv  la  caractéristique;  donc  tontes  ces  normales 
seront  tan{i;eiitcs  à  la  surface  dévelojfp.ihJe,  (K-vcloppée  de  l'elle 
(pi'eijj;t-U(Ue  l  axe;  doue  l'enveloppe  est  telle,  que  toutes  ses  nor- 
males sont  tangentes  à  une  même  sur&ce  développable. 

XIV. 

Dans  la  génération  que  nous  venons  de  donner,  l<»s  points  qui 
se  corrrs[)ond('i)t  dans  les  difiërentes  caractéristiques  sont  ums  à  la 
niênie  distanrc  de  leurs  axes  respectifs;  les  courbes  qui  passent  par 
•  es  points  lioinologues  ont  doue  tons  leurs  points  à  In  nit  ine  dis- 
Laïue  tle  la  surlace  développable  panouru*.-  jwr  l'axe  de  rtMiv»>Io|j- 
pée:  donc  la  siu^face  que  nous  cunsidérons  n'est  autre  rliost-  (jue 
celle  de  la  mouture  générale  poussée  sur  une  suriaoe  développable 
quelconque,  au  moyen  d'un  profil  ari>itFtJre  continu  ou  discon- 
tinu, mais  qui  doit  être  plan,  et  dont  le  plan  doit  toujours  être 
normal  à  k  sur&oe  dévdoppaUe,  et  être  tangent  à  l'arête  de  re- 
broussement  de  cette  dernière  suriàce. 

Cette  propriété  comporle  encore  une  définition  complète  et 
exacte  de  la  surfiice  cpie  nous  considérons. 
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XV. 

Toute-  surface  de  révolution  peut  être  regardée  comme  l'enve- 
loppe de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  variable  de  niyon,  et 
dont  le  centre  se  ni(  nt  sur  l'nxç.  Dans  la  génération  précédente, 
cliacune  des  eiiv('loj)[»(  ('s  jjcul  donc  clle-inéme  être  ref;ardée  coiunie 
I  enveloppe  de  respaïc  paiconrn  par  une  sphère  varial)le  nrbitr*ai- 
renicnt  de  rayon,  et  dont  le  centre  se  meut  sur  une  des  droitis  de 
la  ^jurluce  déveioppable  ;  mais  ce  (ju  il  \  a  d  arbitraire  dan:»  la  va- 
riation du  rayon  n'a  lieu  que  pour  une  seule  surface  de  révolution: 
en  sorte  que,  pour  toutes  les  autres«  les  sphères  dont  les  centres  se 
trouTent  sur  une  même  ligne  de  courbure  de  la  surface  dévelop- 
pable  doivent  avoir  le  même  rayon  que  celle  qui  leur  correspond 
dans  la  première  sur&oe  de  révolution. 

D'après  cela,  étant  donnée  une  surface  développable  quel- 
cfMiqiie,  si  Ton  confît  qu'une  sphère  variable  de  rayon  se  meuve 
de  manière  que  son  centre  parcoure  sucocasivementtous  les  points 
de  cette  surface,  avec  cette  condition  cependant  que  In  splièi  e  soit 
toujours  de  même  rayon  lorsque  son  centre  est  sur  la  même  li<:ae 
de  rouctinre  de  la  surface  développable,  quelle  que  soit  d'ailleurs 
la  loi  suivant  la(|uelle  elle  en  change  quand  le  centre  passe  d'u;ie 
des  lijjtu's  de  cniirbrirc  à  nue  antre,  cette  sphère  parcoinTa  im  i's- 
pace  dont  l'enveloppe  i;(-n('rale,  ou  la  double  envcIoppc,  scra  la 
surface  (|ue  nous  cotisid(M  ons. 

Il  est  nécessaire  de  donner  une  épithète  à  l'enveloppe  dont  il 
s'agit  parce  qu'elle  difiêre  de  toutes  celles  dont  nous  nous 
sommes  occupés  jusqu'à  présent.  Les  enveloppes  simples  touchent 
l'enveloppée  dans  une  courbe  qui  est  la  caractéristique  et  qui  est 
l'intersection  de  deux  enveloppées  consécutives.  L'enveloppe  que 
nous  considérons  ne  touche  chaque  enveloppée  qu'en  un  seul 
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point,  «iélenuim-  Mir  1  i  tivcloppée  par  1" intersection  des  deux  ca- 
ractéristiques. Dans  le  uis  piesent,  une  quelconque  des  sphères 
est  coupée  dam  la  circonférence  d'un  de  ses  petits  mrles  par  celle 
qui  la  suit  immédiatement,  et  dont  le  centre  est  placé  sur  la  même 
droite  de  la  surface  développable  ;  elle  est  coupée  dans  la  circonfé- 
rence d'un  de  ses  grands  cercles  par  celle  qui  la  suit  immédiate* 
ment,  et  dont  le  centre  est  sur  la  même  ligne  de  courbure  de  la 
surface  développable  :  et  c'est  dans  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  circonférences  qu'elle  est  touchée  par  la  double  enveloppe. 

La  courlie  qui  touche  la  série  despetitscercles  de  mêmes  rayons, 
et  qui  est  leur  inté<:^rale  iiartîculière,  est  une  des  caractéristiques  de 
la  double  enveloppe  ;  celle  qui  touche  une  série  de  gi^ds  cercles 
de  rayoïis  différents,  et  qui  est  leur  intégrale  particulière,  est  l'autre 
caractéristique  de  la  donlile  enveloppe:  et  c'est  encore  ihns  l'inter- 
section de  ces  <]eux.  caractéristiques  que  la  double  enveloppe  toudie 
ia  sphère  individuelle. 

XVI. 

Dans  la  dernière  génération,  si  Yon  considère  la  suite  des  sphères 
de  même  rayon,  dont  les  centres  sont  placés  sur  la  même  ligne  de 
-courbure  de  la.sur&ce  développable,  l'enveloppe  simple  de  ces 
sphères  sera  la  surface  d'un  taym  circulaire  de  rayon  constant,  et 
dont  l'axe  curviligne  sera  la  ligne  de  courbure  elle-même.  Cette 
suriàce  sera  touchée  par  la  surface  engendrée  dans  une  courl>e 
dont  tous  les  points  seront  distants  de  la  ligne  de  courbure,  d'une 
quantité  égale  au  rayon  constant  du  tnvan  ;  et  si  l'on  runsidère  les 
surfaces  de  «leux  de  ces  tuyaux  consécutifs  et  de  rayons  diffi  i cnts, 
elles  '^(^  rouperont  dans  la  courbe  de  contact  du  tuyau  avec  la  sur- 
face i  ii-eii(lrt'*e. 

Donc,  si  1  on  suppose  que  la  surface  du  tuyau  soit  mobile,  de 
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manière,  i"  que  son  axe  curviligne  se  confonde  successivement 
avec  les  difTérenles  lignes  de  comlnire  de  h  «irfiHie  dévebppable; 
a**  que  son  myon,  qui  est  constant  pour  toute  l'étendue  du  tuyau, 
varie  d'une  mamère  queloonque,  en  même  temps  que  Taxe  curvi- 
ligne change  de  position,  eHe  pareourra  un  espace  dont  l'enve- 
loppe simple  sera  la  surface  engendrée.  La  surface  du  tuj^u  mobile 
est  donc  line  enveloppée  nouvelle»  et  l'intersection  de  deux  de  ces 
enveloppées  consécutives  produit  la  seconde  caractéristique  de 
l'enveloppe,  comme  T intersection  de  deux  surfilées  de  révolution 
consécutives  produit  la  première. 

Donc  enfin,  en  r-egardant  la  seconde  caractéristique  comme  une 
génératrice,  la  siirfa«'e  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
courbe  variable  de  forme  et  de  grandeur,  «nii  se  nient  de  manière 
cju  elle  soit  perpt'tuellement  une  trajectoire  ortiiogonale  du  plan 
mobile  qui  contient  la  génératrice  plane. 

XVII. 

Rcc/uTchc  (if  I  cquation  Uuégralc  de  la  surj'ace. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  dont  toutes  les  normales  sont  tan- 
pentes  à  une  même  surface  dévelop|Kible  quelconque  est  susci^ 
tible  de  cinq  générations  essentiellement  difTérentes. 

File  peut  être  engendrée  par  une  courbe  mobile  de  deux  ma- 
nières différentes:  ou  par  une  <*ouibe  plane,  constante  de  forme, 
fie  jiraiideu!'  et  de  position  dans  son  pian,  mais  dont  le  plan  roule 
s<ins  ^lisseï'  sur  la  surl'ace  développabic :  on  par  une  courbe  à 
double  courbure.  v;trialiie  de  grandeur,  c[iii  se  meut  de  nianit  re 
qu'elle  ne  cesse  pas  d'être  une  trajectoire  orthogonale  au  plan 
mobile  qui  etmlient  la  génératrice  plane. 

Elle  peut  être  considérée  comme  enveloppe  simple  de  l'espace 
parcouru  par  deux  surfaces  mobiles  easentiellement  difTmites  :  ou 
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par  une  surface  de  icvolulion  quelconque  consUinte  de  lorine  et  de 
positÛMk  sur  son  axe,  mais  dont  l'axe  se  meut  de  manière  à  être 
'perpétudlemeiit  tangent  à  une  même  courbe  à  doubla  couriiure; 
ou  par  la  sur&œ  d'un  tuyau  à  section  circulaire,  dont  le  rayon  est 
constant  dans  toute  son  étendue,  dont  l'axe  curviligne  se  confond 
perpétuellement  avec  la  ligne  de  courbure  d'une  même  surface 
dévdoppable,  et  qui  se  meut  de  manière  qu'elle  change  de  rayon 
suivant  une  loi  quelconque ,  lorsque  l'axe  curviligne  diange  de 
position  et  passe  d'une  ligne  de  courbure  à  une  autre. 

Enfin,  elle  peut  être  considérée  conune  l'enveloppe  générale  de 
Tespace  parcouru  par  une  sphère  mobile  et  variable  de  rayon,  dont 
le  centre  parcourra  successivement  tous  les  points  d'une  même  sur- 
face développable  quelconque,  et  dont  le  rayon,  constant  lorsque 
le  centre  reste  sur  la  même  ligre  de  eonrimre  de  la  surf'aee  déve- 
loppable, chanije  de  j^raridt  ur  d  une  manierr  ([lu'leoiiqiit',  lorsque 
le  centre  passe  d'une  des  lignes  de  courbure  ii  une  autre. 

Chacune  de  ces  cinq  fîénérations  peut  conduire  direeit  iiKut  ,i 
toutes  les  équations  de  la  sui  liiee,  tant  intéjijrale  (ju'aux  dilléi  t m  es 
partielles  de  tous  les  ordres;  mais  elles  ne  le  font  jjas  avec  la  même 
facilité.  Pour  l'équation  intégrale,  (!'est  la  denûère  géi^ration qui 
exige  des  conaidérations  moins  compliquées,  et  c'est  elle  que  nous 
allons  employer  :  ainsi  nous  regarderons  la  surfiice  comme  enve- 
loppe générale  de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  mobile. 

XVIII. 

La  surface  développable  parcourue  par  le  centre  de  la  sphère 
mobile  peut  être?  regardée  en  même  temjiset  comme  le  lieu  des  lau- 
gent»-';  <]*'  son  arête  de  rebroussement,  et  comme  le  lieu  des  déve- 
loppements de  cette  arête;  en  sorte  (ju  un  point  est  détpm>iné  sur 
cette  surface,  lorsqu  on  uidlque  la  tangente  de  l  arêtc  de  rebrousse- 
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ment  et  la  développante  de  cette  arête,  à  l'intenection  desquellc*  il 
doit  se  trouver. 
Gela  posé,  sment 

Ifs  flt'ux  ('(|ii;itioiis  (le  l';iivt»'  de  rcbroussemcnt  de  la  surface  déve- 
lo[)j)al)lt'  pat<M)uiue  par  le  centre  de  la  split  i  e  mobile;  puis,  consi- 
déranl  la  tangente  de  cette  arête  dans  une  {Ktsitioii  quelconque,  soit 
a  la  valeur  de  s  au  point  de  contact  :  les  trois  coordonnées  de  oe 
point  de  oonteet  seront 

Les  deux  équations  de  la  tangente  en  j*,  j  seront  donc 

I^a  position  de  cette  tangente  sur  la  surface  développable  sam 
déterminée  par  la  valeur  de  a;  et  si  l'on  élimine  a  entre  les  deux 
équations  précédentes,  on  aura  l'équation  du  lieu  des  tangentes, 
c'est-à-dire  de  la  surface  dévpinppable  elle-même. 

L'élément  de  l'arc  de  Taréte  de  rebroussement  sera  évidenmient 

ou,  en  faisant,  pour  abréger,  i  ■+-  ç''  -\--^'''  =h\  l'expression  de 
cet  élément  sera 

et,  par  conséquent,  la  longueur  de  l'arc  rectifié  de  l'arête  de 
rebroussement  sera 

fhdiK. 

Cette  expression  comprend  implicitement  une  constante  arbitraire 
qui  dépend  du  point  de  ^a^ête  par  lequel  commence  sa  rectification. 
Actuellement,  ai,  pour  obtenir  le  point  d'une  développante,  on 
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porte  l'arc  rectifié  sur  la  tangente,  ù  partir  du  point  de  contact  et 
du  GÔlé  de  Tare  rectifié,  l'amplitude  de  cet  arc,  dans  le  aens  de  cha- 
'cune  des  coordonnées  d?,  j,  z,  sera 

dans  le  sens  des  Jhda  ; 

dans  le  sens  des  jr,  ^ffutti  ; 
dans  le  sens  des  2,  ^fhdct', 

et  les  coordonnées  du  point  de  la  développante  qu'on  aura  ainsi 
déterminé  seront 

z  =  et  —  -j/^w^** 

La  position  de  ce  point  sur  la  tangente  dépendra  de  la  §[randeur 
de  la  constante  arbitraire  comportée  par  le  signe  d'intég^tion; 
mais  si  l'on  suppose  que  cette  constante  conserve  toujours  la  mèoie 
valeur,  les  points  déterminés  pour  les  différentes  valeurs  de  «, 
c  est«-dîre  pour  toutes  les  tangentes  successives,  seront  tous  sur 
la  même  développante  de  l'arête  de  rebroussement :  en  sorte  qtte, 
si  l'on  coniplt'to  l'intéj^ralr  de  manière  qne  sa  valeur  soit  mille 
lorsque  «  a  une  valeur  déterminée,  par  exemple  lors(jue  t  on  a 
a  =  o,  le  j)oint  se  ru  sur  la  développante  qui  passf  par  l'interseC' 
tion  (le  l'an'  te  de  rebroiLssenient  avec  le  plan  des  .t ,  y.  > 

Prenant  donc  cette  première  développante  comme  ujif  oi  ij;iae 
arbiti'aire  à  laquelle  nous  ra[)porterons  toutes  les  autres,  et  consi- 
dérant que  dmeune  des  autres  dév<  li<pp.tntes  a  tous  ses  points  à 
égales  distances  de  la  première;  si  Ton  suppose  que  pour  Ftme 
quelconque  d'entre  elles,  cette  dbtance  soit  exprimée  par  /3,  les 
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troift  coordonnées  dTiin  point  quelconque  de  cette  nouvelle  déve- 
loppante seront 

Les  valeurs  de  ces  trois  coordonnées  sont  donc  celles  d'un  point 
déterminé  sur  la  surface  développable  par  les  valeurs  des  deux 
quantités  |3,  dont  la  première  indique  la  tangente  de  Tarêtê  de 
rebroussement,  dont  la  seconde  indique  In  développante  de  cette 
arête,  et  qui*  par  leur  intersection,  déterminent  ce  point  sur  la 
surface. 

XIX. 

H  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer,  en  passant,  i*"  que  les 
trois  dernières  équations  appartemuit  au  point  général  d'une  sur- 
face dévdoppable,  si  Ton  élimine  entre  elles  les  deux  quantités 

a,  ^j,  le  résultat  de  l'élimination  en  x,  y,  z  n'est  autre  chose  que 
réquation  de  la  surface  développable  elle-même;  2"  que  si  l'on  éli> 
mine  |3  seule,  ce  qui  entraîne  aussi  l'élimination  defhdet^  les  deux 
équations  résultantes 

X  —  ^  =  (z  — 

sont  celles  de  la  taugcutc  dont  lu  positi.on  est  déterminée  par  la 
valeur  de  a;  3"  entin,  que  si  l'on  élimine  a  seule,  ce  qui  ne  peut 
s'effiectuo' tant  qu«  les  fonctiow  f  et  4  rant  r^rdées  comme  arbi- 
traires, les  deux  équations  résultantes  stmt  celles  de  la  dévelop- 
pante de  Taréte  de  rcbrouaaement  déterminée  par  la  valeur  de  ^ 
qui  reste  dans  les  équations. 
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XX. 

Considérons  actuellement  la  sphère  mobile,  et  représentons  par 
.1-',  y\  z  les  coorfîonnées  de  son  centre  ;  comme  ce  centre  vslt  un 
point  de  la  surface  dcveloppable,  on  aura 

D'ailleurs  le  rayon  de  la  sphère  étant  constant  lorsque  son  centre 
est  sur  une  même  déreloppante  de  l'arête  de  rebroussement,  et  va- 
riable lorsque  le  oentre  passe  d'une  dévetoppante  à  une  autre,  ve 
rayon  est  donc  constant  et  variable  en  même  temps  que  ^,  et,  par 
conséquent,  fonction  de  ^.  De  plus,  la  forme  de  cette  fonction  dé- 
pend uniquement  de  la  nature  de  la  génératrice  plane,  qui  est  arbi- 
traire :  ainsi  le  rayon  de  la  sphàe  mobile  est  une  fonction  arbitraire 
de  ,S  que  nous  représenterons  par  Donc  l'équation  en  y,  2 
de  ia  sphère  mobile  sera 

ou,  en  remettant  pour  a;',      z'  leurs  valeurs, 

H-      -  4+  î  (/3  -l-fhda)J    =  (»P>', 
H-  j^s  —  a  -f-    (P  -\-Jhda)^  j 
que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par  M  ss  o. 
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Or,  si  l'on  considère  deux  sphères  consécutives  dont  leff oentres 
soient  sur  la  même  développante,  lu  i^uauttic  [j  aura  la  même  valeur 
pour  toutes  deux  ;  leurs  équations  ne  différeront  entre  elles  que  par 
la  valeur  de  et  qui  aura  varié  de  l'une  à  Tautre.  Elles  se  couperont 
dans  un  grand  cercle  dont  la  drcon férenoe  passera  par  le  point  de 
contact  de  TenTetoppée  avec  l'envdoppe  générale,  et  la  différen- 
tielle de  M  =s  o,  prise  en  regardant  a  comme  seule  variable,  c'est- 
à-dire 

appartiendra  à  )a  circonf'creiice  de  ce  grand  cercle. 

De  même,  si  l'on  considère  deux  sphères  comccutives  dont  les 
centres  soient  sur  la  même  tani^ente  à  l'arête  de  rebroussement,  les 
ccjuations  de  ces  deux  s|)lu'ri's  ne  (lilTcrci  ont  entre  elles  que  par  la 
valeur  de  ,S  qui  aura  varié  de  1  une  à  1  aiiti  e.  (  ".es  splicrcs  ^c  eoupe- 
rout  dans  im  petit  cercle  dont  la  circonféreni  e  [)asst'i  a  encore  par 
le  point  de  contact  de  l'enveloppée  avec  l'enveloppe  générale;  et 
la  différentielle  de  M  =  o,  prise  en  ne  disant  varier  que  fi,  c'est- 
à-dire 

appartiendra  à  la  circonférence  de  ce  petit  cerde. 

Donc  on  aura  pour  le  point  de  cmtact  de  la  sphère  mobile  avec 
l'enveloppe  générale,  les  trois  équations 

M  =  G, 

mais  le  point  de  contact,  en  vertu  des  valeurs  dont  sont  suscep- 
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tîbles  les  deux  indétennîiMkift  p  peut  être  transporté  sucoesaive- 
nient  sur  tenu  les  points  de  la  surfiice  engendrée,  qui  n'est  autre 
vhose  que  le  lieu  de  tous  les  points  qu*on  peut  obtenir  en  donnant 
sucoeBSÎTement  à  «  et  à  /9»  dans  ces  trois  équations,  toutes  ks  va- 
leurs possibles;  donc  le  résultat  de  râimination  des  deux  indéter- 
minées «  et  ^,  entre  1»  trois  équations  précédentes,  est,  en  d;,  s, 
réqoation  intégrale  de  la  surface  engendrée. 

XXI. 

Si  des  trois  équations  précéifentes  cm  ne  considère*  que  les  deux 
premières 

M^o. 

dans  lesquelles  la  quantité  p  ait  une  valeur  déterminée  et  constante, 
il  est  clair  qu'elles  appartiennent  à  la  drcooférenoe  du  grand  cercle 
dans  laquelle  la  sphère  mobile  est  coupée  par  celle  qui  est  de  même 
rayon  et  infiniment  ▼<Msine.  Le  plan  de  ce  cercle  est  normal  à  la 
surface  développable,  et  passe  par  une  tangente  à  l'arête  de  re- 
bronssement;  son  ^ntre  est  toujours  sur  une  même  développante 
de  cette  arête  :  la  position  du  centre  sur  la  développante  est  déter- 
minée par  la  valeur  de  st,  et  le  rayon  est  constant.  l,e  lieu  de  tous 
les  cerries  qu'on  ithtientlrait  eu  donnant  à  a,  dans  les  équations, 
toutes  les  valeurs  |)ossil)les,  est  la  surface  d'un  tuyau  à  section  cir- 
culaire, de  rnvnn  constant,  (  l  dont  Taxe  eurviligjie  serait  une  des 
déveloi)pantes  de  l'arête  de  rehruussement  de  la  surface  dévelop- 
pable. 

Donc  le  résultat  de  l'âimination  de  «  entre  les  deux  seules  équa- 
tions est,  en  a;,  2  et  l'équation  intégrale  de  la  surface  du 
tuyau  à  section  circulaire,  constant  de  rayon,  et  dont  l'axe  curvi- 
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ligne  est  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  développable, 
équation  dans  laquelle  la  valeur  de  ^  détermine  quelle  est  la  ligne 
de  courbure  qui  sert  d'axe  curviligne. 

La  surfroe  de  oe  tuyau  est  un  cas  particulier  de  la  sur&oe  engen- 
drée; c'est  oelui  ou  la  génératrice  plane,  constuite  de  forme  et  de 
position  dans  son  pian ,  est  la  circonférence  d'un  oerde  :  et  nous 
avons  déjà  vu  qu'en  le  supposant  niolMle  en  vertu  de  la  variation 
(le  son  paramètre  |3,  die  est  une  enveloppée  de  la  surface  engen- 
drée, considérée  comme  une  enveloppe  simple. 

XXII. 

De  même,  si  des  trois  équations  qui  comportât  I  c  quation  inté- 
grale de  la  surface  engendrée  on  ne  considère  seulement  que  la 
première  et  la  dernière,  c'est-à-dire 

M=o, 

dans  lesquelles  ce  ait  une  valeur  détermmée  et  oonstaule,  il  est  évi- 
dent qu'elles  appartiennent  à  la  drccmferaioe  du  petit  cercle  dans 
lequel  la  sphère  mobile  est  coupée  parcelle  qui  est  infiniment  voi- 
sine, et  dont  le  centre  est  sur  la  même  tangente  à  Tarcte  de  rebroi^ 
sèment  de  la  surface  développable.  Le  plan  de  ce  cercle  est  pcrpen- 
fliculairc  à  la  tangente;  son  centre  est  sur  cette  même  tangente,  et 
la  position  fin  rentre  est  détermint'T  pnr  la  valeur  de  l9.  Le  lieu  des 
circonfércnees  de  tous  les  cercles  tju  on  obtiendrait  ainsi,  en  don- 
nant dans  (  es  den\  équations  toutes  les  valeurs  possibles  à  ,3,  est 
évidemment  une  .surface  de  révolution  autour  de  la  tangente  consi- 
dérée comme  axe.  Donc  le  résultat  de  l'élimination  <le  ,3,  entre  ces 
deux  équations  seulement,  est,  en  x,  j,  z  et  a,  l'équation  intégrale 
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d'une  surface  de  révolution  dont  le  méridrai  est  arbitraire  et  inva- 
riable, qui  est  fixe  sur  son  axe,  et  dont  Taxé  est  tangent  à  une 
,  ROiirbe  à  double  courbure.  Dans  cette  équation,  la  grandeur  de  « 
détermine  la  position  de  l'axe  de  révohilion. 

Cette  surlÎMMs  de  révolution  est  encore  un  cas  particulier  de  la 
surfiice  engendrée,  car  elle  n'est  autre  chose  que  ce  que  celle^i 
devient  lorsque  la  snr&oe  développable,  autour  de  laquelle  roule 
le  plan  générateur,  est  réduite  à  mit-  droite;  et  nous  avons  vu  qu'en 
la  suppôaant  nu^e,  en  vertu  de  la  variation  de  son  paramètre  «r, 
<*' est-à-dire  qu'en  5up[iosant  que  son  axe  roule  sans  glisser  sur 
l'arète  de  rebroussement  de  la  surface  développable,  elle  est  une 
atiti  f  (  loppëe  de  ia  surface  engendrée  considérée  comme  enve- 
loppe simple. 

xxm. 

Reprenons  les  trois  équations 

M  =  o, 

et  supposons  que  des  deux  quantités  «,  jS  la  première  ait  une  valeur 

déterminée  et  invariable,  tandis  que  la  seconde  est  encoi*e  suscep- 
tible de  toutes  les  valeurs  possibles,  lie  centre  <le  la  sphère  mobile 
ne  (Mjurra  plus  se  transporter  sur  tous  les  points  de  ia  surface  de- 
velopfndile;  il  ne  pourra  se  mouvoir  que  le  lon^î  de  la  seule  tan- 
i^ente  de  larète  de  rebroussement  déterminée  par  la  \  a  leur  rie  a. 
Le  point  (Ir  contact  de  la  sphère  mobile  avec  renvel«»[>p<'  trt'tu - 
raie,  point  autjuel  a[)|)artiennent  les  trois  équations,  ne  pourra  jiUis 
prircoarir  successivement  tonte  cette  enveloppe;  quelque  valeur 

-  4». 
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que  l'on  dcmne  à  |9,  il  se  trouvera  toujours  sur  la  couiiie  de  contact 
de  l'enveloppe  générale  avec  la  sociâce  de  révolution  autour  de  la 
tangente  individuelle  déteraunée  par  la  valeur  de  et.  Or  cette  couilke  « 
de  contact,  qui  est  le  lieu  du  point  pour  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  /3,  est  évidemment  la  première  caractéristique  de  la  sur- 
face engendrée.  Donc,  si  entre  ces  trois  équations  on  éliroine  (a 
seule  quantité  ,3,  les  deux  équations  résultantes  seront,  en  .r,  r, 
z,  or,  et  sous  forme  intépjrale,  celles  de  la  première  caractéristique 
de  la  surlace  engciulri'c,  et.  dans  rps  équations,  la  valeur  de  «  dé- 
terminera la  caractéristique  individuelle. 

XXIV. 

Supposolu,  au  contraire,  que  dans  trois  équations  du  p<Mnt 
de  contact  de  la  sphère  mobile  avec  l'enveloppe  générale,  ce  soit  ^ 
qui  ait  une  valeur  déterminée  et  invariable,  tandis  que  a  r<^t  à  s>>ti 
tour  susceptible  de  toutes  les  valeurs  possibles;  le  centre  de  la 
sphère  mobile  ne  pourra  plus  se  mouvoir  que  sur  une  certaine 
développante  individuelle  de  l'an  te  dv  rchroiissement,  déveloj>- 
pante  qui  sera  déterminée  |>ar  la  valeur  particnlif-re  de  j3.  Quelque 
valeur  que  Ton  donne  à  a,  le  point  de  contact  trouvera  sur  la 
courbe  de  contact  de  l'tmveloppe  générale  avec  la  sm  lat  t-  du  tuyau 
circulaire  dont  Taxe  curviligne  correspond  à  la  valeur  particulièn^ 
de  J3.  Mab  cette  eouriie  de  coitfaet,  lieu  de  oe  point  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  a,  est  la  seconde  caractériitiqoe  de  l'enveloppe 
générale  :  donc  si,  entre  les  trois  équations 

M  =  o, 
/rfM\ 
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on  élimine  seulemait  la  quantité  a,  les  deux  équations  résultantes 
seront,  en  x,  2,  ^,  et  sous  forme  int^nle,  celles  de  la  seconde 
caractéristique  de  la  surfiice  engendrée ,  équations  dans  lesquelles 
la  valeur  de  j3  déienninerB  la  caractéristique  indÎTiduelle, 

XXV. 

Tjf  raisonnement  (juc  notis  venons  de  faire  pour  trouver  li  s 
équations  iiilt'gralcs  des  caractéristiques  est  géitéral,  et  peut  être 
employé  pour  toute  surface  dont  Téquation  résulte  de  Féliminatioa 
de  deux  indéterminées  « ,  entre  trois  équations  dont  les  deux  der- 
nières sont  les  différentidles  de  la  première,  prise  en  regardant  « 
{pour  Tune)  et  j3  (pour  Tautre)  comme  seules  yariables;  c'estènlirp 
pour  toute  sur&œ  qui  »  dans  son  équation  intégrale,  est  regardée 
comme  «mveloppe  générale. 

Hais,  dans  le  cas  présent ,  et  pour  la  première  caractéristique, 

ro|)ération  devient  beaucoup  plus  simple,  car  Téquation  |=o 
est  immédiatement 

dans  laquelle  la  quantité  a  naturellement  di.'^paru;  en  sorte  (jtie 
l'élimination  de  ,S  est  toute  opérée:  ainsi  (  tite  équation  apptutient 
purement  à  la  première  raractéristiquc.  Or,  pour  iuie  même  valeur 
de  'y,  c'est-à-dire  pour  une  même  caraetéristiqne  individuelle,  eette 
e(jiiation  est  évidemment  cc'lle  d'un  pian;  doue  la  première  carac- 
téristique est  une  courbe  plane.  D^ailleurs  le  plan  passe  par  le 
point  de  TarèCe  de  rdMmMflement  pour  lequd  on  a 

X  —  9  =  0,  y  —  4  —      *  —  «  =  o. 


De  plus,  il  est  fiusile  de  recmmattre  qu'il  est  tangent  à  cette  arête. 
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et  normal  au  plan  oaculatear  de  cette  courbe;  donc  le  plan  de  la 
première  canictéri&tique  passe  par  une  tangente  de  l'arête  de  re» 
broussement,  et  est  toujours  normal  à  la  surface  développable*  et, 
par  conséquent,  est  toujours  tangent  à  la  surface,  développable, 
développée  de  celle-ci,  etc.  :  propositions  que  nous  avions  trou- 
vées précédemment  par  des  considérations  géométriques,  et  qui 
se  déduisent  analytiiiuement  de  l'équation  intégrale  obtenue  par 
d'autres  considérations. 

XXVI. 

Heclterckes  des  éf/uatium  aa.t  (Hffcrences  partieileit  du  fireinier 

ordre. 

Le  propre  des  équations  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre  est  d'exprimer  les  propriétés  des  surface  par  rapport  à 
leurs  plans  tangents  ou  à  leurs  normales;  il  s'agit  donc  d'exprimer 
que  toutes  les  normales  sont  tnnp;entes  à  une  même  surface  déve- 
loppal)le,  ou  que  eimcuue  d'elles  est  dans,  un  plan  tangent  à  une 
nirine  surface  développable. 

Kn  re[>réspntarit  [)af  r,  y,  z  les  cooidonnées  du  point  de  la 
surface,  et  si  !  on  repi  t-scnte  par  x' ,  y' .  z'  c<'lles  de  la  normale  en 
ce  point,  les  équations  de  ia  normale  sont 

je'  —  je  -h  /ï  (/  —  «)  =  o, 
y' —y-^q{z' —  z)==o; 

or  rét|uation  du  plan  tangent  à  une  surface  développable  quel- 
conque est 

z  =  a'<*«'  -\-y'Wa.'  a', 

dans  laquelle  la  valeur  de  «'  détermine  le  plan  tangent  individuel, 
et  dans  laquelle  les  formes  des  deux  fonctions  «  et  4^  sont  iiiva- 


riables,  et  la  siirlhcc  dcveloppahîp  est  toujours  la  iiii'iiic.  Il  faut 
donc  que  les  deux  équations  de  la  normale  siaistatiM-nt  a  celle  du 
plan;  mais  si  l'on  élimine  entre  ces  trois  équations  deux  quel- 
oonques'des  coordonnées  u  ',  y  \  z\  la  troisième  disparaît  aussi,  et 
Ton  a 

-h  q^tt'  -h  j  =  o, 

équation  qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  le:»  poinU  de  la  siu  lace.  De 
plus,  le  point  de  la  surface  devant  se  trouver  sur  le  plan  tangent  à 
la  sur&oe  développable ,  on  aura  ausn 

z  —  .r«l>a'  H- j4  «'  H-  «'. 

Donc  une  des  équatioas  aux  difTérences  partielles  du  premier  ordre 
de  la  surface  propost'e  est  le  résultat  de  l'élimination  de  l'indéter- 
minée ec'  entre  les  deus  équations  précédentes. 

XXVII. 

On  peut  obtenii'  le  même  résultat  par  la  considération  du  plan 
tangent,  dont  la  propriété  est  évidemment  d'être  constamment 
perpendiculaire  au  plan  générateur.  En  clTt-t,  le  jtlan  {générateur 
étant  toujours  tangent  à  une  même  surface  développable,  a  pour 
équation 

z  =  arça'  -\-  jH'at'  H-  a'; 

de  plus,  l'équation  du  plan  tan^nt  est  évidemment  • 
z=paS'^qy-h  constante, 

dans  laquelle  les  quaiililés  jj,  et  la  conslante  sont  fonctions  âi's 
coordoiuiées  du  point  de  contact,  constant  pour  chaque  plan  Uiu- 
gent.  Or  ces  deux  plans  doivent  être  rectangulaires;  donc  il  doit  y 
avdr  entre  les  coefficients  de  leurs  équations  la  relation  suivante  : 
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On  ft  donc  pour  toiis  In  points  d'une  même  génératrice  |iI<uh  ,  dé- 
terminée par  la  valeur  particulière  de  «\  le»  deux  équations 

z  =  Je4f«'  -+-  jH  a'  -t- 
o  =  /»♦«'  H-  qV«'  -f-  I  ; 

donc  le  résultat  de  l'élimination  de  «'  entre  les  deux  équations  ap* 
partiendra  au  lieu  général  de  la  génératrice  plaDe,  c'est-à-dire  à  la 
surfiioe  qu'elle  engendre  par  son  mouvement. 

xxvni. 

Si,  dans  les  deux  équations  précédentes,  on  regarde  «'  comme 
constante,  la  seconde  est  celle  .d'une  surfiice  cylindrique  à  base 
quelconque,  dont  h  droite  génératrice  est  constamment  perpendi- 
culaire au  plan  qui  a  pour  équation  la  première;  or  les  quantités  p 
étq,  qui  entrent  dans  l'équation  de  \a  surface  cylindrique,  sont  les 
mêmes  que  celles  qtii  appartiennent  à  la  surface  (  rifçendrée:  donc  Ja 
surface  rvlindrifjiip  tourlic  la  surfarc  «'nj^t'iulrcc  dans  toute  l'éten- 
due de  la  eara<  tcristique  plane  qui  peut  être  considérée  conune  sa 
base;  donc  ou  peut  la  regarder  cotiinie  IVnveloppét^  cylindrique  de 
la  surface  engendrée  :  ce  qui  fom  nit  la  t;t'iiératuMi  huivante. 

Si  Ton  conçoit  qu  une  surface  cyluidrique  quelconque,  constante 
de  base,  se  meuve  de  manière  que,  si  on  la  considère  dans  deux 
positions  consécutives,  la  courbe  suivant  laquelle  les  deux  surfiKcs 
cylindriques  se  coupent  soit  toujours  dans  le  plan  parallèle  à  la 
base  mobile,  cette  surface  parcourra  un  espace  dont  l'enveloppe 
sera  la  surface  que  Fan  oonndère. 

XXIX. 

Nous  ayons  vu  (art.  IV)  que  si  le  lieu  des  centres  d'une  des 
courbures  est  vne  surface  développable  quelconque,  l'équation  du 


lieu  des  ('«  iiln^s  de  l  autre  com  liure  est  le  résultat  de  l  élinuualion 
<le  «  entre  les  deux  é<|uations 

O  sas  p^u  -I-  qVec  -I-  I . 

Or  nntis  venons  de  voir  que  cette  même  équ;ition  est  celle  de  la 
surface  ent;endree  par  une  courbe  plane  dont  le  plan  mule  sans 
glisser  sur  la  même  surface  développa!>1e  :  la  surface  (jue  nmis  eon- 
suier  ons  est  donc  telle,  que  le  lieu  fle;>  cv'iitres  de  la  courbure,  prise 
dans  le  sens  de  la  génératrice  plane,  est  une  surface  soumise  à  la 
même  génération  qu'elle;  ce  que  nous  avions  déjà  truuve  pu-  des 
considérations  géométriques. 


XXX. 

r.a  quantité  que  nous  représentons  par  «'  dans  l'équation  aux 
ditVérences  partielles  n'est  pas  la  inèine  que  celle  que  nous  avons 
exprimée  par  or  dans  l'intéEfrale;  de  incnie  les  fonctions  arbitraires 
*  et  ^'  ne  sont  pas  les  mêmes  i|ue  les  i'onctions  ^  et  4  qui  entrent 
dans  l'intégrale  :  nuiis  ces  six  quantités  ont  entre  elles  une  relation 
qu'il  est  facile  de  trouver.  En  effet,  l'équation 

est  odle  du  plan  générateur  pour  le^iuel  (art.  XXV)  nous  avons 
trouTe  une  autre  équation  en  «,  (p,  4-  ^  l'**"  met  cette  dernière 
équation  sous  b  forme  précédente,  on  a 

Ces  deux  ç(|iiations  appartenant  au  nu'ine  plan,  il  faut  (jue  leur-, 
coefficients  soient  respectivement  égaux;  dune,  en  mettant  pour 
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hdh  sa  valeur  {<p'(p"  —  ■^'■\")day  ou  aura  les  trois  équations 

=  -  (p'  H-  — 


Au  reste,  ces  trois  quantitén  M  'y  noiit       t  .R'IHcieiiis  «lu 

plaj»  (jui  touche  l'arèt**  de  reljioussfiiu'nt  au  jjoiiit  iloiit  les  vuov- 
doimées  sont  fa,  ^1  qui  est  perpendiculaire  au  plan  qui 
oscule  la  courbe  en  ce  point. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  aux  dillë- 
rencea  partielles  du  premier  ordre  que  nous  venons  de  trouver  di- 
rectement par  les  ocmaidérationH  géométriques,  est  la  même  qu'tme 
de  cellies  qu'on  aurait  obtenues  en  difTérenttant  l'intégrale  comprise 

dans  les  trois  équations  M  —  o,  {-^)  —  o,  (7/^"  )  =  o;  car, 

de  l'article  XXV\  et  de  ce  qui  précède,  il  suit  que  l'équation 

)  =  ®  est  la  m^e  que 

;  =  x^a.'  -+-  «'. 


( 


De  plus,  si  l'on  différentie  M  ^  o,  en  r^rdant  sucoessivement 
j?,  y  ciMnme  sedes  variables,  et  en  regardant  «,  ^  conime  con- 
stantes, ce  à  quoi  on  est  autorisé  en  vertu  de  (  ''^^^  )  =  o ,  (      )  =^0, 

on  obtient  deux  autres  équation^  (|ui,  par  l'élimination  de  ^,  et  en 
vertu  des  valeurs  précédentes,  produisent 

y*F«'  H"  I  =  o, 
comme  nous  l'avons  deja  trouvé. 


uiyiii^ed  h'. 
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XXXI. 

Si  l  on  voulait  traiter  cette  équation  aux  difïérences  partielles  du 
premier  ordre  |)nur  l'inté<;rer.  il  famlrait  d'abord  rhci  cher  l'éqxia- 
tion  de  la  projection  de  sa  caractéristique  sur  le  plan  des  a-,  y,  et 
1  On  trouverait 

ce  qui  dtMineiwt  pour  les  projectioii»  de  la  même  courbe  sur  le» 
deux  autres  plans 

'^«i'fh  -I-  «£r  =  o, 

équation»  dont  deux  qudconques  conqKtrtent  la  troisième.  Or  ces 
équations  scNOt  évidemment  celles  d'une  courbe  perpétueUement 
normale  au  plan  qui  a  pour  équation 

et  cfui  t>st  mobile  en  vertu  de  la  variation  de  «';  donc  la  rîtra<'téris- 
ticpie  dont  il  s'agit  ici  est  une  trajectoire  orthogonale  du  plan  géné- 
rateur ;  ce  que  nous  savioiis  déjà. 

Si,  ries  troiî,  dernières  tujuatiou.-.,  on  tire  les  valeurs  de  4>a', 
4  a',  on  trtnive 

f       xdx      yih  -r-  zdz 
«  =  ^  

D*mc,  si  l'on  établit  que  de  ces  trois  quantitr^  diiiei t  ntielles  deux 
quelconques  sont  fonctions  arbitraires  de  la  troisième,  on  aura  les 
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deux  équatioiu  aux  difFérenceâ  ordinaires  de  la  caractéristique,  qui 
seront 

♦(  là-  = 

XXXII. 

L'équation  intégrale  oontenani  lea  trob  f<»ctions  acbitraires 
9,  4»  ^  susceptiMe  de  trois  équations  aux  différences 

partielles  du  premier  ordre,  dans  diacune  desqudles  une  des  trois 
fonctions  arUtraires  ait  disparu.  Nous  venons  de  trouver  celle  de 
ces  trois  équations  qui  est  délivrée  de  la  fonction  ir;  il  resterait 
donc  à  trouver  celles  qui  ne  contiendraient  que  9  et  t  pour  l'une, 
et  4  et  pour  l'autre.  Ces  deux  équations  sont  de  la  nature  de 
celles  qu'on  a  <  outume  de  re};arder  comme  intégrales  intermé- 
diaires qui  n'existent  pas;  elles  existent  néanmoins,  mais  on  ne 
peut  les  olitenir  que  sous  la  forme  d'équations  aux  difTérences 
nn^'lees,  orrlin:iirfs  et  p:irtie!!es.  eelles-KM  étiuit  du  premier  ordre. 
Je  ne  poui  tnis  ("tn'  clair  sans  entrer  dans  des  détails  |>vt'I)niiiiaires 
trop  étendus,  et  je  réîîerve  à  en  parler  dans  un  Memoiie  dont 
l'unique  objet  sera  la  théorie  et  la  eonstruction  des  surfaces  expri- 
mées j)ar  les  équations  aux  différences  mêlées,  ordinaires  et  par- 
tielles, et  dans  lequel  la  surface  dont  nous  nous  occupons  entrera 
comme  un  exemple  remarquable. 

XXXIIL 

Jteeherche  des  équations  aux  difflkenees  partieUes  du  secmd 

ordre. 

Les  étjuaiuni>v  aux  différences  partielles  du  second  ordre  expri- 
ment les  propriétés  des  swfaces,  relatives  ou  à  leurs  lignes  de  cour- 
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Imre  ou  à  leurs  ravons  de  vonrbnre.  Or  la  surface  que  nous  consi- 
dérons jouit,  piu'  rapport  à  ses  courbures,  de  deux  propriétés  qui 
conviennent  à  toutes  les  siii&ces  individuelles  de  la  même  généra- 
tion, et  qui  ne  oonviouient  qu'à  dies  :  la  [N^mièfe  est  qu'une  de  ses 
lignes  de  courbure  est  constamment  plane;  la  seconde  est  que,  pour 
Taotre  ligne  de  courbure,  le  rayon  de  la  première  courbure  est 
constant.  Donc,  pour  trouver  les  équations  an»,  différeiuses  par- 
tielles du  second  ordre,  il  &ut  exprimer  ces  deux  propriétés. 
Occupon»-nous  d'abord  de  la  première. 

Un  plan  ne  peut  convenir  n  toutes  les  lignes  successives  d'une 
même  courbure,  à  moins  qu'il  ne  soit  mobile  en  vertu  de  la  variH- 
tion  d'un  seul  de  ses  paramètres,  ou  que  son  équation  ne  soit  de 
cette  forme, 

dans  laquelle  x  est  constante  pour  chacune  des  lignes  de  courbure 
plane,  et  variable  d'une  de  rt-s  lif^nes  à  la  suivante.  De  plus,  ce  plan 
devant  contenir  toutes  les  normales  à  la  surface  qui  passent  par  les 
points  de  la  ligne  de  courbure,  on  doit  avoir  l'équation 

-+-  q^a  H-  I  =5s  o. 

Actuellement  l'équation  générale  des  lignes  de  courbure  est,  comme 
on  sait, 

{dx-^pdL)dq  =  {àjr'^qdz)dp. 

Poiur  que  cette  courbe  soit  dai»  le  plan ,  il  faut  que  la  valeur  de  ^) 

produite  par  son  «'-(juation,  soit  étralc  à  celle  que  doniu'  l'équation 
du  plan,  diflcreatiée  en  regardant  *  comme  constante,  e'est-à-dnc 

soit  ^ale  à  — Faisant  cette  substitution,  on  trouve 

(V«  —  q)  {r^tt  =  (♦«  —  p)  tWtt). 

On  a  donc  entre  les  trois  quantités  «,  *«,  H  «  trois  équations  des- 


-  358  - 

quelles  il  est  ûicUe  de  tirer  les  valeurs,  et  entre  lesquelles  on  peut , 
par  conséquent,  éliminer  l'indélenninée 
En  lànant,  pour  abréger, 

i  -hp-  -h  q*  =  A' 

et 


on  trouve  pour  les  quantités  a,  «^«t,  W«  les  valeurs  suivantes  : 

»  =  a  H-  -^O'^  H-  g/  —  y  V  )  —  y  ipr  >  qs.—  p\  ) 


4  «  = 


pr  4-  qs  —  p\ 


Donc,  en  éliminant  a,  ou  a  pour  la  surbce  les  deux  équations  aux 
difTérences  partielles  du  second  ordre 

r  "ji  -        _  ,p  I ,  ,  -gt/"  ^  9*  —  y>  )  —  y( P'  ^  y*  ~ ''^  *  1 , 

rqi  -{p'  —  q')s—/>qi  pqr  ^  {q'  —  p')s  -  pqt  J' 

dont  chacune  contient  eacoi f  luu-  des  deux  fonctions  arbitra iresi 
'P,  4  .  et  est,  par  coméquent,  aussi  générale  que  i  intégi'ale  linie, 
qui  en  contient  trois. 

XXXIV. 

lics  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver  d'M[>rès  la  pro- 
priété que  la  ligne  de  courbure  a  d'être  pliinc,  auraient  pu  être  ob- 
tenues par  h  difFérentiatioii  partielle  de  celle  du  pieriiicr  ordre. 
Nous  avons  vu,  en  elïet  (art.  XXVI),  que  celltM'i  est  le  résulUit 
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de  r  élimination  de  «  entre  les  deu\  équations 

o  =        H-        H-  I . 

Or,  si  l'on  dilTérentie  partiellement  ces  deux  équations,  et  si  1  on 
fait  du'  =  p'dx  -h  q'dy^  on  a 

dons  lesquelles  il  est  inutile  de  développer  les  valeurs  de  M»  N  qui 
contiennent  et  v'.  Retnuichant  le  produit  des  deux  moyennes 
du  produit  des  deux  extrêmes,  les  quantités  M,  N,  p\  q'  disparais- 
sent toutes  quatre,  et  Ton  a 

(«t'a'  —  (j)  (r<î»a'     j4  a  )  —        —  p)  (.t*»'  -|-  H  a'); 

c«  qui  donne,  entre  les  trois  quantités  ^«',  *F«\  les  mêmes 
équations  que,  dans  l'article  précédent,  nous  avons  trouvées  entre 
a,  «ta,  NKft,  et  qui,  par  l'élimination  de  a',  produisent  les  mêmes 
équations  aux  difierenoes  partielles  secondes. 

XXXV. 

Le  radical  que  oontient  la  ^piantité  V  est  celui  qui  entre  dans 
Texpression  du  rayon  de  courbure  :  si  donc  on  prend  sa  valeur 
dans  cette  expression,  pour  la  substituer  dans  celle  de  V,  en  nom- 
mant R  le  rayon  de  courbure,  on  aura 


1 
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«t  employant  pour  V  cette  valeur,  au  lieu  d'une  abréviation  qui  a 
quL-lciue  diose  de  capricieux,  on  en  aura  une  autre  qui  emploie  le 
rayon  de  courbure.  Faisant  donc  cette  substitution,  les  valeurs  de 
fit,  «ft,  V«c  deviennent 

et  mettant  pour  a  sa  valeur  dans  les  deux  autres  ëqoatiMiS)  on  aura 
les  deux  équations  aux  diffâvnoes  partielles  du  second  ordre. 

Il  est  nécessaire  de  remarquer  iei  que  le  rayon  R  qui  entre  dans 
ces  équations  est  celui  de  la  courbe  plane. 

XXXVI. 

On  aurait  pu  se  contenter  d*eniploynr  une  seule  des  trois  [équa- 
tions 

Z  =  -H  jrV»  -h  a, 
O  ^  /?♦«  -h  qV»  -h  I , 

{Wct  —  (j)  (r4>a  H-  s^'a)  =  (*«  —  p)         -i-  i**  a), 

pour  chasser  des  deux  autres  Tune  des  deux  fonetions  arbitraires; 
et  alors  les  deux  équations  aux  diflërences  partielles  du  second 
ordre  auraient  été,  l'une  le  résultat  de  rélimioaticm  de  a  entre  les 
deux  équations 

(i  -r-  7"  -\- pi'u)  [qriPa  —  s{i  -h  p^sc)\  1 
H- y  («l'a — p)[^s<ifa  —     I  4- ' 
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et  )  uutit,-  le  résultat  de  rélimination  de  i  entre  les  deux  suivantes: 


2  «  _  af  -h  rVflt -h  «, 

O  =  p{^a.  —  tj)  [/  (i  -t-  q^a)  —  ps^OL\ 
-H  (iH-         y^Fa)    (i  H-         — /?J«F«J; 

d'où  l'on  voit  que  si  les  fonctioii»  t  et  4**  étaient  déterminées  et 
oonnOes,  oes  deux  différentieiles  secondes  seraient  linéaires  en 
r,    (  :  oe  qui  prouve  que  la  surfiiee  à  la<{uelle  elles  appartiennent 

peut  ('tic  engendrée  par  une  couibe  déterminée,  qui  est  ici  la 
génératrioe  ]riane,  et  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  la  considérer 
comme  une  enveloppe. 

XXXVII. 

$*il  s'agissait  d'intégrer  l'une  ou  Vautre  de  ces  équations  sous  la 
forme  que  nous  venons  de  leur  donner,  et  à  laquelle  on  peut  tou- 
joun  les  ramener  en  égalant  à  &  la  quantité  qui  est  sous  les  fonc- 
tions arbitraires»  il  fendrait  ir<i1)oi d  (-lu  icher  les  équatirais  de  la 
caractâisiique;  or  on  sait  que  ci  la  différentielle  de  la  proposée, 
prise  en  r^jardant  r,    t  comme  seule  variable,  est 

R<fr  H-  S«b  +  T<ft  =  o, 

l'équation  de  la  projection  de  la  caractéristique  sur  le  plan  des  x^y 
est 

En  opérant  donc  sur  la  première,  on  trouve  pour  la  caractéristique 

r/r'       -t-  I  -h  /^<I>or)  7<l>«  ] 

-H  flrdy[{q'  -h  i  -i-  p<Pa)  (l  -h p^a)  —  ^'4>a(4>a  —  p)\  J  —  O, 

—  dt-q{l  -+- p<ba)  (*«  —  p)  ] 
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iqiiation  qui  a  (ieux  fartciirs  rationnels,  et  qui  produit  les  <ieu\ 
équations 

{q^  ■+-  1  -h  p^et)d)r     q(9et—  jj)dj:  =  o^ 
q^aàjr-^-  (i  p^«t)dx=^o. 

(  )i»  j^eut  conclure  de  là  ;  i  "  que  la  surtai  t-  a  <leii\  <  iiructt.'nbtiques 
indépendantes,  et  dont  l'une  quelconque  peut  changer,  tandis  que 
l'autre  reste  la  même;  2"  que  les  fonctions  arbitraires  qui  complè- 
tent les  intégrales  premières  et  finies  sont  ownposées  de  deux  qimn- 
titài  différentes  pour  Tnne  et  pour  Vautre. 

L'équation  de  la  première  caractéristique  peut  facilement  être 
mise  sous  Ui  fome 

et  l'équation  arbitraire  de  la  proposée  est 

Z  =  «♦«  Y  H-  «. 

Or,  de  ces  «leux  équations,  la  pretnièTe  est  la  dîlTérentidle  de  la  se- 
conde, prise  en  r^ardant  «  comme  ccMistante,  et  toutes  deux  ont 
lieu  pour  la  première  canu^éristique  :  donc,  pour  cette  caractâris- 
tif|ue,  la  quantité  a  est  constante,  ainsi  que  les  deux  coefficient  de 
réquation 

donc  le  coefficient  Hf  tir  fl'^if^  «  trc  une  fonction  arl)itraire  de  «;  et 
.si  l'on  représente  cette  nouvelle  luuction  par  ^'u^  on  aura 

H-  ÇY»  -1-1=0; 

d'oil  ii  suit  qu'ime  des  intégrales  premières  de  la  proposée  est  le 
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résultat  de  I  élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

a  jc^a  H-.rV«  -h  «, 
o  sss  p^«(  H-  qVtt  H-  1  ; 

ce  que  l'on  savait  déjà. 

Quant  à  la  seconde  caractéristique,  son  équation,  que  nous  ve* 
nons  de  trouver,  peut  fitcilement  être  mise  sous  la  forme 


mettant  pour  <I»a  cette  valeur  dans  l'équation  auxiliau  e,  cm  a 

xdx  -k-ydy  H-  zd* 
flt  ^  — — "  *^  /  '      '  » 

ne  qui  produit  deux  des  équations  de  cette  caractéristique  quenou» 
avons  trouvées  art.  XXXI. 

XXXVIIL 

Nous  avons  dqà  dit  que  la  surface  engendrée  jouissait,  par  rap- 
port à  ses  courbures,  d'une  autre  propriété  générale  qui  pouvait 
servir  à  en  donner  une  définition  complète;  cette  propriété  est  que, 
pour  tons  les  points  d'une  même  ligne  de  la  seconde  courbure,  le 
rayon  de  la  première  courbure  est  constant.  En  effet,  chacun  des 
points  de  la  génératrice  plane  engendre  une  des  lignes  de  la  se- 
conde courbure;  or  cette  génératrice  est  constante  de  forme  :  donc, 
pour  le  même  point  générateur,  le  rayon  de  courbure  de  la  géné- 
ratrice, c'est-à-dire  le  rayon  de  la  courbure  plane  de  la  surface,  est 
constant. 

I.a  lig^c  (le  la  seconde  courbure  étant  toujoitrs  normale  au  plan 
générateur,  les  équations  diHérentieiles  de  ses  projetrtions  sur  les 
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trois  phna  rectangulaires  sont 

*l  <xilz  -f-  dj-  —  o. 

Donc  la  sur&oe  est  teUef  que  si  le  point  de  ]a  génératrioe  plane  ne 
change  pas,  c'e8t<Mîre  que  si  l'une  des  trois  Àpiations  précédentes 
a  lieu,  par  exemple 

•i^adj'  —  Hadx  —  o, 

le  rayon  de  courbure  R  de  la  giénératrioe  pkne  ne  change  pas.  11 
feut  donc  que  l'on  ait 

—  ^xdu:  —  11K</R. 

Si,  dans  cette  équatitm,  on  met  pour  4>«  et  Vft  les  valeurs 
que  nous  avons  trouvées  art.  XXXV,  et  qui  G(Mitiennent  la  même 
quantité  R,  on  aura  une  équation  aux  différences  mêlées,  ordi- 
naires et  partielles,  qui  seule  exprimera  toutes  les  surfaces  soumises 
à  la  génération  dont  nous  nous  sommes  occupés.  Cette  équation  est 
aux  flifférencea  partielles  du  second  ordn'.  puisqu'elle  contient  les 
quantités  r,  ^,  R  ;  elle  est  délivrée  des  deux  fonctions  arbitraires 
<t>,  4-',  qui  dépendent  de  la  nature  de  la  surface  développable  sur 
laqiielle  roule  le  plan  générateur,  et  elle  ne  contient  que  la  fonc- 
tion n,  qui  dépend  de  la  nature  de  la  génératrice  plane;  elle  est,  de 
jdus,  aux  dinérenrps  ordinaires  :  elK-  est  donc  la  difTérentielle  ordi- 
uîure  de  la  trui-n  lae  é(|uation  aux  difTéreiictis  partiellis  dn  -second 
ordre,  équatioi  qu'elle  peut  suppléer,  soit  pour  deseeiulre  de  T in- 
tégrale Bnie  à  T  équation  aux  différences  partielles  du  troisième 
ordre,  soit  pour  remonter  de  celle-d  à  l'intégrale  finie. 
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XXXIX. 

I /«''fjnatinii  au\  fiifiëi'ences  mêlées  que  nous  venons  de  trou\er 
est  la  même  que  «  elle  qn'on  auniit  obtenue  si  l'on  avait  d  aboni 
(lifférentié  l'équatinTi  intégrale  de  l'art.  XX  aux  diftV'reuces  pu- 
tielles  du  secontl  ordre;  oc  qui  n'aurait  pas  sufïi  pour  éliminer 
J'iiidétei  minée  a  et  les  fonctions  ^  et  4»  ainsi  que  toutes  leurs  dé- 
rivées. 11  eût  fallu,  pour  cela,  différentier  ensuite  une  fois  aux  dil- 
férences  ordinaires,  ce  quà  aurait  introduit  le  mélange  des  dilîé- 
roKiea  ordinaires  et  partieBes;  et  «1or>  l'équatioD  réaiillante  eût 
encore  différé  de  celle  que  nous  venons  de  trouver,  parce  que  les 
quantités  jS  et  II|3  qa*eUe  renferme  ne  sont  pas  reqiectiveinent  les 
mêmes  que  R  et  nR:  mais  il  est  Sicile  de  ramener  Tune  de  ces 
équations  à  l'autre,  en  observant,  ce  qui  est  évident,  que  la  quan- 
tité que  nous  avons  exprimée  par  njS  dans  l'intégrale  est  précisé- 
ment celle  qne,  dans  Téquation  aux  différenoes  mêlées,  nous  repré- 
senterons par  R. 

XL. 

Recherches  de  /  étjuatUm  aux  dijjéi  emes  partielles  du  trois winc 

ordre. 

Nous  avons  vu  que,  pour  tous  les  points  de  la  même  ligne  d'une 
courirare,  le  rayon  de  l'autre  courbure  est  constant.  Or  on  sait  que 
l'expression  du  rayon  de  courbure  et  l'équation  de  la  ligne  de  cour- 
bure sont 

 .   .   

R  -  -r-  ^  [I I  -i-7")/-a^7*  +(  I  -»-/''J']-t-VÏÏ^7'J''-  -t-^'}']'-4*'('*— ''J. 

3[n    s  ) 

<ijr_  {l'i-p')t—{t-i-q*\r—  v/((r+  q')r~T,f^s-i-{i^p')t]'  -  4A'(rt  —  *')^ 

équations  dans  lesquelles  le  radical,  qui  est  le  même,  a  des  signe.s 
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différents,  s'il  s'agit  de  la  ligne  et  du  rayon  de  la  même  courbure; 
mais,  si  Ton  veut  comparer  le  rayon  d'une  dëk  courbures  avec  la 
ligne  de  l'autre,  comme  dans  le  cas  présent,  il  fiiut  que  les  signes  du 
radical  soient  les  mêmes  pour  Ton  et  pour  Taotre. 

NcAre  sorfiice  est  donc  telle,  qu'en  donnant  à  —  ^  la  valeur  qui 
convient  à  la  seconde  courbure,  c'est-à-dire  en  faisant 

OU  le  signe  du  radical  est  le  même  que  dans  la  valeur  de  H,  on  ait 

R  —  constante; 

par  eoitstuiiienl 

//R  =  o, 

ou 

Kaisant  eette  substitution,  et  effectuant  les  dilférentiatious  jwrtiellcs 
de  K,  on  aura  l'équation  aux  différences  partielles  du  troisième 
ordre. 

XLI. 

luette  équation  du  troisième  ordre,  (jiip  lums  venons  de  tminf  r 
directement  par  les  considérations  ■;t-oiiu''tri(|ues,  |)<iuviiit  être  <)l»ie- 
nue  par  la  différent lat ion  de  (•liarune  des  ti  ois  e(|iiatinMs  du  second 
ordre.  Commençons  d  aboi<i  pur  1  equ  iiti  n  aux  ditVéï-eiices  nielees 

qui,  étant  regardée  eomme  une  difTérentielle  ordinaire  totale, 
donne  pour  différentielles  partielles 
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En  éliminant  la  fonction,  on  a  l'ctiuation 

(|ui,  si  l'on  effectue  les  difTéreutiations  partielles  de  B,  et  si  i On 
substitue  pour  4»a  et  »Fa  leurs  valeurs  trouvées,  ou  dans  l'ar- 
ticle XXXIII,  ou  dans  l'art.  XXXV,  produira  la  même  équation 
aux  différences  partielles  du  troisième  ordre. 

XLII. 

Enfin,  c'est  encore  la  même  équation  qu'on  obtient  par  la  difTé- 
rentiation  de  Tune  quelconque  des  deux  autres  équations  du  second 
ordre,  et  qui  sont  chacune  le  résultat  de  l'élimination  de  l'une  des 
deux  fonctions  arbitraires  9et,  Va,  entre  les  trois  équations 

Z  —  ,v^a  -I-  yvf  a  -f-  a, 
o  =^ -h  q^et  -h  1 , 
(V«  —  q)  (r#«  H-  f  l'a)  =  («tt — -h  tVet). 

Ci'est  cette  ('-(juation  que  nous  allons  effectuer,  parce  qu'elle  pré- 
sente des  formes  plus  simples.  Soient 

dr  =  udx  H-  wdjr^ 
ds  as  uidâf  -f-  wdx^ 

(à  =  w<h;  H-  i  dj, 
da  —  p'dx  -f-  q'dy. 

En  differentiant  partiellement  l'équation  en  r,       on  trouve 

(n'a  — (  k  tt>a      «ifal  —  (*«  —  /»)  {tu^x      tvTa)  -(-  (rt  —  i'  )         -  '■/''• 
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mais,  en  diffénoatnnt  partieUement  l'équalioii  en  .r,     c,  on  a 

^ft — /»  =  M/»', 

dans  lesquelles  il  est  inutile  de  développer  les  valeurs  de  L  et  de  M. 
De  ces  quatre  équations,  si  Ton  multiplie  Tune  par  l'autre  les  deux 

•'xtrômcs,  vX  l'iinr  par  1  autic  li's  dtniv  inovcnncs,  et  si  Ton  re- 
tranciie  1  une  de  1  autre  ces  deux  produits,  les  quantités  p\  q\  L 
«t  M  disparaissent  à  la  fois,  et  l'on  a 

(♦« — ç)*  {«♦«-!-  itfVflf)— aCFa— ^)  (*«—/?)        -h  ) 

.  =0, 

-♦-(*« — -T- (r^  —  .y-)^H-4>a  -1-4  a  )) 

équatimi  dans  laqaeDe  il  n'y  a  plus  qu*à  substituer  pour  et  Va 
leurs  v^urs  en  différences  partîdles  du  second  ordre,  que  nous 
avons  trouvées  art.  XXXIII  ou  XXXV,  et  roa  aura  l'équation 
aux  différences  partielles  du  troisième  ordre,  qui  exprime  géné- 
ralement la  surface  que  nous  considérons,  indépendamnient  de 
toute  fonction  arbitraire. 

Cette  t'fjuation,  comme  on  voit,  est  linéaire  en  //,  w,  «v.  v. 

J'en  I csleiai  là  par  rapport  ii  cette  surface,  sur  la<jiielle  je  me 
propose  de  i^evenir,  comme  evemple,  lorsque  je  traiterai  de  la  con- 
struction et  de  l'intégration  aux  différences  mêlées,  oiil inaires  et 
partielles;  mais  elle  a  cjueUjues  rapports  avec  une  autre  surface 
dont  je  ne  crois  pits  qu'il  faille  la  sépai  er,  et  dont  je  vais  m'oceuper 
dans  le  para($raphe  suivant. 
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SUR  LA  SURFACE  COURBE  Ql'I  ENVELOPPE  L'ESPACE  PARCOURU  PAR 
UîiE  SPHÈRE  VARIABLE  DE  RAYON,  ET  JX)iM  LE  CENTRE  PARCOURT 
tmE  COURBE  A  DOUBLE  COURBURE  QUELCONQUE. 

I. 

Si  Ton  suppose  qu'une  sphère  variable  de  rayon  se  meuve  de 
manière  que  son  centre  paeoonre  une  courbe  à  double  courbure 
quelconque,  et  que  la  grandeur  de  son  rayon  dépende  de  b  posi« 
tion  du  centre,  cette  surface  parcourra  un  espace  dont  l'enyeloppe 
est  la  surface  dont  noi»  allons  nous  occuper.  Je  pourrais  citer  plu- 
sieurs exemples  de  surfaces  soumises  à  cette  génération,  dont  une 
des  plus  ranarquobles  est  celle  de  la  colonne  torse,  qui  n'est  autre 
chose  que  l'enveloppe  de  l!espace  parcouru  par  une  tfhèee  va- 
riable de  rayon,  et  dont  le  centre  parcourt  une  hélice  de  vis  dwit 
l'axe  est  vertical. 

II. 

Le  centre  de  la  spbève  nwbile  étant  aasujetli  à  être  sur  une  courbe 
à  double  courbure,  ses  trois  coordonnées  ont  entre  elles  les  deux 
relattons  exprimées  par  les  deux  équations  de  la  courbe  :  ainn  deux 
d'entre  dies  sont  fonctions  de  la  troisième;  mais  le  rayon  qui  dé- 

|>end  aussi  de  la  position  du  centre  doit  être  de  même  une  fonction 
de  l'ordonnée  principale  :  donc  le  rayon  et  les  trois  coordonnées  du 
centre  sont  tels,  que  trois  de  ces  quantités  sont  fonctions  de  la  qua- 
trième. Prenant  donc  le  rayon  lui-même  pour  quantité  principale, 
et  en  la  représentant  par  «,  les  trois  coordonni'cs  tlti  centre  seront 
des  foiiclions  de  a,  et  ces  faiictioiii»  seront  arliitiaires.  Ainsi,  pour 
une  valeur  du  rayon  égale  à  a,  l'équation  de  la  surface  de  la  sphère 

47 
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mobile,  coiisulérée  comme  enveloppe,  sera 

dans  laquelle  les  trois  fonctioDs  9,4»^  ^^^^  arbitraires. 

Pour  avoir  une  équation  de  la  caractériâtique,  c'est-à-dire  de 
l'intersection  de  deux  sphères  consécutives,  il  fiiut  différemtier 
réquation  de  la  sphère ,  en  regardant  «  comme  seule  variable  ;  ce 
qui  donne 

Mais  la  caractéristique,  à  laquelle  appartiennent  les  deux  équations 
précédentes,  peut  être  regardée  comme  la  génératrice  de  la  surface 
envdoppe,  en  regardant  cette  courbe  comme  mobile  dans  l'espai'e 
en  vertu  de  la  variation  de  a.  Ou,  ce  qui  revient  au  mêtne,  l'enve- 
loppe n*est  autre  chose  que  le  lieu  de  toutes  les  caractéristiques  in- 
dividuelles qu'on  obtiendrait  en  donnant  à  »  successivement  toutes 
les  valeurs  possibles  :  donc  l'équation  intégrale  de  l'envelopp**  n'est 
atitrç  chose  que  le  rcsnitnt  de  l'clirnination  tie  a  entre  les  deux  équa- 
tions précédentes;  opération  qui  ne  peut  s  efiéctuerque  lorsque  les 
formes  des  trois  fonctions  9,  4>  ^  sont  déterminées. 

IIL 

L'équation  intégrale  de  la  caractéristique  que  nous  venons  de 
trouver  est  évidemment,  cm  x^y,  z,  celle  d'un  plan:  dcmc  cette 
courbe  est  l'intersection  de  la  surlace  de  la  sphère  nioI)i1e  par  un 
plan  aussi  mobile,  et  est,  par  ccHttéquent,  la  circonférence  d'un 
cercle;  mais  ce  plan  ne  passe  pas  par  le  centre  de  la  sphère, 
puisque,  indépendamment  des  trois  termes  qui  contiennent  x — ^ , 
X  —  i  et  Z  —  T.  l'équation  a  un  quatrième  tenne  *  :  donc  ce  cercle 
n'est  point  un  grand  cercle  de  la  splière;  donc  son  plan  n'est 
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noriiml  à  Tenveloppe  en  am un  point  de  la  taraotéristique,  et  ne 
contient  aucune  des  nornmles  de  la  surface. 

IV. 

Si  Ton  considère  la  suite  des  caractéristiques  dont  la  surface  est 
le*  lieu,  il  est  &cile  de  reconnaître  qae  deux  quelconques  d'entre 
elles,  prises  consécutivement,  se  rencontrent  en  deux  points  qui 
sont  sur  la  droite  d'intersection  de  leurs  plans.  Te  lieu  de  tous  les 
points  ainsi  (k'ternunés  est  sur  fa  surface  une  courbe  a  double  cour- 
hure  quia  deux  branches,  <"t  (|ui  est  touchée  dans  iliaeuue  de  ses 
branches  par  cha<|ue  caraclcristi(|ue.  Cette  courbe  est  une  li^ne 
singulière  de  la  surface;  c'est  une  aicte  de  rebroussement,  suite 
nécessaire  de  la  j'énération. 

(îhacun  des  points  de  l'arête  de  rebroussement  étant  U  l'inter- 
section de  deux  caractéristiqiies  consécutiTes,  les  cocvdoiinéfs 
.1 ,  /,  2  de  oe  point  sont  celles  de  la  caractéristique  qui  ne  changent 
pas  lorscpie,  dans  ces  équations,  »  i^iange  et  devient  et-^-da:  on 
aura  donc  une  équation  relative  à  ce  point,  ai  Ton  dilTérentie  les 
équations  de  la  camclértstique,  en  r^^ardant  x,  z  oomme  eon- 
stantes,  et  a  comme .  seule  variable  ;  ce  qui  donne  la  trobième 
équation 

(x  —  (/  —  ■4-) 4"  -+-(*  —  ■}r)-7T"-h  1  —  ç  '  —  4  "  —      =  *»• 

Pour  un  «  «léterminé,  les  trtMS  équations  donnent  les  valeurs  des 
coordonnées  x,  s  du  point  correspondant  de  rarèle  de  rebrous> 
sèment;  et  cette  arête  elle-mênw  est  le  lieu  de  tous  les  points  qu'on 
obtiendrait  ainsi  en  donnant  successîvenimt  à  a  tontes  les  valeurs 

possibles. 

Donc  les  équations  intéj^rales  de  l  aréte  de  rebrouswnient  sont  le 
résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  trois  équations  précédentes. 

47- 
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V, 

Les  valeurs  de  x,  y,  s,  que  produisent  les  trois  équations  fNrécé- 
dentes,  contiennent  toutes  le  même  radical.  Si  les  quantités  <r,  ^, 
4t  ir-  ont  entre  elles  une  relation  telle,  que  la  valeur  de  ce  radical 
commun  soit  nulle,  deux,  caractéristiques  quelconques  ne  se  cou- 
pent plus  en  deux  points;  elles  n*ont  qu'un  seul  point  de  commun, 
et  ce  point  est  un  point  de  contact.  Les  deux  branches  de  la  courbe 
touchée  par  toutes  les  caractéristiques  se  confondent  en  une  seule; 
et  cette  courbe,  sans  cesser  d'être  une  ligne  singulière  de  la  sur- 
face, n'est  plus  une  arête  de  rebrousaement,  die  est  une  ligne  de 
striction. 

Il  est  facile  de  trouver  qu'en  faisant,  pour  abréger, 

l'tkjuation  qui  établit  la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  le» 
quatre  quantités  «,  ^,  4«  ^*  ^  radical  s'évanouisse,  est 

Cette  relation  est  destinée  à  chasser  une  des  trois  fondions  ^,  4> 
Pour  oe  cas  particulier,  l'équation  iiU:égvale  ne  doit  donc  renfermei- 
que  deux  des  trois  fonctions  ^,  4>  ^i  équation  aux  diffé- 

rences partielles,  déUvrée  de  tuutc  fonction  arbitraire,  ne  doit  donc 
être  que  du  second  ordre.  Mais  {'équation  en  tx,  ip,  "l,  tt,  que  nous 
venons  de  trouver,  n'est  pas  algébrique;  elle  est  aux  différences 
ordinaires  du  second  ordre:  on  ne  peut  donc,  par  son  moyen,  éli- 
miner imc  des  trois  ibnctioils  aibitr  iircs  et  ses  deux  dérivées,  à 
moins  qu  on  ne  différentie  aux  liiHircnees  ordinaires  les  autres 
équations  qui  appartiennent  à  la  surface.  L'équation  difïérciiliclle 
de  ce  tas  particulier  doit  donc  être  auv  ditTérene<'s  mêlées,  ordi- 
naires et  partielles.  Je  l  e viendrai  sur  cette  surlace,  et  je  la  traiterai 
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dans  le  plus  grand  détiùl,  lorsque  je  l'emploierai  comme  exemplt- 
êam  le  Mémoire  que  je  donnerai  sur  les  équations  aux  dilTérences 
mêlées. 

VI. 

Lorsqu'une  :»url"ace  est  du  pivniier  ordre,  ou,  pour  mieux  dire, 
lorsque  l'équation  de  si>ii  enveloppée  ne  contient  qu'une  scuir 
fonction  arbitraire  de  «,  son  arête  de  rebroussement  est  toujours 
susceptible  d*ètiie  exprimée  par  une  seule  équation  aux  difF(&enees 
or^naires,  délivrée  de  «  et  de  la  fonction.  En  effet,  soit  M  =  o 
réqnatîon  de  renvdojipée  (}ui  ne  soit  composée  que  de  s, 
((,  fa;  les  équati<M»  intégrales  de  l'arête  de  rebroussement  seront 

M  -  o, 

On  pourra  donc  diflSérentier  les  deux  premières,  en  regardant  « 
comme  constante;  ces  deux  premières^  et  leurs  différentielles  ordi- 
naires, ne  contiendront,  par  rappcHrt  à  a,  que  a,  f'a  :  on  pourra 
donc  toujours  éliminer  ces  trois  quantités  entre  les  quatre  équa- 
tions, et  réqoation  aux  différences  ordinaires  résultante  exprimera , 
en  général,  les  arâtes  de  rebroussement  de  toutes  les  surfaces  sou- 
mises à  la  même  génération,  et  renfermera,  comme  cas  particuliers, 
toutes  les  (caractéristiques  de  ces  sur&ces. 

Dans  les  surfaces  d'ordres  supérieurs,  comme  (  «  Ile  que  nous  trai- 
tons, et  dont  l'équation  de  l'enveloppée  contient  plus  d'une  fonc- 
tion arbitraire  de  «,  quelque  loin  que  l'on  pousse  les  diflTcrentirt- 
tiotis  ordinaires,  il  c>t.  en  t^énéral,  impossible  d'éliminer  toutes  les 
lonelioiLs.  [)aree  (jue  eluujue  dilférentiatiuii  introduit  (les  dt^rivees 
nouvelles;  et  I  on  ne  peut  avoir,  pour  I  arête  de  rebroussement, 
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line  équation  dâivrée  de  «  el  de  toutes  ses  fonctions,  qu*aux  diflë- 
rences  méléeS)  ordinaires  et  finies.  Gda  tient  à  ce  que,  dans  notre 
cas  par  exemple,  pour  qu*un  point  appartienne  à  une  arête  de  re- 
hroussement,  il  ne  suffit  pas  que  chacun  de  ses  points  soit  déter- 
miné par  l'intersection  de  deux  circonférences  de  ontsles  consécu- 
tifsi  et  variables  de  rayon;  car  ai  Ton  faisait  mouvoir  un  ca^e 
variable  de  rayon  de  manière  qu'il  fût  perpétuellement  tangent  à 
une  même  couibe  donnée,  sa  circonférence  n'engendrerait  pns  la 
surface  dont  nous  nous  occupons.  II  (aut  que  les  circonférences  des 
deux  oerdesconsec  iitifs  m  i  nupent  en  deux  [)()ints,  et  (jue  ces  deux 
points  soient  sur  les  deux  branches  de  l'ari  le  de  rebroussement. 
Dans  réqiiiition  diff'rrentielle  de  cette  nrête,  on  est  doue  oblijîr  <le 
eonsidéici  en  inèiiic  temps  «leux  |>oints  placés  à  une  distatu-e  iinie: 
re  <|ui  iiitiotliiit  iircessairenient  les  «lifl'érenecs  limes  hjuis  un 
Mémoire  ou  je  ni Oeenpeuu  de  la  construction  des  ecpiiitiouh  aux 
diliéieut  es  mêlées,  ordiiiaii  (  ■>  et  finies.  l'arète  de  rebroussement 
dont  il  s'agit  ici  entrera  natureileiuent  eoimne  exemple. 

VII. 

l'ouï  trouver  directement  les  é<|uations  tie  la  surfai-e  aux  difté- 
renees  partielles  du  premier  ordi*e,  il  faut  exprimer  une  pro(>riété 
générale  du  plan  tancent  ou  de  la  normale  :  or  la  surface  a  évidem- 
metA  cette  propriété,  «pie  si,  par  un  quelconque  de  ses  points,  on 
lui  mène  une  normale,  cette  droite,  qui  sera  aussi  normale  à  la 
spbàre  enveloppé-e  ([ue  la  surface  touche  en  ce  point,  passera  par 
le  centre  de  la  splière.  Or,  en  nommant  x\  z'  les  coordonnées 
du  point  variable  de  la  normale,  les  deux  équations  de  cette  droite 
sont,  conune  on  sait, 

X'  J?  -4-  p{z'  —  Z)  O, 

r'— .>"        —  = 
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la  iionualc  <ii'vaiil  passt'i'  par  le  centre  de  la  splific  doal  les  c-oor- 
données  sont  4*>  ■^*>  deux  équations  doivent  donc  avoir 
lieu  pour  la  surface,  en  mettant,  pour  .r',  >  z.\  les  valeurs  res- 
pectives    4>    •  donc  on  aura 

as  —  f-i-p{z  —  v)  —  o, 

J— î    —  "w^)  —  o« 

Tirant  de  ces  deux  équations  et  de  celle  de  la  sphère  les  valeurs  de 
r,  )',  3,  et  faisant,  pour  abréger, 

I  -f-  />'  -h  ç'  = 
on  aura  les  trois  équations 

{X  —  ^)lc  H-  «/;  =  O, 

(r— 4)*  +  «?  =  o» 

{z  —  'ir)k —  «  =  o, 

qui  comprennent  les  trois  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre  de  b  surfkce;  c*est4-dîre  que,  si  l'on  prend  ces  trois 
équations  deux  à  deux,  ce  qui  se  peut  fiiire  de  trois  manières  difFé^ 
rentes,  le  résultat  de  l'élimination  de  «,  entre  chacun  de  ces  trois 
systèmes,  sera  une  cfea  trois  équaticms  différentielles  du  premier 
ordre.  Ainsi  ces  trots  équations  sont,  la  première,  le  l'ésultat  de 
l'élimination  de  «  entre  les  deux  équations 

[jc  —  -h  «p  -  o, 
(y  —  4)k-\-aq  =  o; 

la  seconde,  le  résultat  de  l'âimination  de  a  entre  les  deux  suivantes: 

—         «y  =  o. 

(z  —  ir)k —  a  =  oj 
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et  la  troisième,  le  résultat  de  réliminatioii  (\v  a  entre  les  deux 
autres  : 

(a  — w)A —  a  —  o, 

(x  —        i-      =  o, 

oii  l'on  voit  que  chacune  de  ces  trois  différentielles  est  délivrée 
d'une  des  trots  fonctions  arbitraires  ^,  4> 

VIIL 

Puisqae  toutes  les  ntnnules  à  la  surface,  menées  par  les  points 
de  la  génératrice  considérée  dans  une  position  fixe,  passent  par  le 
même  point,  qui  est  le  caitre  de  la  sphère  correspondante,  la  géné- 
ratrice est  telle,  que  les  nonnales  «{ui  passent  par  deux  de  ses  points 
consécutifs  sont  dans  un  même  plan;  elle  est  donc  la  ligne  d'une  des 
courbures  de  la  surface.  Il  y  a  donc  entre  la  surface  que  nous  consi- 
dérons id,  et  celle  qui  &it  Tobjet  du  paragraphe  précédent,  cette 
analogie,  que  dans  l'une  et  Tautre,  la  ligne  d'une  des  courbures  est 
plane;  mab  il  y  a  cette  difTérence,  que  dans  la  sur&ce  précédente 
le  plan  de  cette  ligne  de  courbure  contient  toutes  les  nonnales  qui 
passent  par  ses  différents  points,  tandis  que  dans  celle-ci  le  plan 
n'en  contient  aucune.  Le  lieu  des  nonnales  qui  passent  par  la  même 
ligne  plane  de  courbure  est  la  surfnoe  d'un  cône  à  base  circulaire, 
dont  le  sommet  est  au  centre  de  la  sphère,  et  dont  la  base  est  dans 
le  plan  de  la  ligne  de  courbure. 

IX. 

Pour  tous  les  points  de  la  même  ligne  de  courbure  plane,  le 
centre  de  cette  même  courbure  n'est  autre  cliose  que  le  centre  de 
la  sphère  enveloppée  :  donc,  dans  la  stirface  que  nous  considérons, 
le  lieu  des  centres  d'une  des  courbures  cesse  d'être  ixac  surÊice 
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»"oiirbe;  il  se  réduit  a  une  ligne  courbe,  *'st  vt-Wv  ([iic  parcourt 
le  centre  de  la  sphère  mobile,  eoinnie  cela  arrive  aux  surfaces  de 
révolution,  ijui  en  sont  des  eus  pai  ticulieis. 

X. 

D*après  «  la,  il  est  lacilc  de  trouver,  par  des  considérations  géo- 
métriques, les  trois  équalious  aux  «liiîéreJices  partielles  du  second 
ordre;  car  il  évident  que,  pour  tous  les  points  de  la  ligne  plane  de 
(.'ourbure,  le  rayon  de  cette  courbure  est  conatant  et  égal  au  rayon 
de  la  splière  enveloppée,  que  nous  avons  représenté  par  «.  Or 
l'expression  générale  du  rayon  de  couri>ure  est  donnée  en  R  par 
l'équation 

W  {rt  —  S')  '  R/,[ii  i-r/-)r— 2/^r/.>  h(H-/^'|/)-hX-'=o; 

floue,  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  H  ,  et  la  substituant  pour  « 
dans  les  trois  équations  aux  dilVerciuu'rt  premières,  les  trois  équa- 
tions aux  dillérenees  paitielles  secondes  seront 

(«—  ^R)  *  -j-/>ft  =  o, 
(/-4R)*H-çR«o, 
{z  —  TrK)k—  R  ==o, 

équations  qui  sont  séparées,  et  dont  chacune  ne  contient  plus 
qu'une  fonction  arbitraire. 

Ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  aurait  obtenues 
en  différentianl  partiellement  les  trois  équations  aux  différences 
premières. 

XL 

Les  équations  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  expri- 
ment les  propriétés  des  surfaces  courbes,  relatives  aux  variations  de 
leurs  lignes  de  courbure  ou  de  leurs  rayons  de  courbure  :  or,  par 
rapport  à  ces  variaticms,  la  sur&ce  que  nous  considérons  jouit  évî- 
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(leiiinieiit  de  cette  proprit-tt',  <juf,  pour  tons  les  pomis  di-  lu  ligne 
plane  de  courburf,  if  1  a)  011  dt-  cette  même  courbure  t  sl  luantant  : 
ce  qui  établit  une  opposition  entre  cette  surface  et  celle  du  para- 
graphe précédent,  dans  laquelle  le  rayon  de  la  courbure  plane  est 
constant  pour  toi»  les  points  d'une  même  ligne  de  l'autre  couibure. 
Si  donc  on  représente  par 

l'équation  générale  de  la  ligne  de  courbure  que  nous  avons  donnée 
art.  XL  du  paragrafrfie  précédenti  et  dans  laquelle  le  signe  du 
radical  doit  être  différent  de  celui  qui  entre  dans  l'expression  du 
rayon  de  courbure  R,  afin  que  le  rayon  et  la  courbe  appartiennent 
à  la  même  courbure,  il  faut  qu'en  donnant  à  ^  la  valeur  qu'elle  a 
dans  cette  équation,  le  rayon  de  courbure  soit  constant,  ou  que 
l'on  ait 

«fR  =  o, 

ou  enfin 

On  aura  donc,  poui*  tous  les  points  de  notre  surface, 

B(S)-Hi;")='>- 

Si  Ton  effectue  les  différentiatioos  partielles  indiquées  dans  cette 
équation,  cm  aura  Téqualion  unique  aux  différences  partielles  du 
troisième  ordre  de  la  suHàœ. 

XII. 

Pour  effectuer  les  différentiadons  partielles  de  l'article  précé- 
dent, et  arriver  à  un  résultat  mieux  ordonné,  je  reprends,  dès  l'ori- 
gine, la  recherche  des  lignes  et  des  rayons  de  courbure. 
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îiCS  équations  de  la  normale,  en  or' ,    ,  z'  sont,  comme  on  sait, 

j  '  —  .1  +/;(r.'—  :)  ^  o, 

/— .r-h  ^{z'  — s)  =  o. 

Si  l'on  consufère  deux  nonnales  consécatÎTes,  tdles c{u*elles  soiatt 
dans  un  même  plan,  ou  qu'elles  se  coupent,  il  faut  dîfTërentier  ces 
deux  équations,  en  regardant  x\x'y  %'  comme  constantes;  ce  qui 
donne 

flx\\-\-p*^{%' —z)r\-\-dy\pq  —  {z'  —z)  =  o, 
dx\pq^{z'  —  z\s\  -^dy\\-\-q*  —  (a'—  »)<]  =  o, 

(laiis  lesquelles  la  valeur  de  ^-  est  celle  (|ui  convient  à  la  li^ne  de 
courbure  par  laquelle  passent  U*s  deux  iiorninles  ct)nsécutives,  et 
dans  les  quatre  équations,  les  coordonnées  .r',  >  z'  sont  celles  du 
pr^int  de  rencontre  des  «Iciix  normales,  et,  par  conséquent,  du 
« Tutre  «le  la  c^ourbure  :  on  aura  donc 

ou 

substituant  cette  valeur  de  z'  —  z  dans  les  deux  équatioms  différen- 

tif  lies,  elles  deviendront 

«te^i-h/»»  — -h  dy{^  —  ^)=so, 

x)    '^J'  (»  +  y*—  x)  = 

Actuellement,  soit  fait,  pour  iB^réfper, 

Rr  —  (I  +  f) '  )k  =  A , 

4H. 
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réquation  de  la  projection  de  la  ligne  de  couibure  sera,  indifTérem- 
inent,  Tune  des  deux  suivantes  : 

Adx     Udj  —  o,      Hdjc  -f-  Cdj  =  o, 

entre  lesquelles  éliininant^,  on  aura,  pour  l'équation  qui  donne 
la  valeur  du  rayon  de  la  même  courbure, 

AC  — B«=o. 

C'est  cette  équation  qu  il  laut  difterentier  partiellement  pour 
avoir  les  valeurs  de        i  ^^)* 

XIII. 

La  différentielle  ordinaire  de  l'équation  AG  —  B*  =  o  est 
CdA  —  aB<;B  h-  AdC  =  o, 

ou,  en  mettant  pour  d\,  d\i,  dC  leurs  valeurs, 

dR  {Cr  —  aUs  -h  A/)  H-  R  (Cdr  —  iUds  -f-  Adt)  i 
—  u/-  [Cpdp  —  B  (pdfj  -f-  (/dp)  -h  tiydq  J  |  =  o. 

Donc,  si  l'on  fait 

dr=  udx  ■+-uidjrt 
ds  =  tudx  H-  wdxt 
dt  =  wdx  H-  iirfr, 

les  deux  différences  partielles  de  cette  équaiion  sont 

(ïs)  l*^»* — *Bf -»- A')  -»- R{Cb— aBiH-»- Kw)  —  aikfCp/—  B(yï  -t-  ps)  -h A^s] 
_C+ÎÎ  f  + C  -      B  +  (1 + <r«)  A  J  =  o, 

('^j  (O— «B'-^-A/l-h  R{(:w—aBw-(-Ar)  — 2AfC/M—B{yj-*- /»/)-(- A.7/j 
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i*our  substituer  ce*  valeurs  ^{j^  j*  (^r  ) 

i)  faut  multiplier  la  première  par  B,  la  seconde  par  A,  et  retran- 
cher; ce  qui  donne,  pour  Téquation  aux  différences  partielles  dn 
troisième  ordre, 

"Mais  (1rs  trois  termes  dont  cette  équation  est  composée,  le  second 
est  le  double  du  troisième.  En  cfTet,  si  dans  les  équations  qui  don- 
nent les  valeurs  de  A,  B,  on  prend  celles  de  i  j-  /»' ^  p*/,  •  —  7" . 
pour  les  substituer  dans  le  dernier  lacteur  du  troisième  terme,  on 
trouve,  à  cause  de  AG  —  B  ^  =  o, 

(I -H (C -  aB/»^ -H  (iH- 9* ) A  =  j (O -  att* -h  AO, 

«•t,  j)r('naiit  «laiis  les  mêmes  e(Hi;itioiis  pour  r..<(,t  lenrs  valeurs  pour 
les  substituer  dans  te  premier  liu  leur  du  même  terme,  on  trouve 

donc  le  troisième  terme  de  l' équation  aux  difTérences  partielles  du 
troisième  ordre  sera 

—  *  (B/;  —  Ay)  (O  —  aB*  H-  Al), 

et,  par  eonséquent,  la  moitié  du  second  terme:  donc,  rédmsant  et 
chassant  C  au  moyen  de  AG  —  B*  =  o,  cette  équation  sera 


—  a  (B/?  —  Aq)  (B'r  —  a  AB*  h-  A'/) 


—  o, 
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daD$  laquelle  il  a  y  a  plus  qu'à  «ubstituer  pour  A  et  B  leurs  valeurs, 
qui  sonl  en  différenoes  partielles  du  second  ordre. 

XIV. 

S  il  h  agissait  <i'intt'};rfr  rt'tlt*  équation,  sa  .simplu  lU  lendrail 
ro|n;ratioa  très-lacile.  tlu  efiet,  l'équation  tie  la  projection  de  la 
«îaraet»'ristique  est 

ti'dy  ^  SÛ'Adr'dx  -h  âbA'dj-tùv'  -h  A'<ir"  =o, 

qui  est  un  cube  parfait,  et  dont  la  racine  est,  IndifTéreminent, 

Hdf     \di'  —  o, 

ou 

Cdr  ■+-  Brf«  —  o, 

à  cause  de  AC  —  o  ;  ce  qui  prouve  que  la  surface  n  a  qu'une 
seule  caractéristique,  et  que  la  quantité  qui  doit  entrer  sous  les  trois 
fonctions  arbitraires  qui  complètent  son  int(-gralc  finie,  est  la  même. 

Remettant  dam  ces  équations,  pour  A,  B,  C,  leurs  valeurs,  elles 
deviennent 

(  K.v  —  fiif/,  )  (/f  +-  [  Rr  —  (  I  +  //■  )  X- 1  dr  =  o, 
[R«  ~  (i  H-  y A J  dy  -h  (R.V  —pqk)  de  —  o, 

ou 

\\d/t  —  /•  {dji  H-  pdz)  —  f). 
Kd(j  —  k  {dy  n-  qdi)  —  o, 

entra  lesquelles,  si  l'on  élimine  la  quantité  R,  on  trouve  fiour  la 
caractéristique, 

[dy  -h  fjdz  )  df)  —  \dx  -t-  i>dz)  dtj, 

qui  est  l'équation  {i;énérale  de  la  ligue  de  i'ourhure  ;  donc  la  carac- 
téristique est  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface. 
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Si,  (les  (ItMix  éqiuUions 


Rdp  —  k  {dx  +  pdz)  =  Oi 
Rdq  —  k  {djr  -+-  qdz)  =  o, 

et  de 

dx  —  pdx  —       —  o, 
on  tire  les  valeurs  de  f/u*,  d^j  dz^  on  trouve 

k 

dy  =l^'fl, 
dz  =■  —  Rrf  ^  > 

t'fju.iii(<a>  qui,  en  regardant  R  comme  constante,  sont  de*,  ditlt'ivii- 
tiellei.  éxactej».  Or  ces  trois  équations  ont  lieu  pour  la  caractéris- 
tique: donc,  pour  tous  les  points  de  cette  courbe,  la  quantité  K 
est  constante;  donc,  en  intégrant  ces  trois  équations,  et  les  complé- 
tant chacune  par  une  fonction  arbitraire  de  la  quantité  R,  qui  a  été 
regardée  comme  oonstantet  on  aura,  pour  la  sur&oe  courbe,  les 
trois  équations  premières  séparées 

z  — irR  RjJ» 

dans  lesquelles  il  hxA  mettre ,  p<Mir  R,  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure en  diflerences  partielles  du  second  ordre. 

La  quantité  R  étant  la  seule,  dans  ces  équations,  qui  contienne 
des  différences  partielles  du  second  ordre,  il  est  évident  que»  si  Ton 
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«liminait  R  entre  doix  quelconques  de  ces  équationSi  le  résultat  ne 
renfermerait  plo»  que  des  diffêrences  partielles  du  premier  ordre, 
et  contiendrait  deux  des  fonctions  arbitraires;  ce  résultat  serait 
donc  une  des  intégrales  secondes.  L'élimination  dont  il  s'agit  ici  ne 
peut  s'effectuer  tant  que  les  fonctions  qui  contiennent  E  sont  arbi- 
traires, et  l'on  ne  peut  que  l'indiquer.  Donc  les  trois  Intégrales 
sectmdes  sont  les  résultats  de  l'élimination  de  l'indéterminée  R  entre 
les  trois  é(|uatioiLs  {)réc(>(lcnt(>s  considérées  deux  à  deux  ;  ce  qui 
peut  se  faire  de  trois  manières  différentes. 

I-'tilin,  si  l'on  (ait  la  somme  des  carrés  des  trois  équations  pré<^ 
cédeutes,  on  trouve 

(ar—  ^H)'     (r  —  4R)»  -h  {z  —  tR)'  =  R", 

qui  est  l'équalioii  (le  1  Cnvt'IopptH'  mobile,  ni  vertu  de  la  variation 
de  rindétenninée  U.  L'etiuatinn  iiih-^i  ale  iinie  est  iloiR-  le  résultat 
de  réliininatiou  de  11  entre  celle  équation  et  sa  ditréreatielle,  prise 
en  regardant  R  comme  seule  variable. 

XV. 

L'équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  que  nous 
venons  fie  traiter,  appartenant  à  une  surface  qui  n'a  qu'une  seule 
caractcristi(jue,  et  Tintcgrale  Jinie  de  l'enveloppée  ne  contenant  les 
4|uantités.i",  j',  (p«,  ^«que  sous  les  parenthèses  (.r — <pa),  (  >  — 4-^), 
elle  [>ent  être  intéjjjrée  d'une  autre  manière,  que  je  ne  dois  pas  pas- 
ser sons  silence,  pai're  flic  convient  a  toutes  les  autres  équations 
qui  sont  dans  le  niénie  cas,  et  pour  les  ordres  supérieurs  au  premier. 

JNous  avons  vu  que  l'équation  de  la  caractéristique,  déduite  de 
l'équation  du  troisième  ordre ,  est  indifféremment  l'une  des  deux 
suivantes  : 

Brfj  -h  AcLu  =  o,    C</j     hdx:  =  o  : 
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mettant  pour  ^  sa  valeur       dana  la  proposée,  elle  devient 

K(u(ia;''  -i-  3wdv'f/y  m  3it7/.iY/r^  -f-  vdf*) 

—  Zk{pdjt:  H-  <jdj  )  {t'di  -      usd^udj-  -h  tdj^) 

Si  Ton  considère  cette  équaticm  comme  appartemmt  à  la  rarfiiee, 
et,  par  conséquent,  aussi  à  Tenvdoppée,  de  manière  que  dx^dy 
puissent  être  regardées  l'une  et  Vautre  comme  constantes,  elle  peut 
être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

Rrf*«  —  $kdzddz  =  o. 

Actuellement,  des  deux  t'quations  de  la  airactcrisliquc,  si  l'on  mul- 
tiplie la  première  par  dx^  la  seconde  par  dj-,  et  si  Ton  ajoute,  on  a 

Cdy'  ■+■  ^Bdxdy  ■+■  Adx*  =  o, 

qui,  par  la  restitution  des  valeurs  de  A,  U,  C,  donne 

R  {rdx*     %sdxdy  +  tdy*) 

—  *[(n-/»')<fa'H-  %pqdxdy  •^{i-^q*)dy*'\ 

ou 

fiddz~-k[dx^-^dy^ -k-dz*)  =  Oi 

au  moyen  de  laquelle  cha^nt  j  de  l'autre  équation  aux  dilTérenoes 

ordinaires  de  z,  on  trouve  pour  la  sur&oe,  et  par  conséquent  pour 
l'enveloppée,  l'équation  aux  dtffàvnoes  ordinaires  du  troisième 
ordre, 

(rfr*  H-      -h       d*%  —  Zdsddz*  =  o, 

qu'avec  un  peu  d'habitude  on  reconnaît  aisément  pour  être  l'équa- 
tion générale  de  la  sphère,  quelles  (|ue  soient  et  la  posiiiou  de  son 
centre  dam  l'espace,  et  la  grandeur  de  son  rayon;  mais  si  on  ne  la 
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reconnaissait  pas,  il  serait  très-facile  de  Tintégrer,  car  elle  n'e»t 
antre  chose  que 

 H-«)=o. 

dont  l'intégrale,  complétée  par  la  constante  arbitraire  est 

àx*  -h  dy^  H-  <fe*  -h  (a  —  J)  ddz  —  o. 

En  regardant  dx^dy  comme  constantes,  cette  intcgrale  est  une 
autre  différentielle  exacte,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

d  ^dx  -^ydy  h-  («  —     <ùj  =  o, 

dont  l'intégrale  doit  être  complétée  [).u  une  quantité  de  cette  forme 
pdx-^-ydy^  puisque  dx^dy  ont  été  regardées  toutes  deux  comme 
constantes  dans  la  différentîation;  donc  l'intégrale  seconde  sera 

{x  —     cdr  H-  (j  —  y  )  dy      (s  —  J)  dz  =  o, 

dans  laquelle  |9  et  ^  scmt  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  intro> 
duites  par  la  même  intégration  :  ainsi,  Tint^rale  troisième  de  l'équa- 
tion de  l'enveloppée  sera 

Or  la  surfrce  à  laqudie  ajqpartient  la  proposée  n'a  qu'une  seule 
caractéristique;  par  conséquent,  des  quatre  constantes  afbitraires 

que  contient  l'intégrale  précédente,  trois  quelconques  sont  des 
fonctions  arbitraires  de  la  quatrième  :  donc  l'équation  intégrale  de 
Tenveloppée,  considérée  comme  mobile  en  vertu  de  la  variation 
de  son  rayon,  est 

(.t?—  (r—  4«V      {z  —  TtaY  =sfle*; 

donc,  enfin,  l'équation  intégrale  de  l'enveloppe  est  le  résultat  de 
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réUminatioa  de  «  entre  cette  équation  et  sa  fltffénentielle,  prise  en 
r^aïdant  ec  cMnme  seule  variable. 

XVI. 

Lorsqu'une  surface  courbe  n'a  qu  uiu-  M  vile  caractéristi(|ue,  c'est- 
à-dire  lorsque  les  fonctions  arbitraires  qui  complètent  son  équa- 
tion intégrale  sont  toutes  composées  d'une  même  quantité  «,  il  est 
toujours  posnble  de  déterminer  quelles  doivent  être  les  formes  de 
toutes  ces  fonctions,  pour  que  la  surface  passe  par  autant  de  coiurbcs 
données  arbitrairement  dans  t'espace,  ou  embrasse  autant  de  sur* 
fiices  couibes  données.  Mais,  ccKnme  le  procédé  est  un  peu  ccmipli- 
qué,  je  vais  en  donner  la  marche  pour  l'un  et  pour  l'autre  cas. 

XVII. 

Trois  courbes  étant  données  arbitrairement  dans  l'espace,  déter- 
miner les  formes  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  Tinté- 
grale,  pour  que  la  surfiice  passe  par  ces  trois  courbes,  ou,  ce  qui 
reviei^  au  même,  pour  que  l'enveloppée,  dans  son  mouvement,  soit 
perpétuéDement  tangente  à  ces  trois  courbes. 

Représentons  les  deux  équations  qui  comprennent  Tîntégrale, 
par 

puis,  soient 

M  =  o,    iN  =  o, 

les  deuK  équations  données  en  x,  j,  2  de  la  première  des  trois 
courbes  par  lesquelles  la  surface  doit  passer.  Si  l'on  considère  en- 
semble les  trois  équations 


L  =  o,    M  =  o,    IS  =  o, 

49- 
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c'est-à-dire  si  Ton  regarde  les  coordonnées  a  ,  j-,  z  comme  ayant 
respectÎTement  les  mêmes  valeurs  dans  les  Ixtns  équations,  ces  cooi^ 
dbnnées  sont  celles  d'un  point  commun  à  Tenveloppéeetà  la  courbe; 
mais  il  ne  suffit  pas  que  ce  point  soit  commun  à  la  courbe  et  à  la 
surface,  il  &ut  qu'O  soit  un  point  de  contact:  donc,  si  l'on  diffé- 
rentie  aux  diiférences  ordinaires  ces  trois  équations,  ce  qui,  pour 
la  première,  donnera 

(  f  —  (far)  (Le  ■\  -  {y  —  4«)  ^Jl'  +      —  ■""*)  ~ 

et,  pour  les  deux  autres, 

X'<&4-Y'rfr-HZ'rfs  =  o, 
X'dU'-t-  \  "(l,y  -f-  Z'V;  —  o, 

dans  lesquelles  les  six  coefficients  sont  connus  et  donnés  par  la  dif- 
férentiation,  il  fiiudra  que  les  deux  quantités  <  ^  '  qui  déter- 
minent la  direction  de  la  tangente  de  la  courbe,  aient  chacune  la 
même  valeur  dans  ces  ^<hs  équations  ;  donc,  si  l'on  élimine  ces 
deux  quantités  entre  les  trois  équations,  on  aura  en  a;,  j,  z,  ^ ,  4» 
une  équation  que  je  repr^nte  par 

G  =  o, 

et  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  courbe  et  l'enveloppée  se  tou- 
chent dans  le  point  que  l'on  considère.  Ainsi  l'on  aura,  entre  les 
trois  coordonnées  de  ce  point,  les  quatre  équations 

L  =  o,    Mœo,    N  =  o,  G=ïO. 

Donc,  si  Von  élimine  entre  elles  les  trois  coordonnées  r,  r,  z  du 
point  de  contact,  on  aura  en  ac,  ^«t,  4"»  une  équation  que  je 
représente  par 

U:=0, 
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et  qui  exprimera  la  relation  que  doivent  avoir  entre  eHes  les  trois 
fonctions  arbitraires,  pour  que  l'enveloppée  touche  la  première 
courbe  dans  un  certain  point. 

Actuellement,  si,  pour  chacune  des  deux  autres  courbes  données 
par  lesquelles  doit  passer  la  surface,  on  fait  les  opérations  ana> 
logues,  on  anra  deux  autres  équations 

H'=o,    H"  =  o, 

qui  seront  aussi  en  ce,  ^a,  -^a,       et  qui  donneront  les  relations 

que  les  fonctions  ,ir])itniire8  doivent  avoir  entre  elles,  pour  que 
l'enveloppée  touclie  chacune  de  ces  deux  coiirhtvs. 

Mais  il  ne  suffit  pas  que  l'enveloppée  toueiie  cliaeune  «les  trois 
roiirbt's  ;  il  faut  ([uc  <•(■  cojitarl  ait  lieu  pendant  tout  son  mouve- 
ment, c'est-à-<lire  il  t.iut  <jiie  li  s  relations  <jue  nous  venons  d'ex- 
primer ne  cessent  pas,  quand  même  a  varie  :  donc  il  faut  que  l'on 
ait  encore 

dlV  o, 
rfH"=o, 

équations  qui  contiendront  les  quantités  a,  far,  9'^*  4'^* 

vtc.  Nous  aurons  donc,  entre  ces  sq>t  quantités,  les  huit  équations 


L 

=  0, 

H 

=  0, 

dn  =^0, 

H' 

=  0, 

dW  ^  0, 

H' 

=  0, 

rfH'=o. 

Donc,  l'n  ('-limiuant  les  sept  quantités  entre  res  huit  équations,  on 
aura  eu  .r,  )  ,  r  une  équation  délivrée  de  y  rt  de  toutes  les  fonctions 
arbitraires,  et  qui  sera  celle  de  la  surface  demandée. 
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XVIII. 

Trois  hiafaccs  rdiiilifi  «'tant  (loiiiiccs  arbitrairement  dans  l'es- 
pace, dt'tcrniiiu  r  les  loruio  (jue  doivent  avoir  les  foiu'lioiis  arbi- 
traires dajis  l'équation  intégrale,  pour  que  la  surface  engendrée 
touche  chacune  des  snr&ces  données  dans  une  oouibe  de  contact, 
c'est-à-dire  pour  que  l'em-t  loppt  e,  dans  son  mouvement,  touche 
p<;rpétuellement  ces  trois  surfaces. 

Représentons  de  même  par 

les  deux  équations  qui  comprennent  l'intégrale,  et  soit 

M  =  o 

l'équation  donnée  d'une  des  trois  surfaces  <jue  doit  tourhef  la  sur- 
face engendrée.  Si  1  Cnveloppee  et  la  surtace  donnée  se  touchent  en 
un  certain  point,  ixin-scuiement  les  coordonnées s  de  ce  point 
satisferont  aux  deux  équations 

L  s  o,    M  =  o, 

mais  encore  le  plan  tangent  en  oe  pdnt  à  l'une  des  sur&oes  crâncî- 
dera  avec  le  plan  tangent  à  l'autre  sûrfece  en  ce  ni£niie  point  :  donc, 
A  l'on  différentie  partiellement  les  équations  de  ces  deux  surfaces, 
oe  qui,  pour  la  première,  donnera 

P  —  . 

'  8  —  ira 

1  — 'i« 

^  —  z-h'^ 

et,  pour  la  seconde, 

9  =  Q, 
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dans  lesquclli's  P  et  Q  sont  obtenues  en  r,  j,  z  par  ia  dintrentia- 
tion,  il  faudra  que  les  valeurs  de pet(^,  fournies  par  les  deux  équa> 
tiom,  soient  respectivement  égales  entre  elles  ;  ee  qui  donnera  les 
deux  éqintimiB 

.V  —       -  T-  P     -  '^«)  — 
/  —  4«  -H  Q  (z  —  wa)  =  o. 

On  aura  donc,  entre  les  oooràonnées  jr^  z  du  point  de  contact, 
quatre  équations,  savoir,  les  deux  précédentes,  et,  de  plus, 

L  =  o,    M  =  o  ; 

donc,  si,  entre  ces  quatre  équations,  on  élimine  les  trois  coordon- 
nées, on  aura,  en  «,  ^a,      "^^i  une  équation  que  je  représente  par 

H  =  o, 

et  qui  exprimera  la  relation  «pii  doit  avoir  Uni  «-iitre  les  trois  (-(jua- 
tions  arbitraires,  poiii  (yw  l' enveloppée  louelie  la  première  des 
trois  surfaces  données  en  un  certain  point. 

Kn  opérant  d'une  manière  analogue  sni  <  liaenne  (l<  s  deux  au- 
tres surfaces  données,  on  aura  en  a,  (foc,  ^a»  deux  autres 
équations 

H'=o,    H»  =  o, 

qui  e\j)rimeront  les  relations  rpie  doivent  avoir  les  trois  fonetions 
arbitraires,  pour  que  l'enveloppée  touelie  aussi  ( es  deux  autres 
surfaees.  Mais  il  ne  suflit  [jus  (pie  ees  trois  rontaeU  aieal  lieu  pour 
une  certaine  position  de  l  enveloppée,  il  laut  qu'ils  aient  encore 
lieu  si  l'enveloppée  vient  à  se  mouvoir;  c'est-à-dire  il  faut  que  les 
trois  relations  subsutent  quand  même  a  viendrait  à  varier  :  donc 
il  &ut  que  Ton  ait  encore 
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Ces  trois  dernières  équfttiom  contiennent  les  sept  quantités  ft,  9»., 
4«,  vct,  ^'«,  4'«>  O*"»  entre  tes  sept  quantités,  nous  avons 
les  huit  équations 

H  =  O)  dU  =  o, 
H'  =  o,  rfH'  =  o, 
H'=o,  dH'=?o; 

donc,  si,  entre  ces  huit  équations,  on  élimine  les  sept  quantité, 
on  aura  en  une  équation  délivrée  de  toute  fonction  arbi" 

traire,  et  qui  sera  celle  de  la  surface  demandée. 


S  XXVIl. 

sua  LES  DÉVELOPPÉES,  LES  RAYONS  DE  COURUURE  ET  LES  DIFFÉRENTS 
GENRES  D'INFLEXIONS  DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 


Tout  ce  que  Ton  a  Mt  jusqu'à  présent  sur  les  développées  des 
oourbes ,  en  général ,  se  réduit  à  avoir  trouvé  oelles  des  courbes 
planes;  encore,  parmi  le  nombre  infini  de  développées  que  peut 
avoir  une  courbe  plane,  n'a-t-on  considéi  é,  jusqu*ici,  que  celle  qui 
se  trouve  dans  le  même  plan  qu'elle  ;  or  je  me  propose  de  démon* 
liTr  qu'une  courbe  qndconque,  plane  ou  à  double  courbure,  a  une 
inHnité  de  développées,  toutes  à  double  courbure,  à  l'exception 
d'une  setile  pour  chaque  courbe  plane,  et  de  donner  la  manière 
de  trouver  les  é(ju;ilions  de  telle  de  ces  courbes  cju'on  vouilra ,  «'-taiit 
donnée  les  équations  de  la  développante,  i  out  ce  qu'on  coiuiatt 
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sur  les  développées  n*eat  donc  qa'im  cas  particulier  de  Tobjet  de  ce 
paragraphe. 

I. 

Si  Ton  conçoit  une  droite  menée  par  le  centre  d'un  cercle  per- 
pendiculairement à  son  plan,  et  prolongée  de  jmrt  et  d'autre  à  l'in- 
Hni,  tout  le  inonde  sait  que  chacun  des  points  de  cette  droite  sera  à 
égales  distances  de  tous  les  points  de  la  circonférence;  que,  par 
conséquent,  cette  circonférence  sera  tniit  aussi  rigoureusement  dé- 
crite, si  i  on  imagine  qu'une  serondt-  droite,  terminée,  d'une  part, 
à  un  des  points  de  la  ciren  iN  rt  in  p,  et,  de  l'antre,  à  un  jiolnt  quel- 
conque de  la  pi  1  jjt  iidiculaue,  tourue  ;mfnur  de  celte  [)erpendieu- 
laire  comme  axe,  eu  faisant  constiminient  le  même  anple  avee  elle, 
cjue  si  Ton  eut  fait  tourner  le  rayon  autour  du  centre  et  dans  le  [ihm 
du  cercle.  Cette  dernière  description,  qui  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier de  la  première ,  est ,  à  la  vérité ,  plus  propre  que  l'autre 
à  donner  idée  de  l'étendue  du  cercle,  parce  qu'alors  il  snflfit  de 
donner  le  rayon  pour  cpw  1«  cercle  soit  connu;  tandis  que ,  par 
Vautre,  il  ne  suffit  pas  de  connaître  la  longueur  de  la  ligne  décri- 
vante, il  faut  que  Ton  connaisse  encore,  ou  l'angle  qu'elle  forme 
avec  Taxe,  ou  la  partie  de  Taxe  comprise  entre  le  pôle  et  le  plan  du 
cerde,  ou,  enfin,  quelque  chose  d'équivalent,  ce  qui  comporte 
nécessairement  deux  données.  Mais  tant  qu'il  ne  sera  question  que 
de  description  dans  l'espace  et  non  sur  un  plan  résistant,  celle  des 
deux  méthodes  qui  aurait  quelque  avantage  sur  l'autre  serait  la 
générale;  parce  qu'en  prenant  sur  l'axe  deux  pôles  placés  de  part 
et  d'autre  du  plan  du  cercle,  et  mennnt  par  ces  deux  points  deux 
droites  qui  se  couperaient  en  un  point  de  la  eirconférenee,  et  fai- 
siint  enfin  mouvoir  le  système  de  ces  deux  di  oites  autour  de  Taxe, 
de  manière  <]ue  leur  [joint  d  intersection  lût  lixe  sur  l'une  et  sur 
l'autre,  le  point  décrirait  rigoureusement  la  circonici  ence  du  cercle, 
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sans  qu'on  eût  eu  besoin  de  connaître  aupuravant  le  (ilaii  dans  lequel 
elle  doit  se  trouver. 

II. 

Soit  KAaD  {fig.  i ,  PL  ///)  (*)  une  courbe  à  double  courbure 
quelconque  tracée  dans  l'eapace.  Par  un  pdiit  A  de  cette  courfact 
«oit  mené  un  plan  HNOP  perpendiculaire  à  la  tangente  en  A;  par  le 
point  a  inlininient  proche,  soit  pareillement  mené  un  plan  mnOP 
perpendiculaire  à  la  tangente  en  a  :  ces  deux  plans  se  couperont 
quelque  part  vu  nnr  droite  OP,  qui  sera  l'axe  du  cercle  dont  le 
petit  arc  Aa  de  la  courbe  peut  être  censé  fiiire  partie  ;  de  manière 
que  si  des  points  A  et  a  on  abaisse  deux  perpendiculaires  sur  cette 
droite,  ces  perpendiculaires,  égales  entre  elles,  la  rencontreront 
en  \\n  mém«  point  G  qui  sera  le  centre  de  ce  cercle.  Tous  les 

autres  points  ff,  ^' ,        de  cette  droite  seront  chacun  à  égales 

distances  de  tous  les  pi)ints  de  I  arc  ititiniment  petit  \a,  et  pour- 
ront, par  conséquent,  en  être  re<^ardés  comme  les  pùles.  Ainsi, 
si  d'un  point  quelconque  g  de  cet  axe,  on  mène  deux  droites  aux 
points  A  et  a,  les  droites  gS.  et  ga  seront  égales  eiitie  elles,  et 
formeront  avec  l'axe  des  angles  A^^O  et  éç^ntix  entre  eux:  en 
sorte  que,  i"  si  l'on  voulait  délinir  la  courbuie  de  la  courbe  au 
point  A,  il  faudrait  donner  la  longueur  du  rayon  AG  du  cercle 
oseulateur;  a*  si  l'on  voulait  assigner  le  sens  de  la  courbure,  il  fen- 
drait donner  la  position  du  centre  G  dans  l'espace.  Mais  s'il  s'agis- 
sait simplement  de  décrire  le  petit  arc,  il  serait  également  suffisant, 
ou  de  fiure  tourner  la  droite  AG  autour  de  Taxe,  sans  altérer 
l'angle  iigO  qu'elle  Ait  avec  lui,  ou  de  fiiire  tourner  le  rayon  AG 
perpenfficulairement  à  cet  axe. 


(*)  C'est  h  celte  niècnt-  Pi.  ///  que  «  npporieot  Im  iimnéroi  de  fiçamqni  vont 
inim  dun»  re  |Mngra|ilie. 
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III. 

11  suit  de  là  que  la  droite  OP  peut  être  i^egardée  comme  la  ligne 
des  pôles  de  l'élément  Aa  ;  que  le  centre  G  de  courbure  de  oet  élé- 
ment est  celui  de  ses  pôles  dont  la  distance  à  l'élément  est  un  mini- 
mum; enfin,  que  son  rayon  de  courbure  est  la  perpendiculaire  AG, 
ahaiwëe  de  Télément  sur  la  ligne  des  pôles. 

IV. 

Que  l'on  fasse  actuellement,  sur  tous  les  points  de  la  courbe  à 
double  courbure,  la  même  opératicm  que  nous  venons  de  faire  sur 
lin  de  ses  éléments,  c'est-à-dire  que,  partons  ses  points  coiisécuti6 
A,A',A'',  A"', etc.  {Jig.  a) ,  on  fasse  passer  des  plans  MNOI\  chacun 
perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe,  au  point  dans  lequel 
il  la  couj)e,  le  premier  de  ces  plans  rencontrera  le  second  dans  une 
droite  OP,  qui  sera  le  lieti  j<éoim''ti  i(jiic  des  pôles  de  l'arc  A  A';  le 
second  rencontrera  le  troi.sii  ine  dans  la  droite  O'P'.  licTi  des  pôles 
de  l'arc  A' A";  le  troisième  rencontrera  le  quatricnic  dans  ia  droite 
O^P",  lieu  des  pôles  de  l'arc  A" A*,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident 
({ue  le  système  de  toutes  «-es  droite•^  (riiitcrsfctiou,  ou  la  Mirlace 
rniii  jje  i[u  elles  formenl  par  leur  assemblage,  sera  le  lieu  géonié- 
tri<jiu"  des  pôles  de  la  courbe  KAD;  cai'  cette  courbe  n'aura  point 
de  pùlc.s  qui  ne  se  trouvent  sur  cette  surikce ,  et  la  surface  n'aura 
pas  de  point  qui  ne  soit  te  pôle  de  quelqu'un  des  âéments  de  la 
courbe. 

V. 

Quoique  la  iiiituie  de  cette  siirlaïc  eoiirho  dépende  absolument 
(le  relit'  de  la  courlie  K  \l),  cepeiulant  toutes  les  surfaces  engen- 
drées le  rcttc  manière  jouissent  d  un  t  araetère  ■;('n(Tnl  et  indépen- 
dant, pour  ciuicime  d  elle»,  de  la  t  ourbe  partituiiere  qui  a  ser>i  à 
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h  former.  Ce  cnmetère  est  de  pouvoir  être  développc'es  sur  un 
|dan,  QOimne  les  snrfiioes  coniques  et  cylindritpies  à  bases  quelcon- 
ques, sans  duplicature  et  sans  solution  de  continuité.  En  efïèt,  les 
hèdres  OFFO'  dont  est  composée  la  sur&oe  de  la  ySj^.  a,  sont 
des  porticMis  de  plans  infiniment  étroites,  infiniment  longues,  et  qui 
se  coupent  consécutÎTem^  suivant  des  lignes  droites  Cela  posé, 
on  peut  toujours  roiicevoîr  que  la  première  hèdre  OPP'O'  tourne 
autour  de  la  droite  O'P'  comme  charnière,  jusqu'à  ce  qu'elle  par^ 
vienne  dans  le  plan  de  l'hèdre  suivante  CPT^O";  qu'ensuite  leur 
système  tourne  autour  de  O^P",  et  en  ne  faisant  qu'un  même 
plan,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  dans  Ip  plan  de  la  troisième  0"P''P'"0^', 
et  ainsi  de  suite  :  d'oii  i  on  voit  que  rien  n'enipêehc  que  de  cette 
manière  tous  les  éléments  de  la  surface  ne  vicnueul,  sans  rupture. 
Ht"  nuiger  dans  un  même  plan.  Donc  la  surface  des  pôles  «1  une 
courbe  à  double  courbure  quelconque  est  toujours  une  surfare 
développable. 

VL 

ihte  courbe  quehomfue  plane  ou  à  double  courbure  a  une  înjimté 
de  développées,  dont  le  lieu  géométrique  est  aussi  la  surface  des 
pôles  de  cette  courbe. 

DiCuoirsraÂTioN.  Du  point  A  de  la  courbe  par  lequel  passe  le  pre> 
mier  plan  normal  MNOP,  acât  menée  dans  ce  plan,  et  suivant  une 

direction  arbitraire,  une  droite  A^,  jusqu'à  ce  qu*d1e  rencontre 

la  section  OP  quelque  part  en  un  point  g;  par  les  points  A'  et  g 
soit  menée,  dans  le  second  plan  nomial,  la  droite  A'^,  prolongée 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  section  O'P'  en  un  point  g';  soit 
pareillement  menée  A"/,''.?''',  et  ainsi  de  suite:  je  dis  tpie  In  eourbe 
qui  passe  par  tous  les  points  {^',  g",...  est  une  des  développées 
de  b  courbe  KAL);  car,  i"  toutes  les  droites  A^,  A.'g\  A"g"j... 
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aontlM  tangentes  de  la  courbe  g  g' g"-  ■  • ,  puisqu'elles  sont  les  pro- 
longements des  éléments  de  cette  courbe;  a*  si  Ton  conçoit  quç  la 
première  tourne  autour  du  point  g  pour  venir  s'appliipier  sur 
la  suivante  A'f ,  elle  n'aura  pas  cessé  d'être  tangmte  à  la  courbe 

gg'^"---,  ft  son  extrémité  A,  après  avoir  parcouru  l'arc  AA',  se 
confondra  avec  l'extrémité  A'  de  la  seconde.  Que  l'on  fasse  de 
même  tourner  la  seconde  ligne  Ji'g'  autour  du  point  g',  pour 
qu'elle  vienne  s'appliquer  sur  la  troisième  A." g',  elle  ne  cessera  pas 
de  toucher  la  courbe  s;g'^ et  son  extrémité  A'  ne  sortira  pas 
de  I  arr  A'A",  et  ainsi  de  suite.  Donc  la  courbe  «'^V". . .  est  tel!e. 
({ue  si  l'on  conçoit  qu  iHU'  fie  ses  taiifijcntcs  tourne  antoiir  fie  (  {'ftc 
courbe  sans  jamais  cesser  <lc  lui  être  tan|;eiire,  et  siins  avoir  de  mou- 
vement dans  le  sens  de  sa  loni^neur,  un  des  points  de  cette  tan«îentc 
décrira  la  courbe  KAD;  donc  elle  est  une  de  ses  développées.  Mais 
la  direction  de  la  première  droite  A^  était  arbitraire,  et,  suivant 
(]uelque  autre  direction  qu'on  l'eût  menée  dans  le  plan  normal,  on 
aurait  trouvé  une  autre  courbe  g  g' g". . . ,  qui  aurait  été  pareille- 
ment une  des  dével<^ppées  de  h  courbe  KAD;  donc  une  courbe 
quelconque  a  une  infimté  de  dévdoppées  tout^  comprises  sur  la 
sur&ce  développaUe  qui  est  le  lieu  de  ses  pôles  :  or  cette  sur- 
filée renfome  tous  les  p^es  de  la  courbe,  et  est,  par  conséquent,  la 
seule  qui  en  contienne  les  développées;  donc  elle  est  leur  lieu 
géométrique. 

VU. 

Remarquons  que  tous  les  plans  M,  N,  O,  P  ét;uit  t.jngents  à  la 
surface  développable,  puis(|ue  chacun  d'eux  e>i  le  prolongement 
d'un  de  ses  éléments,  la  droite  A^,  qui,  dans  tous  les  instituts  de 
son  mouvement,  se  trouve  dans  un  de  ces  plans,  est  aussi  néces- 
saironent  tangente  à  cette  surface. 
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VUI. 

Si  du  point  A  on  abaisse  sur  OP  la  perpendiculaire  AG,  du 
point  A'  sur  O'P'  la  perpendiculaire  A'G',  du  point  A*  sur  O'^P* 
la  perpendiculaire  A'^G",  et  ainsi  de  suite»  nous  avons  vu  que  les 
points  G,  (r'  G",...  Heront  les  centres  de  courbure  des  éléments 
correspondants  de  la  courbe  KAD;  que,  par  conséquent,  la  courbe 
qui  passerait  par  tous  les  points  G,  G',  G'',...  serait  le  lieu  gétmié- 
trique  de  ces  centres  de  courbure.  Je  dis  que  cette  courbe  ne  peut 
être  une  des  développées  de  la  |)r()posée,  à  moins  que  la  propos<'e 
lu'  soil  plane,  auquel  cas  elle  devient  1 1  s<miIc  dont  on  se  soit  occupé 
jiiscpi'ii  j)résent.  En  effet,  lorsqu'une  courbe  est  à  double  courbure, 
<lcu\  tatit^fiites  consécutives,  quelque  part  qu  on  les  prenne,  sont 
bien  dans  un  niènie  plan  ;  niai^  trois  tangentes  prises  de  suite  ne 
peuvent  plus  s'y  trouvei  ;  donc  trois  plans  consécutil's,  chacun 
normal  à  la  courbe,  ne  peuvent  pas  être  perpendiculaires  à  un 
même  plan,  et,  par  conséquent,  rintersedioii  du  premier  et  du 
second  ne  saurait  éti  e  parallèle  à  Tîntersection  du  second  et  du 
troisième.  Donc,  pour  une  courbe  à  double  courbure,  les  droites 
OP,  O'P',  0*'P*',. ne  peuvent  pas  être  parallèles. 

Gela  posé,  la  droite  AG  étant  perpendiculaire  à  OP,  la  droite  A'G 
lui  sera  aussi  perpendiculaire»  et,  prolongée  jusqu'en  kt  ne  rencon- 
trera pas  O'P'  perpendiculairement;  elle  sera,  par  con^uent, 
distincte  de  la  droite  VTi  '  a!)aissée  perpendiculairement  du  point  A' 
sur  O'P'.  Donc  les  deux  droites  consécutives  AG  et  A'(i'  ne  ren- 
contreront pas  la  droite  (  )V  dans  le  même  point;  mais  deux  droites, 
«xwisidérées dans  des  plans  difVt  i  fMits,  ne  peuvent  se  rencontrer,  à 
moins  que  ce  ne  soit  sur  l'intersection  des  deux  plans  dans  lesquels 
on  les  considère:  donc  les  droites  AG  et  A'(i'  ue  se  rencontrent 
jws.  l't  ne  sont,  par  conséquent,  pas  dans  un  même  plan.  Il  en  est 
de  même  de  la  suite  des  droites  A  G',  A'G%  A"  G        prises  deux 


à  deux  consécutivement  ;  donc  toutes  ces  droites  ne  peuvent  pas 
être  les  tangentes  consécutives  d*une  même  courbe.  Il  suit  aussi 
de  là  que  si,  par  deux  points  consécutifs  G  et  G%  l'on  conçoit  une 
droite  qui  sera  tangente  à  la  courbe  GG'G'...,  cette  droite  ne 
passera  pas  par  le  point  A'  :  or,  en  tant  qu'elle  est  sur  le  second 
plan  normal ,  elle  ne  pourrait  couper  la  courbe  KAD  que  dans  le 
point  A',  oîi  c*e  plan  la  coupe  luinoiême;  donc  la  courbe  GG'G". . . 
est  telle ,  qu'aucune  de  ses  tangentes  prolongées  ne  rencontre  la 
courbe  KAD;  donc  elle  ne  peut  être  une  de  ses  développées. 

Si  la  courbe  KAD  était  plane,  toutes  les  droites  OP,  O'P', 
O'^P",..."  st-raient  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe,  et,  par 
ronsiVinpDt.  parallèles  t'iiti'c  elles.  T^es  droites  AG,  A'(»',  A"G*',... 
seraient  toutes  dans  le  plan  de  la  conrl)e,  et  se  renconti  i  raient 
('Onsécutivement  dans  la  courbe  GG'(i",...  ,  dont  elle^  seraient  les 
tangentes;  et  il  est  évident  (pie  cette  courbe  ne  serait  alors  autre 
eliosc  que  ce  qu  on  a  appelé,  jusqu  à  présent,  la  développée  de  la 
courbe  KAD. 

IX. 

On  aura  une  des  développées  d'une  courbe  quelctmque,  plané 

ou  à  donhir  <  (iiirJ>iirc,  si,  par  un  de  ses  points,  et  snii'ont  une 
direction  arbitraire,  on  mène  une  tangente  à  /a  sur/àce  déveiop- 
pable,  qui  est  le  lias  de  ses  pâtes,  et  si  l'on  plie  librentcnt  sur  cette 
surface  le  prolongement  de  cette  fanf;-rntr,  c'est-à-rlire  que  la 
courbe  gg'g"...  est  celle  que  formerait  sur  la  surliaee  OW'O'" 
ime  droite  plit-e  librement  sur  cette  surface,  et  dirigée,  au  premier 
instant,  suivant  A^f. 

Pour  le  démontrer,  observons  ce  qui  arrive  à  une  droit»-  on  à  un 
fil  que  l'on  [)lie  librement  sur  une  surface.  Ce  fil  peut  être  consi- 
déré, ou  comme  avant  une  largeur  infiniment  petite,  c'est-à-dire 
comme  un  ruban  infiniment  étroit,  ou  comme  n'ayant  aucune  lar- 
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geur.  Soient  OP^  P'O"  {Jtt;.  3  et  4)  deux  déments  plans  cm  deux 
hèdrea  oonsécutÎTes  d'une  surface  courbe»  jointe  par  la  droite  infi- 
niment petite  O'P'.  Soit,  pour  le  premier  cas,  ABG  (^g.  .3)  un 
ruban  infiniment  étroit,  appliqué  sur  un  de  ces  élénents  suivant 
une  direction  quelconque;  il  est  dair  que  la  partie  BG  ne  peut  pas 
se  rapprocher  de  Télément  suivant  pour  s'appliquer  sur  lui,  sans 
foire  une  partie  de  révolntion  autour  de  Bft  ou  de  O'P';  et  comme 
cette  révolution  doit  se  faire  librement,  ce  qui  comporto  (\w  cf 
ruban  doit,  dans  tous  ses  points,  toucher  la  surface,  l'angle  P'BG 
doit  rester  constant;  le  ruban  pn  iuîi  ii  donc  une  position  BC  telle, 
(|ue  l'angle  P'BC  sera  cgal  à  l'angle  O'BA.  Dans  le  second  cas,  soit 
ABC  f  /(T/r.  1  )  un  ni  tendu  sur  l'arête  <'Oiunmne  O'P'  des  deux  élé- 
iiients  (\v  la  surtact*,  (li)iiiiiie  ce  lil  n  a  aueuu  ninu^erncut .  il  finit  être 
egalt'iut'ul  tii  c  pai' ses  deux  extrémités,  et  l'on  pourra  preiuli  e,  de 
part  et  d'autre  du  point  IJ,  des  droites  égales  BA,  HC,  pour  l  epre- 
senter  ces  tensions.  On  pourra  deromposeï'  ehacuue  de  ces  deux 
forces  en  deux  autres,  l  ime  |>arallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à 
O'P'i  et,  en  abaissant  des  points  A  et  C  des  perpendiculaires  sur 
O'P',  ces  quatre  forces  serrait  représentées  par  AD,  BD,  BE  et  CE. 
Puisque  le  fil  est  en  équilibre,  le  point  R  n*a  de  mouveoient  ni 
vers  O'  ni  vers  P':  on  aura  donc 

BD  m 

donc  on  aura 

l'angle  EBC  =  Fangle  ABD. 

De  (juelfjue  manière  donc  (iiie  roii  considère  la  ligne  que  fonue, 
sur  une  surface  courbe,  une  droite  pliée  librement,  elle  doit  faire 
<les  angles  égaux  de  part  et  d'autre  avec  chaque  arête  que  l'on 
cousidère  sur  la  surface.  Or  la  ligue  s^è'  e  •■•  iJ^ë'  j*^"*^  de 
cette  propriété;  car  on  a 

l'angle  A'^'O'  ~  l'angle  A"g'0'  —  l'angle  P'g'g" : 
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et  ce  que  nous  venons  de  dire  par  rapport  à  Taréte  O'P'  doit 
aussi  se  dire  par  rapport  à  toute  autre  arête.  Donc  la  courbe 
l^g'}^"...  tA  celle  que  formerait,  sur  la  surface  OPP^O',  une 
droite  pliëe  librement,  avec  -une  direction  au  premier  instant; 
donc,  etc. 

X. 

Zrfï  courbe  que  Jorine  une  droite  pliée  librement  sur  une  surjiœe 
courbe  est  la  plus  courte  entre  ses  extrémités  que  l'on  puisse 
mener  sur  cette  surface. 

DÉMONSTRATION.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  laire  voir  nue 
la  ligne  ABC  {fig»  4)i  ou  la  somme  des  deux  droites  AB  -f-fiC, 
est  plus  courte  que  la  somme  de  deux  autres  droites  quelconques 
AM+MC,  menées  par  les  deux  points  A  et  G.  Pour  oela,  soient 

AD^a,    DB^^,    WC  —  c   et    EM  = 

un  auTii 

MC  ^  y/c'  -h  op»,    AM  =       -h  (6  —  a?)"*, 
et,  par  consé^ent, 

AM  -I-  MG  =:=  v^c'  4--  X-  -H  v/«^-i-      —  X)\ 

dont  la  différentielle^  égalée  à  léro,  donne 

—  x)  :  y/a*        —  xy  =  je  :  v^c'  4-  ^  'i 

«■e  qui  exprime  que,  dans  le  vus  du  ntiininuin.  I  uil;!»'  AMD  doit 
t'tre  égal  à  Tangle  KMC,  et  que,  rtciproquernt  rit.  lorsque  tes 
angles  sont  égaux,  la  somme  AB~h  iiC  est  un  niininium.  Donc,  etc. 

Si 
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XI. 

On  aurait  pa  démontrer  que  chaque  développée  est  la  {dus  oourte 
entre  ses  extrémités  que  l'on  puisse  mener  sur  h  surface  dévdop- 
pable,  par  une  considération  beaucoup  plus  simple;  car,  puisque 
l'on  a  partout  l'angle  gg'O'  =  P'g'g',  l'angle  ^'^'0"=  P'g'g", 
et  ainsi  de  suite,  il  est  évident  que  si  l'on  développe  la  surface  dé- 
veloppahle  sur  un  plan,  bi  courbe  gg'g"-  •  •  •  doit  s'étendre  en  ligne 
droite;  d'où  il  suit  inimédiatement  qu'elle  est  la  plus  courte  entre 
ses  extrémités  qui  puisse  exister  sur  la  surface  développabli'.  .M:iis 
rt'fti'  démonstration  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  les  surfaces  déve- 
loppables.  D'ailleurs  ce  n'est  pas  là  la  propriété  des  développées 
qu'il  importait  de  connaître  :  il  est  bien  plus  utile,  dans  la  pratique, 
de  savoir  (|ii'av;iiil  nnisti  tiit  la  ^surface  développai )]('.  lieu  géomé- 
tnijuc  (les  devclopjHHS  d  une  court >c  quelconque  a  double  cour- 
bure, ou  a  nitH-aniqucincut  une  de  m's  développées  en  menant,  par 
un  point  de  la  courbe,  un  iil  dans  une  direction  qu<  leonqne  tan- 
gent à  cette  surface,  et  pliant  ensuite  librement  le  lil  sur  la  surlace, 
ce  qui  est  simple,  et  suit  immédiatement  de  Tart.  IX. 

XII. 

Une  courbe  plune  u  donc  une  intinitc  de  développées  qui  se 
trouvent  toutes  sur  la  surface  du  cylindre,  qui  a  pour  base  celle  de 
ces  développéeâ  qui  est  dans  le  plan  de  la  courbe;  et  toutes  ces 
développées  sont  à  double  courbure,  à  Fexception  seulement  de 
cdie  dont  on  s'est  occupé  just^u'à  [présent,  et  qui  sert  de  base  à  la 
surface  cylindrique. 

XIII." 

Réciproquement,  une  sin  face  cylindrique  à  base  rpielconque  est 
le  lieu  des  développées  d  une  intînitë  de  courbes,  dont  aucune  ne 
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peut  être  à  double  courbure.  Soient,  en  effet  {Jig-  5),  UU'  IV  IV"  — 
une  courbe  plane  quelconque,  et  O^'CC" —  sa  développce 
plane;  par  tous  les  puiuts  B,  H' ,  \i  soient  menés  dam  le  plan 
de  la  courbe  les  rayons  de  dëveloppt^  BO,  B'0\  B'^O'',. . . ,  quiae 
couperont  consécutivement  dans  la  développée  OO'0''O*'. ..,  à  la- 
quelle ils  seront  tangents.  Par  les  points  O,  O',  O',  O",...  soient 
menées,  perpendiculairement  au  plan  de  la  courbe,  les  droites  OP, 
O'P',  O'P'', .  •  '  t  <lont  TassemUage  formera  une  surfiice  cylindrique 
qui,  d'après  l'article  précédent,  sera  le  lieu  de  l'infinité  de  déve- 
loppées de  la  courbe  BB'B'B'....  Par  le  point  B,  et  suivant  une 
inclinaison  quelconcpe,  soit  menée  sur  OP  la  droite  BP;  par  les 
points  B' et  P  soit  menée  la  droite  B'P,  prolongée  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  O'P'  quelque  f)art  en  P'  :  de  même,  soit  menée 
B^'P',  prolonf^ée  jusqu'à  ce  qu'elle  renecnitre  O"  P"  en  P",  et  ainsi 
de  suite:  on,  ee  qui  revient  au  même,  piir  le  point  B,  et  suivimt 
une  direction  quelcon(|iie  BP,  soit  menée  une  tangente  à  la  stirface 
cylindrique,  et  soit  librement  pliée  cette  droite  sur  la  sni  taee  en 
pp'pfl'pw     .  iiji^.  jI^.j^  tiéveloppées  a  double  courbure  i le 

la  courbe  plane  Rli  il  i>  '  Cela  pos<;,  la  courbe  PP'P"  est 

bien,  à  la  vérité,  la  développée  d'une  inimité  d'autres  dévelop- 
pantes que  de  BB'B"...;  mais  il  est  dair  que  toutes  ces  dévelop- 
pantes doivent  être  comprises  dans  la  surface  courbe  formée  par 
les  rayons  de  dévelo[>pées  BP,  B'P',  B'^P'^...,  et  qu'on  aura  une 
de  ces  développantes  en  allongeant  ou  diminuant  tous  ces  rayons 
d'une  quantité  constante  Bfr  :  ainsi  les  courbes  bh'h'b". . . ,  décrite» 
par  l'extrémité  du  rayon  de  développée,  augmenté  on  diminué  de 
la  quantité  Bft,  ont  aussi,  pour  une  de  leurs  développées,  la  courbe 

PP'P'P'"  ...  Or,  si  despoints^  ù\  h",  h'"  on  abaisse  des  per^ 

pendiculaires  sur  le  plan  de  la  courbe  B  B'  B'^  B'". . . ,  on  aura  autant 
de  triangles  rectangles  B^^,  ^'b'k\..  .  é<,'aux  entre  eux  et  sem- 
blables, puisque  tous  les  rayons  des  développées  sont  également 

5i. 
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inclinés  à  ce  plan:  <loiic  tout»  s  Ks  perpendiculaires  M,  67',  h"k",... 
seront  égales;  donc  tous  les  pointii  de  eliaque  courbe  bb'b''b''' ... 
seront  à  égales  distances  du  plan  de  la  première;  doue  ces  courbes 
seront  planes:  ainsi  la  courbe  PP'P'P"...  ne  peut  être  la  déve- 
loppée que  de  courbes  planes.  Nais  ce  que  l'on  -vient  de  dire  de  la 
oourbe  PP'P'P*...  peut  s'appliquer  à  toute  autre  décrite  de  la 
même  manière  sur  la  surface  cylindrique;  donc  une  surikce  cylin- 
drique à  base  quelconque  ne  peut  être  ie  lieu  des  dévdoppées  que 
de  courbes  planes. 

XIV. 

Toute  courbe  tracée  sur  la  siu  fnrf  d'ime  splière  a  pour  lieu  de 
sfs  (l('veloppées  la  surface  d'un  cnnc  h  n  i  Ir  s  sinmet  est  au  centre 
«le  lu  sphère,  et  dont  la  base  dt  peiid  <ie  la  nature  tie  la  courbe;  car 
tous  les  plans  perpendiculaires  aux  éléments  de  la  courbe  le  sont 
aussi  à  la  surface  sphérique,  et  passent,  par  conséquent,  par  le 
centre. 

XV. 

Rédjwoqnement,  une  combe  quelconque,  dont  le  Ueu  des  déve- 
loppées est  la  surface  d'un  cône  à  base  qudconqne»  est  sphérique, 
et  a  pour  centre  le  sommet  du  cône;  car,  pour  en  trourer  une  dé- 
veloppée, il  est  indifférent  de  donner  telle  direction  que  Ton  vou- 
dra au  rayon  de  développée,  pourvu  qu*il  soit  normal  à  la  courbe, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'il  soit  tangent  à  la  surfkoe  conique  : 
on  peut  donc  le  diriger  au  sommet  du  cône,  autour  duquel  il  fera 
une  inRnité  de  révolutions  sans  s'allonger  sensiblement,  et  ie  point 
décrivant  restera  toujours  à  la  même  distance  de  ce  sommet. 

XVI. 

Doiu-  une  ('f)url)e  <[ui  n'est  ni  plane  ni  sphéri(jue  a  pour  lieu  tle 
ses  développées  une  suriace  développable,  dont  deux  arêtes  recti- 
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lignes  coiifiécutives  se  rencontrent  bien  quelque  part,  mai»  dont 
trois  prise»  de  sittte  ne  se  raieonto^nt  pas  dam  un  Oléine  point,  La 
suite  de  ces  points  d'intersection  foraie  une  courbe  qu'A  est  fort  aisé 
de  reconndtne  pour  ne  devoir  jamais  être  plane,  parce  qu'alors  la 
surikce  développable,  dont  toutes  les  arêtes  ne  sont  autre  chose 
que  les  tangentes  de  cette  courbe,  serait  réduite  à  un  plan. 

XVII. 

Donc,  1*  lorsque  le  lieu  des  développées  d'une  courbe  à  double 
courbure  aura  deux  arêtes  consécutives  parallèles  entre  elles,  la 
partie  correspondante  de  la  courbe  sera  plane,  et  réciproquement  ; 
2"  lorsque  trois  de  ces  arêtes  consécutives  se  rencontreront  dans  le 
même  point,  la  partie  correspondante  Hc  la  courbe  sera  sphérique, 
et  son  centi'c  sera  au  point  de  rencontre  des  trois  arêtes. 

Avant  <pie  <l  aller  plus  loin,  disons  quelque  chose  des  surfaces 
dëveloppables  en  général. 

XVIII. 

11  suit  de  tout  ce  qui  précède,  que  les  surfaces  liéveloppablcs 
sont  toutes  composées  du  système  d'une  infinité  de  droites  prolon- 
gées à  l'infini,  et  qui,  toutes  prises  deux  à  deux  oonséoutivement, 
sontdans  un  même  plan.  Il  peut  donc  arriveroes  trois  cas:  l'qu'elles 
soient  toutesparaU^esentreelles,  et  alorsiasur&ce  développableest 
cylindrique àbasequelconque;  a*qu*dles  se  rencontrent  toutesdans 
un  même  point  :  dans  ce  cas,  la  surfiuse  est  celle  d'un  câne  à  base 
quelconque;  3*  enfin,  que  toutes  ces  droites  se  rencontrent  deux 
à  deux  conséoitivement  dans  une  suite  de  points,  dont  le  système 
fonne  une  courbe  à  double  courbure,  à  laquelle  toutes  ces  droites 
sont  tangentes,  et  c'est  le  cas  général  des  surfaces  développables. 
(^ette  courbe,  pour  chaque  surface  en  particulier,  est  singuliè- 
rement remarquable,  et  jouit,  en  général,  des  propriétés  suivantes  : 
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f  Cette  courbe  suffît  pour  déteminer  la  sur&ce  dëveloppable 
à  Uqaelle  die  appartient,  puisque  cette  surfoce  n'est  autre  chose 
que  le  lieu  géométrique  de  ses  tangentes. 

3*.  Elle  est  la  limite  de  la  surface  développable,  puiaqu'ancune 
des  droites  dont  est  composée  la  surface  ne  peut  passer  du  côté  vers 
lequel  cette  courbe  est  ooncaye.  Ceci  s'entendra  mieux  par  un 
exemple.  Que  l'on  conçoive  que  toutes  les  tangentes  posûbles  de 
l'hélice  d'une  vis  soient  pr-olon^^ées  à  l'inlint,  et  forment,  par  leur 
système,  lUie  surface  développable:  cette  surfoce  aura  un  nomlire 
infini  de  nappes,  et  t  h;ieune  de  ces  nappes  sera  d'une  étendue  infi- 
nie, comme  les  droites  dont  elle  est  composée;  mais  aucune  d'elles 
n'entrera  dans  le  rvlîndre  sur  la  surface  duquel  est  tracée  l'hélice  : 
elles  viendront  donc  toutes  se  terminer  à  cette  courbe,  qui  sera,  par 
conséquent,  leur  limite. 

3".  Cette  courbe  est  pour  la  surface  (It  vflopijahlc  ce  (ju  un 
point  de  rebroussement  est  pour  une  coui  bc  ordiium  c  ;  car  les  tiin- 
i;ent»"s  d  une  courbe  peuvent  également  être  prolongées  dans  les 
deux  sens,  cliacune  (Mir  rapport  à  son  point  de  contact  :  or  leurs 
prolongements  dans  un  sens  forment  une  nappe  paftieuliève;  leurs 
prolongements  dans  Tautre  sens  forment  une  nappe  distinde  de  la 
première,  tairt  que  la  courbe  n'est  pas  plane,  et  néanmoins  ces 
deux  nappes  passent  à  la  fois  par  la  courbe  qui  est  leur  limite  com> 
mune.  Cette  coivbe  est  donc,  à  proprement  parler,  Vurâe  de  re- 
hroussement  de  la  surface  développable;  c'est  aussi  le  nom  que  je 
lui  donnerai.  J'appellerai  donc  désorninis  m  t  'te  de  rehror/ssement 
d'une  surface  développable  la  courbe  touchée  par  toutes  les  droites 
dont  cette  surlace  est  compost'e.  ou,  pour  parler  phis  rigoureu- 
sement, la  courbe  constamment  touchée  par  la  droite  qui,  en  se 
mouvant,  engendre  la  surface. 

Il  ne  s'agit  plus  actuellement  que  d'appliquer  l'analyse  à  tout  ce 
qui  précède. 
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XIX. 

Étant  données  les  équations  d  une  courbe  à  double  courbure 
rapportée  à  trois  plans  rectangulaires,  ùxmver  celle  du  phn 
normal  mené  par  un  point  déterminé  de  la  courbe. 

Solution.  Le  plan  normal  étant  perpendiculaire  à  la  tan>!,ent(; 
(le  la  courbe  au  point  où  elle  est  coupée  par  ce  plan,  il  suit  du  pre- 
mier pioblènu'  (|u Ou  aura  facilement  l'équation  demandée,  loi"s- 
qu'on  aura  celles  des  projections  de  cette  tangente;  or  ces  projet ■- 
tions  sont  elles-mêmes  les  tangentes  aux  projertions  de  !;«  ••ourhe 
<laJis  des  points  qui  correspondent  à  la  lucaie  abscisse  :  in  ijuestiou 
est  donc  rétiuite  à  ti  ouver  les  équations  des  tangentes  des  projec- 
tions. Soient 

Y=s:^j:    et    s  =  4* 

les  équations  des  [irojections  de  la  courlx*,  ^  et  y  indiquant  des 
fonetions  ([uelcoiupa  s,  soient,  de  plus,  r'  l'abscisse  du  point  déter- 
miné de  la  courbe  par  lequel  on  doit  mener  le  plan  normal,  et,  par 
conséquent,  p.v'  et  4.r'  les  autres  coordonnées  de  ce  point  :  cela 
posé,  cherchons  d  abord  l  équiition  de  la  tangente  à  la  projectioii 
sur  le  plan  des  j:  et  jr. 
Cette  é(]uation  doit  généralement  être  de  cette  forme, 

A  étant  la  tangente  de  l'angle  que  fait  oette  droite  avec  l'axe  des 
Or  cet  ang^  est  le  même  que  celui  que  fait  avec  le  même  axe  1  élé- 
ment de  la  projec^n  qui  coirespond  aux  ooordonnées  x'  et  ipjr'; 
donc  on  aura 

Lit  tangente  devant,  de  plus,  passer  par  cet  élément,  il  faut  que  la 


constante  B  soit  telle,  qu'en  faisant  .v=:jc'  on  ait 

l'équation  de  h  tangente  à  la  projection  sur  le  plan  des  x  et  r 
sera  donc 

^  —  <pj:'  =  (jr  —  a:')  ^'x'. 

Pàr  un  semblable  raisonnement,  on  trouvèlB  queiA^<](tMitioa  de 
la  tangente  à  la  projection  sur  le  plan  et  z,  pour  la  même 
abscisse  du  point  de  contact,  est  -  ..  « 

a  —  4a?'  =  {jp  —  jc'  )  4'*'- 

(U?s  (lenx  t^rjuations  sont  relies  des  projections  de  la  tanjïente 
de  la  eourl)e  ù  double  courbure,  et  l'équation  deo)^ndëe  du  plan 
normal  sera 

(A)       (s  —  4*') 4'*'  H-  (7  —  ^*') H-  *  —  .r'  —  o. 

XX.  % 

ÈtiuU  données  les  équations  d'une  courbe  a  double  courbure 
rapportée  à  trois  plans  rectanguhires,  trouver  eeUe  de  la 
surface  déveU^^pable  qui  est  te  lieu  gémnétnque  de  toutes  ses 
développées, 

SoLimoir.  Soient,  comme  précédemment, 

j  =  ^a,'    et    2  =  4''' 

les  équations  de  la  courbe  proposée,  de  mamère  que  celle  du  pian 
normal  mené  par  le  point  de  la  courbe  qui  correspond  à  l'abscisse  .r  ' 
9oit,  en  vortn  do  problème  précédent, 

(A)       (z  —  ■slx')-^'x'  -h  [f  —  ^x')<f'-i''  -h  x  —  x*=o. 

Si  Ton  prend  encore  sur  la  courbe  un  point  infiniment  voisin  du 
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premier,  et  coniespoiid«nt  à  l'abscisse  x'-r-(i.i  \  l't^uation  du  plan 
normal  menë  par  ce  nouveau  point  se  trooTeni  en  mettant,  dans  la 
précédente,  ^  +  r£r'  à  la  place  de  it\  et  sera 

^'^  t  -4-l.>  — *'(«'-+-<ir')J(p'(ar'-|-<ir')H-af  — j 

et  si,  dans  les  deux  équations  (A)  (>t  (a) ,  on  fiiit  les  ic,  ^  et  z  de 
l'une  égales  respectivement  aux  y  et  z  de  l'autare,  ces  deux 
équations  seront  celles  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
infiniment  voiûns;  ou  bien,  retranchant  (A)  de  {a),  négligeant  les 
infiniment  peUts  du  second  ordre,  et  divisant  par  dx%  on  aura  pour 
cette  droite  d'intersection  les  deux  équations  suivantes  : 

(A)  {z  —  '^.v'}'^\v'-\-{x—(f).v')ç\L'  t  .t— .i'=t>, 

(IJ)  («  —  4  j')-4V-+-(  J  —  ^*')<pV— [i  4-(^V)»-|-(4V)']=:  o. 

Or  cette  intersection  se  trouve  tout  entière  sur  la  surface  des  dé- 
ve]opp(-cs,  et  renferme  tous  les  pôles  de  Télément  de  la  courbe 
compris  entre  les  limites  s*  et  x'-}~dx^\  donc,  pour  avoir  entre 
;r,  y  et  2  une  relaticm  qui  convienne  à  tous  les  pôles  de  la  courbe, 
indépendamment  de  l'abscisae  on  n'aura  qu'à  éliminer  x'  des 
deux  équations  (A)  et  (B)«  et  r«|nation  qui  résultera  sera  celle  de 
la  surface  demandée. 

XXI. 

<Jli  peut  déduire  ininu-diatenient  1 1  (]tiation  (B)  de  l'équation  (A), 
en  remarquant  qu'elle  est  la  difTérentieUe  de  celle-ci  prise  en  re^^ar- 
dant  x'  comme  .seule  variable.  Donc,  pour  trouver  lYquation  de  lu 

surface  développahle,  qui  est  le  lieu  géométrique  des  développées 
d  une  courbe  a  double  courluirc  il  faut  d'abord  chercher  l'équa- 
tion du  plan  normal  à  la  courbe,  qui  sera  nécessairement  de  cette 
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lorme, 

As -f- B  y -h  G» -H  D  =  o , 

(hns  laqtipllp  çomUintes  A,  B,  0,  I)  sont  des  fonctions  con- 
nues df  raljscissc  ,r  ,  com'Sjiondantr  ;iu  point  de  la  courbe  par 
lequel  passe  le  plan  nonnal;  diffiMVntifr  ciisuiie  eette  équation  en 
ne  faisjtnt  varier  que.r',  ce(|in  «ioinit  rii  uiit-  seconde  é(|uation  qui 
servira  à  éliniiuci  a.  de  celle  du  plan,  et  I  équation  enx,_)'et  squ'on 
obtiendra,  sera  celle  de  la  surface  demandée. 

XXII. 

Étata  données  tes  équations  d'une  courbe  à  double  cmrbure, 
trouver  eeUe  de  Tarète  de  rebroussement  de  la  surface  dévelo/h- 
pable  qui  est  le  lieu  géométrique  de  ses  développées. 

SoLLTlON.  Les  detix  ('(|u;itioii«;  du  problème  précédcjit  étant 
celles  dp  l'intersection  des  deux  plans  perpendiculaires  à  la  courbe, 
menés  par  les  points  qui  correspondcîit  aux  abscisses  r'et  r'-|-  il.r\ 
et,  par  conséquent,  celles  d  une  fl<  -,  lu  ifps  ([ui  conjposent  la  surface 
des  développées;  si  l'on  suppose  que  dans  ces  deux  équations,  .r' 
devienne  .r'  j-  <ir',  et  que  x'  dx'  devienne  x'  -i-  %dx\  ce  qui 
donnera 


j    [r  —  I  [x'^-xHx'  )  J'}'(x'-f-a<ir')-i-L>  — f  (x'-»-ad;r')j9'(Jc'-J-a</jr'  ) 

X  —{x'-^idx') 


ces  deux  équations  seront  celles  d'une  droite  qui  ae  trouve  encore 
sur  la  surface  des  développées,  infmiment  près  de  la  première;  et 
si,  dans  les  quatre  équations  (A),  (B),  {a)  et  (6),  ou  fait  lesâf,  J^,  s 
de  chacune  d'elles  égales  aux  x,  r,  r  de  toutes  les  autres,  ces  quatre 
équation»  seront  ceites  de  l'intersection  de  ces  deux  droites  intini- 
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ment  proches.  Oa  bien,  remarquant  que  les  équations  (B)  et  {a)  se 
comportent  Tune  l'autre^  et  i-etranchant  ensuite  {a^  de  {b),  on  aura 
pour  le  point  d'intersection  des  deux  droites  oonséctitÎTes  les  trois 
équations 

(A)  {t-^x-}^'x'+  (  V  -  î-r'jçV-i-x-jr'so, 

(C)     {*  —^x^]  (  r —f"^)  f*'"  ^WxYx'-h  *V**»'  1  =  o. 

Or  ce  point  d  inU  i-section  appai titiit  à  l'arête  dr  i«'liinuss«'inrnt; 
il  se  tronvf  en  iiièiue  teii)|)s  sur  les  trois  plans  pei  pciullciihures  à  la 
courbe  proposée,  menés  par  les  points  <le  eettf  t  oui  lH-  <jui  corres- 
pondent aux  abscisses  .i',  .c'-h  cW,  a'-h  arfa'  ;  sa  position  dépend 
donc  de  rabadsse  x'.  Donc,  si  l'on  veut  avoir  les  équatimis  qui 
conviennent  k  la  suite  des  points  ainsi  déterminés,  indépendam* 
ment  de  l'abacisse  x\  on  n'aura  qu'à  éliminer  ;r'  des  trois  équa- 
tions (A),  (B)  et  (G),  et  les  deux  équations  en  x,  y  et  z  qu'on 
obtiendra,  seront  celles  de  l'arête  de  rebroussement  demandée. 

XXUl. 

On  peut  déduire  immédiatement  réqvntion  (G)  de  l'équatim  (B) , 
en  observant  qu'elle  est  la  différentielle  de  celleHsi  prise  en  regar- 
dant  a:' comme  seule  variable,  et,  par  conséquent,  la  difFérentielle 
seconde  de  (A)  prise  de  la  même  manière.  Drnic,  pour  trouver  les 
équations  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surfiioe  développable, 
lieu  géométrique  des  développées  d'une  courbe  à  double  courbure, 
il  faut  d'abcK^  chercher  l'équation  du  plan  normal  à  la  courbe,  qui 
sera  de  cette  forme, 

Aa  H-     H-  Gr  H-  D  «  o, 

A,  li,  C  et  n  «Hadt.  f)Our  chaque  [)laii  iioniuil,  des  rf>nstantt  s. 
fonctions  coiinuu»  de  1  ab&cis^  détermijiée  x  ,  qiu  correspond  au 
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point  de  la  courbe  par  lequel  |>as8e  le  plan  normal  ;  différentier 
ensuite  deux  fois  cette  équatioD,  en  regardant  comme  seule  va- 
riable, et  rùr'  comme  constant,  ce  qpi  produira  deux  nouvelles 
^nations  ;  éliminer  enfin  de  ces  deux  ëquations  et  de  celle  dn  plan 
rindéterminëe  x'  :  les  deux  équatimis  en j  et  2  qui  resteront, 
seront  celles  de  Tarête  de  rebroussement  demandée. 

XXIV, 

Si,  *lt»  trois  t  (|uati(i!is  (A),  (B)  et  (G),  OU  tire  les  valeurs  des  trois 
variahle-s  .r,  /  et     on  tiouvera 

Ces  valeurs  sont  celles  des  coordonnées  du  point  dans  lequel  se  ' 
rencontrent  les  deux  drmtes  consécutives  prises  sur  la  surface 
développable,  ou  les  trois  plans  omaécutifs  pet  pendiculaîres  à  la 
courbe,  et  menés  par  les  élén^nts  qui  correspondent  aux  abs- 
cisses x\  dxt  et  y  4-  %d^\  Ce  point  est  à  égales  distances  de 
ces  trois  éléments;  car,  en  tant  qu'il  se  trouve  dam  Tintersection 
des  deux  premien  planiB,  il  est  a  égales  distances  des  deux  premiers 
éléments,  et  en  tant  qu'il  se  trouve  dans  l'intersection  du  secoiul  et 
troisième  plan,  il  est  également  éloigné  des  second  et  troisième 
déments  :  donc  les  valeurs  de  .r,  j  et  z,  que  nous  venons  de 
trouver,  sont  celles  des  coordonnées  d'un  point  également  éloigné 
des  trois  éléments  consécutifs  tle  la  courbe,  pris  dans  la  partie  de 
oette  courbe  qui  corresjjond  à  l'abscisse  x! \  or  ces  valeurs  seront 
toujours  réelles,  tant  que  la  branche  de  la  proposée  ne  sera  pas 


imaginaire,  c'<st«^re  tant  que/'  et  z'  ou  <^x'  et  4^''  seront  réelle:»: 
donc,  dans  fonte  eourbe  à  double  courbure,  trois  éléments  corné* 
cutift  sont  toujoui-s  à  égales  distances  d'un  certain  point,  et  peu- 
vent, par  conséquent,  être  regardés  comme  placés  sur  la  surface 
d'une  même  sphère  dont  ce  pdnt  est  le' centre.  La  suite  de  tous  ces 
centres  forme  l'arête  de  rebronssement  de  la  surface  des  dévelop- 
pées de  cette  courbe;  donc  cette  arête  est  le  lieu  géométrique  des 
centres  de  courbure  sphérique  de  la  courbe,  sans  être  une  de  ses 
développées,  puisque  aucune  de  ses  tangentes  ne  rencontre  la  pro- 
posée, et  qu'elles  sont  toutes  sur  la  surface  développable. 

XXV. 

Etaiil  iloniit'vs  les  n^iiii/ions  d'unc  courbe  à  ilonhle  nniihiirt: 
(jnelconque,  trouver  eeUes  de  telles  de  ses  dtveloppées  qu'on 
voudra. 

SoLUTioir.  Toutes  les  développées  d'une  courbe  étant  sur  une 
même  sur&oe  développable,  Féquation  de  cette  surfoce  est  com- 
mune à  tontes  les  développées  :  or  nous  avons  donné  (art.  XXII) 
la  manière  de  trouver  cette  équation ,  et  nous  avons  vu  qu'elle  était 
le  résultat  de  l'élimination  de  la  quantité  or'  des  deux  équations  (A) 
et  (B)  ;  il  ne  reste  donc  phis  qu'à  trouver  pour  chaque  développée 
une  équation  particulière  qui  la  distingue  de  toutes  les  autres,  et 
qui  détermine  sa  manière  d'exister  sur  la  surface  développable. 
Pour  cela,  considérons  que  chaque  développée  doit  être  telle,  que 
le  prnlon«îement  de  sa  tangente  en  un  point  quelconque  coupe  la 
développante  dans  le  point  dont  los  coordonnées  sont  .r',  tp.r' 
et  ;  on,  ce  qui  revient  au  inênu',  qui'  le  prolongement  de  ht 
tanj^'onte  de  sa  projection  passe  par  la  projeclion  du  point  de  la  dé- 
veloppante dont  les  coordonnées  sont  x',  ça;'  et  -^jc'.  On  aura 
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donc,  par  rapport  à  la  |»roj(*ctîon  sur  le  plan  des  z ,  y, 

(D)  '''^i^,. 

Si  des  troù»  équations 
( A )     (r  Jr'-H  {)'  - çx')ç' x^y  =  o, 

on  fliuiini'  l'itifl('ttM  itiinéf  .r',  les  deux  é<|uatioiis  ([u\ui  obtiendra 
en  .1 ,  )  et  :  .  1 1  dont  1  une  sera  aux  diftiérences  premières,  seront 
leH  deux  équations  deauindées. 

^  XXVI. 

Au  lieu  d'employer,  comiiitf  nous  avons  fait,  les  projections  sur 
le  plan  des  >  et  z,  on  peut  se  servir  de  la  projection  sur  l'un  quel- 
conque de>  detiK  autres  plans,  et  à  la  place  de  Téquation  (D)  on 
aura,  dans  le  vas  du  plan  des   et  j, 

%  (  r  —  «p  r' )  (Ar  =  («  —  x') 

et,  dans  le  cas  du  plan  des  a*  et  z, 

(z  —  ^a:')  dv  —  (.r  —  or')  dz. 

De  ces  trois  é(|uations  différentielles,  deux  ([uel<-onfjues  eompor- 
leul  j^étiéralenifiif  la  troisième;  mais  si,  eomme  dans  le  cas  <innt  il 
s';ii;it,  on  siipiiosc  (jue  les  deux  é<jnations  ( A >  et  (B»  aifiii  Iumi  m 
iiit'iiie  temps  qii  «-Iles,  aloi"^,  de  ces  trois  e()Uatious  difTcreiiticllcs, 
une  quelconque  Loiaporte  les  deux  autres,  et  il  suflit  d  employer 
,  celle  qui  présentera  moins  de  dUliculté  dans  l'intégration. 
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XXVII. 

I, 'intégration  de  réqu<itioii  dilTt-rt  Jilifllt-  iutioiluira dan-,  It-  «  ali  ttl 
une  const^utt  ;ii Ijitraire  qui,  par  les  diftéreutes  valeurs  dont  elle 
sera  susceptible,  pourra  appartenir  à  telle  développée  qu'on  vou- 
dni>  et  dont  h  déEermiiiatifm  dépendra  de  k  condition  à  laquelle  la 
développée  devra  satisfaire.  Pkr  exemple ,  s' il  s'agit  de  déterminer  la 
constante  de  manière  que  la  développée  passe  par  un  certain  point 
donné  sur  la  surface  développabk,  et  dont  les  coordonnées,  dans 
le  sens  des  des  jr  et  des  z,  soient  respectÎTement  a,  6  et  Cj  on 
substituera  dans  les  deux  équations  de  la  développée,  après  l'inté- 
gration, à  la  place  des  quantités  x,  y  et  s,  les  valeurs  correspon- 
dantes a,  h,  (•;  on  éliminera  de  ces  deux  équations  celle  des  trois 
coordonnées  a,  bt  r  qui  sera  perpendiculaire  à  la  projetrtion  dont 
on  aura  fait  usage ,  et  il  faudra  que  la  constante  satinasse  à  l'équa- 
tion résultante. 

XXVIil. 

J*ai  donc  démontré  qu'une  courbe  quelconque,  plane  ou  à 
double  courbure,  a  une  infinité  de  développées,  toutes  à  double 
courbure,  à  l'exception  d'une  seule  pour  chaque  courbe  plane,  et 
j'ai  dcnuié  la  manière  de  trouver  les  équations  de  toutes  ces  déve* 
loppées,  d'après  celles  de  la  développante,  ce  que  je  m'étais  d'a- 
bord propoaé  dans  ce  Mémoire  :  ainsi,  il  n'y  a  point  de  courbe  que 
l'on  ne  puisse  engendrer  par  le  deTeloppement  d'tuie  infinité  d'au- 
tres. Mais  comme  il  est  difficile,  dans  la  pratiqua,  après  avoir  plié 
un  ni  sur  une  d<'veloppée,  partioulièrenient  si  elle  est  à  double 
courbure,  de  le  développer  de  manière  qu'à  chaque  instant  du 
mouvement,  il  soit  bien  exnotenient  confondu  avec  la  tangente  de 
la  développée,  lorsqu On  vouilra  construire  par  développement 
une  courbe  à  double  courbure  13B'li''U'"...  (y^.  (>),  on  pourra, 
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par  un  même  point  domié  B  de  cette  courbe,  mener  'deux  fils  BO, 
BP,  tangents  à  k  surfiioe  développable,  les  plier  ensuite  librement 
sur  cette  suifece,  Tun  en  OO'O'O*...,  Tautre  en.  PP'P'P"... 
ces  lils,  dans  leur  développement,  se  contre-balanoeront  et  empê- 
cheront que  leur  point  de  réunion  cesse  d'être  dans  la  dévelop- 
pante; ou  bien,  pour  feire  usage  des  formules  précédentes,  on 
drainera  à  l'indétenninée  a  on  6  deux,  valeurs  différentes,  ce  qui  * 
pi-oduira  deux  développéesdist  inctes,  OCCO*. . .  et  PP'P*'P*. . . , 
•    qui  jouiront  de  la  même  propiété. 

XXIX. 

Il  suit  de  là  quMl  serait  fiiclle  de  faire  osciller  un  pendule  dans 
une  courbe  à  double  courbure  quelconque,  si  cela  était  nécessoire, 
en  supposant  que  cett<'  cotirbe  tourniit  sa  convexité  du  côté  du 
centre  des  forces  qui  agiraient  sur  le  pendule. 

XXX. 

/Jtf  rayon  de  courbure  et  des  diJ/êrerUs  genres  d'inflexions  des 
ctmrbes  à  double  ctmrbure. 

On  appelle  point  d inflexion,  dans  une  courbe  plane,  le  point 
ou  cette  ligne,  après  avoir  été  concave  dans  un  aeiu,  cesse  de  l'être 
pour  devenir  concave  dans  l'autre  sens.  Il  est  évident  que,  dans  ce 
point,  la  courbe  p^  sa  courbure  et  que  les  deux  éléments  comsé- 
cutife  sont  en  ligne  droite.  Mab  une  courbe  à  double  courbure  peut 
perdre  chacune  de  ses  ecNarbures  en  particulier,  ou  les  perdre 
toutes  deux  dans  le  même  point  :  c'est-à-dire  qu^il  peut  arriver  ou 
que  trois  éléments  consécutifs  d'une  même  courbe  à  double  cour- 
bure se  trouvent  dans  un  même  plan,  ou  que  deux  de  ces  éléments 
soient  en  ligue  droite.  Il  suit  de  là  que  les  courbes  à  double  cour- 
bure peuvent  avoir  deux  espèces  d'inflexions  :  la  première  a  lieu 
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lorsque  la  courbe  devient  plane,  et  nous  l'appdleFon»  smple  in- 
flexion; la  seconde,  que  nous  appellerons  double  infieaaon,  a  lieu 
lorsque  la  courbe  devient  droite  dans  un  de  ses  points. 

XXXL 

Trouver  la  Jornmle  (/ut  (ioitut  les  piiint  s  de  simplt*  lutlexion  <les 
courbes  à  double  courbure. 

SoLUTiox.  Nous  avons  vu  (art.  XVII)  que  lonqu^une  courbe  à 
double  courbure  a  on  point  de  nmple  inflexion,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  que  lorsqu'elle  devient  plane,  la  partie  correspondante 
de  la  surface  développable,  qui  est  le  lieu  de  ses  développées, 
devient  cylindrique,  et  que,  par  conséquent,  les  deux  arêtes  consé- 
cutives de  cette  partie  de  la  surface  ioxA  parallèles.  11  suit  donc  de 
là  que  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  arêtes  est  infiniment  éloi- 
f^né.  ou  les  coordonnées  de  ce  point  sont  infinies.  Or  nous  avons 
donné  i  art.  XXTV)  les  valfurs  j^t-nérales  de  ces  coordonnées,  qui 
sont  toutes  trois  rendues  iiilinics  en  «  f^alant  à  /.cro  le  dénominateur 
commun  :  donc  la  formule,  pour  trouver  les  points  de  simple 
inflexion,  est 

ou 

ddzd*x  —  ddjrd*z  =  o  ; 

et  la  valeur  de  tirép  de  rnnt»  ou  de  l'aulte  de  ces  deux,  formules, 
sera  celle  de  i  aiiseisse  qui  i  oavicut  au  point  demandé. 

XXXII. 

On  aurait  pu  trouver  cette  formule  par  un  itùsonnenient  beau- 
coup plus  simple.  En  effet,  puisque  dans  le  point  de  simple  in- 
flexion, la  courbe  à  double  courbure  devient  plane,  il  faut  que, 

53 
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dans  ce  point,  les  équntîom  de  la  courbe  satisfassent  h  l'équation 
générale  du  plan  :  or  cette  équation  générale  est 

z  —  a.v  -+-  hr  H-  <•. 

Si  doue  on  différentie  trois  fois  cette  équation  à  cause  des  trois 
constantes,  ce  qui  donne 

ddz  =  bddy^ 
d't=èd\Y, 

ft  qu'on  climinc  a  et  h  de  ecs  trois  équations,  un  trouvera 

ddyd^z  —  ddzd^Y  =  o, 

«'•rfiiat  loii  (le  CDiulilioii  doit  (Hiv  satisfaite  [)mii  (|iu'  trois  élé- 
ments roiisfcutils  d  line  cdurhe  à  donhle  coiirhuit'  soient  <laiis  un 
Hiètue  plan,  et  qui  est  la  même  cjue  celle  que  nous  venons  de  donner 
dans  le  problème  précédent. 

XXXIII. 

Trou\>er  l  expression  du  l  ayun  (k  cuwùa/  e  ri  une  courbe  à  ilouhlr 

courbure  quelconque. 

Solution.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  bien  distingué 
les  rayons  de  développées  d'une  c«urbe  k  double  courbure  de  son 

rayon  de  rotirbnre.  Nous  avons  \\\  que,  dans  chaque  point,  tine 
cotu'be  (juelcon(jue  a  une  inliiiite  de  rayons  de  développées,  parce 
qu'elle  a  une  infinité  de  développées  difTérentes  ;  niais  (|ne,  dans 
chaque  point,  elle  n  avait  (ju'un  rayon  d<'  courbure,  et  quOn  trou- 
vait ce  rayon  en  abaii^nt  une  perpendiculaire  du  point  de  I;»  eourbe 
sur  l'intersection  du  plan  normal  avec  le  plan  normal  nilnnment 
voisin. 


DIgItized  by  Gooqlc 


Or  nous  avons  donné  (première  partie)  l'expression  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  d'un  point  donné  sur  une  droite  dont  on 
connaît  les  équaticms  de  projections  ;  fie  plus,  nous  avons  trouvé 
(art.  XX 11),  pour  équations  de  l'intenectioii  du  plan  normal  avec 
celui  qui  le  suit  immédiatement, 

(*  —  ^X*) f  y  +  (  J  —  fJc')  tf'x'-t-X—x'  ~ii, 

iz — -h  {y  -  ^y  )  (p*y — [i  -h  (y v  y*  (f  y  )» 

d  oii  l'on  tire  les  trois  équations  suivantes,  qui  sont  celles  des  trois 
projections  de  cette  droite  : 

-^.r',p«.r-'_!î.r'('y:r''/.r'  — 9'.r'-f' .r)  j  **' 

— «(fyç*y—?'y ^'♦y—.r9"y_r/.r'f,^ (ç'.r)^^ (•;'.,-')' I  j 

Si  l'on  compare  actuellement  ces  trois  équations  avec  celles  de  la 
droite  données  dans  la  première  partie,  on  trouva»,  pour  expres- 
sion du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  à  double  courbure  quel- 
conque, 

\XXIV. 

Nous  aviMis  iiissi  donné  (première  partie)  les  expressions  des 
coordonnées  du  pied  <le  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur 
inie  droite  ;  si  l'on  substitue  encore  rlans  ces  formules  les  valeurs 
ci-dessus,  on  trouven»,  pour  coor*  loi  niées  du  c*entrc  de  courbure 
d'iuu*  courbe  quelconque,  dans  le  sens  ries  j  , 

SX 


dans  le  sejis  des  ) , 
et  dans  le  sens  des  z. 

De  manière  qu'à  l'aide  de  tontes  ces  formules,  on  peut  non-seule- 
ment connaitie  la  courbure,  eu  un  point  (juelconque,  d'une  courbe 
à  double  courbure,  mais  encore  assigner  le  sens  de  sa  courbure, 
puisqu'on  peut  connaître  dans  l'espace  la  position  de  son  centre 
de  courbure. 

XXXV. 

Trouva-  la  Jorimde  tjui  dotuie  les  points  ilt  double  inflexion  ties 
courbes  à  double  courbure. 

SoiJîTioN.  11  suit  de  la  définition  que  nous  avons  donnée 
(art.  XXX  )  de  la  double  intlexion,  que,  toutes  les  fois  qu'elle  aura 
lieu,  le  rayon  de  courbure  sera  =  00  ou  =o,  c'est-à-dire  qu'on 
aura 

-h  {-^"xy  -h  —  f'x^ra:)'  ^  o  ou  =c  «  . 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  la  somme  de  trob 
carrés,  on  doit  avoir 

^Xiso  Qv  ce;   ^"xsitt  OU  ce;   ^x^X—^'x^'x^o  on  oc. 

La  troisième  équation  étant  une  suite  des  deux  premières,  la  for- 
mule pour  trouver  les  points  de  double  inflexion  sera 

ç"x  =  o  ou  00  ;    4''''^  =  o  ou  X  ; 

OU  bien 

-  d*jr  ss  o  ou  00  ;       z  =  o  ou  oc  . 

11  est  inutile  de  remarquer  que  la  même  formule  donne  aussi  les 
points  de  rehrouasement. 
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ADDITION. 


DE  L*IHTÉGRATION  DES  roiIATIONS  AIX  DlFFl-REISCES  PARTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  ENTRE  TROIS  VARIABLES. 


I/intégration  d'une  équation  quelconque  aux  difT'érences  par- 
tieUes  du  premier  ordre,  à  trois  variables,  ne  dépend  que  de  celle 
d'une  seule  équation  aux  dilTérences  ordinaires  à  <leux  variables, 
et  dans  laquelle  la  différentielle  d'une  des  variables  est  re^^ardée 
comme  constante.  I*e  procédé  consiste  h  rechcrchor  d'abord  les 
équations  aux  différences  ordinaires  de  la  c  iira('téristi<|ue  de  la  sur- 
fHop,  et  à  intégrer  ensuite  ces  équations;  cr  (jni  divise  natiirelle- 
nient  l'objet  dont  nous  nous  occupons,  en  deux  paities  distinctes. 


PR£M1ÊRË  PARTIE. 

KBoneacec  us»  iQUATiOM»  aux  DtwwÈBzvca  oroihaires  de  la 

-  CARACriaiSriQDK. 


Pour  nu»ttre  plus  de  clarté  dans  la  recherche  des  équations  de  la 
carai  t*  t  istu|ue,  je  vais  l'entreprendre  par  les  seules  considérations 
géonu  ti  Kjues;  mais  ce  que  j'ai  dit  jusqu'ici  mr  la  caractéristicjue 

YIIl,  paj^e  53)  n'est  pas  complet,  et  je  vais  reprendre  les 
choses  de  plus  haut. 
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L 

(Concevons  une  surface  courbe  quelconque  donnée,  dont  b 
construction  dépende  de  deux  paramètres  j3,  et  dont  l'équatim 
soit  représentée  par 

./  l-^»  /»      *»  i^ij  =  o; 

supposons,  de  plus,  ([uv  les  deux  paramètres  ne  soient  pas  indé* 
pendants  l'un  de  l'autre,  mais  qu'il  y  ait  entre  eux  une  relation 
détenninée  exprimée  par  [i  =  fa,  9  étant  une  certaine  fonction 
donnée;  en  sorte  que  ee  soit  le  paramètre  principal  :  l'équation  de 
la  surface  sera 

Cela  posé,  suivant  que  Ton  donnera  au  paramètre  «  des  valeurs 
différentes,  Téquation  appartiendra  à  des  surfaces  différentes,  dans 
c?hacune  desquelles  les  quantités  «c,  <pa,  qui  seront  toutes  deux 
constantes,  auront  des  valeurs  différentes.  Si  donc  on  suppose  que 
le  paramètre  a  prenne  successivement  toutes  les  valeurs  possibles, 
depuis  —  CD  jusqu^à  +  ao  ,  la  surface  se  mouvra  en  changeant 
de  forme;  file  passera  successivement  par  toutes  les  formes  et 
toutes  les  positions  dont  elle  est  susceptible,  et  elle  parcourra  un 
rertain  espace.  Enfin,  si  l'on  suppose  que  toutes  ces  surfaces  exis- 
tent ensemble,  et  qu'une  autre  surface  les  enveloppe  toutes,  rette 
(Icruière  surface,  jusqu'à  laquellt»  rhacune  des  pren)!»*res  s* «'tend, 
au  (Iclii  (!«'  I;i([uellp  aucune  dV  IN  s  ru-  V*  porte,  et  qui  est.  par 
coiiM'(|u«'nt ,  leur  liinitt',  est  ;uissi  l;i  limite  fie  l'espace  pari-ouru 
par  la  prciiiifrc.  ic^arcUc  1  oiiinic  nioliile  et  variable  de  forme,  en 
vertu  tle  la  variation  du  païauRtit-  «. 

C'est  cette  dernière  surface  à  laquelle,  en  la  comparant  à  la  sur- 
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lace  mobile,  j'ai  tloané  le  noni  *\' enveloppt ;  tandb  que  j  ai  donné 
celui  à'envehppée  à  la  surface  mobile. 

II. 

Il  est  évidt  iit  t^w  ICiiveloppe  touche  chacune  des  envclojj|jet's 
dans  une  courbe  tjui  se  trouve  en  même  temps  et  suj'  l'enveloppe 
et  sur  renveloppée;  c'est  cette  ooiirbe  de  contact  à  laquelle  j*ai 
donné  le  nom  de  caractéristique  de  renyeloppe.  Or  il  n'y  a  sur 
l'enveloppe  aucun  point  dans  lequel  cette  surfiice  ne  touche  une 
certaine  enveloppée  pour  laquelle  le  paramètre  constant  a  a  une 
certaine  valeur  déterminée.  Donc  il  n'y  a  sur  l'enveloppe  aucun 
point  par  lequel  ne  passe  une  oertMne  caractéristique  pour  laquelle 
le  paramètre  a  a  la  même  valeur  que  pour  l'enveloppée  sur  laquelle 
cette  courbe  se  trouve,  c'est4dire  pour  laquelle  les  quantités  a, 
sont  toutes  deux  constantes. 

L'enveloppe  peut  donc  être  regardée  comme  le  lieu  de  toutes 
les  caractéristiques  qui  correspondent  aux  différentes  valeurs  de  a , 
et,  par  conséquent,  comme  engendrée  par  le  mouvement  de  la 
caractéristique,  considérée  comme  mobile  et  variable  de  forme  en 
vertu  de  la  variation  du  paranu  tre  Nous  \ei  roTis  plus  loin 
(art.  XI)  pourquoi  de  toutes  les  ^ciiénitriccs  possibles  (]f  reii\e- 
lo])pe  celle-ci  m  a  paru  devoir  être  distinguée  par  un  n<nn  |)arti- 
cuiier. 

« 

Si  l'on  considère  deux  enveloppées  consécutives  pour  l'une  des- 
quclU's  le  paramètre  u  ait  une  certaine  valeur  déterminée  qui,  dans 

l'autre,  sera  v  -)  (fy  ,  ces  deux  surfaces  se  couperont  dans  une  cer- 
taine courbe  (jui  seni  aussi  mie  lij^iie  de  contact  entre  elU^s  deux,  et 
qui  ne  différera  pas  de  celle  clans  kujuelle  la  première  des  deux  en- 
veloppées toucKe  l'enveloppe:  cette  courlie  sera  donc  la  caracté- 
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ristique  qui  correspoud  à  la  première  des  deux  enveloppées.  Or 
le»  équations  de  œs  deux  enveloppées  ocmécutives  sont 

y  (^'.       s,  «  4-  </a,  <P«  T  =  o; 

OU,  représentant  la  première  par 

/=o, 

la  seconde  est 

Donc  ces  deux  équations  sont  celles  de  la  caractéristique;  et,  parce 
qu'elles  doivent  avoir  lieu  en  même  temps  pour  oette  courbe,  la 
première  réduit  la  seconde,  et  elles  deviennent 

/=o. 

dans  lesquelles  la  valeur  de  a  détermine  la  forme  et  la  position  de 
chacune  des  camctéristiqiies.  Donc  enfin  Tenvdoppe,  qui  est  le 
lieu  général  de  toutes  les  caivctéristiques,  aura  pour  équation  inté- 
grale le  résultat  de  l'élimination  de  l'indéterminée  «  entre  les  deux 
équations  précédentes.  • 

IV. 

On  voit  que  si  la  forme  de  la  fonction  <p  est  donnée,  et,  par 
conséquent,  celle  de  sa  dérivée  ç',  l'élimination  de  a  sera  toujours 
possible,  et  que  l'équation  de  l'enveloppe  sera  entièrement  déli- 
vrée du  paramètre  variable  a  ;  mais  elle  contiendra  toujours  des 
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traces  de  la  i'oiu-tioii  (p  et  de  sa  dérivée  <p'  :  ainsi,  pour  chaque 
forme  âîfférente  que  l'on  pourra  donner  à  la  fcmction  tp,  on  aura 
une  enveloppe  différente.  Si  donc  on  veut  que  l'équation  appar» 
tienne  à  toutes  les  enveloppes  possible^  <|ui  jïeuvwt  être  produites 
par  les  divers  mouvements  que  Ton  pourrait  donner  à  l'envelc^pe 
mobile,  il  fiiut  regarder  la  forme  de  la  fonction  ^  comme  arbitraire; 
mais  alors  l'éliminatitm  du  paramètre  «  n'est  plus  praticable»  ou 
du  moins  elle  ne  peut  s'effectuer  que  dans  des  cas  particuliers,  et 
l'équation  de  l'enveloppe  ne  peut  plus,  en  général,  être  exprimée 
que  par  le  système  des  deux  équations 

(ï)-.. 

entre  lesqudics  il  faut  éliminer  l'indéterminé  et,  et  dans  lesquelles 
la  fonction  f  est  arbitraire. 

V, 

Néanmoins  l'enveloppe  peut  étie  exprimée  par  une  équation 
iiiiu[uf  aux  différences  partielles;  en  effet,  des  deux  équations  pré- 
cédentes, la  seconde  énonce  que  la  différentielle  de  la  première, 
prise  en  regardant  «  comme  seule  variable,  est  égale  à  zéro  :  on 
peut  donc  différentier  la  première  en  regardant  et  comme  constante. 

Mais  cette  équation  /  =  o  appartient  à  une  surface  courbe  pour 

laquelle  deux  variables,  par  exemple  ,r,  r.  sont  indéjiendaiites, 
ainsi  que  Icms  difïérentielles  f/.i,  d)-;  il  faut  doue  que  les  tleux 
difféiPiiticUes  de  cette  équation,  prises  en  rej^ardant  H'ahord  ,r, 
puisj  comme  seules  variables,  aient  lieu  eliacune  en  particulier: 
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ia  première  sera  en 
la  seccmde  sera  en 

y,   r,  r,  Z,  «, 

Donc,  entre  ces  deux  cquations  et  /'=  o,  on  pourm  éliminer  les 

deux  quantités  «,  ^<r,  et  Ton  aimi  une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre 

F{/^,  y,  .r,  ) ,  z!  ^  o. 

Or,  i"  en  «'liiiiiiiaiit  on  fninsporte  à  l'enveloppe  ce  qui  n'était 
Hit  craboiti  que  de  l'enveloppée;  a" en  éliminant  on  transporte 
à  tontes  les  enveloppes  possibles  ce  qni  n'était  dit  d'abord  (pie  de 
l'enveloppée  déterminée  j^ar  In  l'orme  supposée  à  In  f(>nction  ^. 

Donc  l'équation  aux  diiTérences  partielles  du  premier  ordre 

F(/»»  q*  je,  y,  a)  =  o 

}i[»pai"tieiit  a  loutcs  les  enveloppes  juissiblcs  qui  petivcnt  rtr»»  pro- 
duites d'une  tiiiiiiit  re  qneleoncpie  par  le  niouvcinent  de  la  même 
enveloppée  mobile. 

VI. 

On  sait  que,  deux  courbes  quelconques  étant  données  dans  l'es- 
pace, si  l'on  approche  d'elles  un  plan  qui  les  touche  toutes  deux, 
ce  qui  ne  déterminera  pas  sa  position,  et  si  rmi  suppose  que  ce 
plan  roule  de  manière  qu'il  ne  cesse  pas  de  toiieher  les  deux 
courbes  dans  son  mouvement,  qui,  par  là,  sera  déterminé,  il  {par- 
courra un  espace  dont  l'enveloppe  est  une  surfiioe  déreloppable 
qui  passe  par  les  deux  courbes. 

•  Cela  posts  ronvevons  deux  caractéristiques  consécutives  dont  la 
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première  oorrespoiide  à  une  valeur  déterminée  de  a,  et  supposons 
qu'un  plan  roule  sans  cesser  de  les  toucher  toutes  deux  ;  le  mouve- 
ment de  ce  plan  déterminen  une  sur&ce  développable  qui  passera 
par  les  deux  caractéristiques  consécutives,  et  qui  sera,  par  consé- 
quent, tangente  à  Tenvdoppe.  Dam  l'équation  de  cette  surface 
développiible,  «aura  la  niéme  valeur  déterminée  que  pour  la  ca- 
ractéristique dans  laquelle  elle  touche  Tenveloppe;  et  les  quan- 
tités «,  ipa  seront  toutes  deux  constantes. 

Actuellement,  si,  sur  la  seconde  caractéristi({ue  et  la  troisième, 
on  fait  la  même  opération  (jue  nous  venons  de  faire  sur  la  pre- 
mière et  la  serondf.  ou  iiura  une  scrondt'  siiifacf  (h-veloppahle  qui 
passera  de  mtin<-  jkh-  la  seeomle  farai  ti'ri>ti(]iu'  et  la  troint  iiu', 
qui  louchera  de  im r('nveli>()|)e,  rt  dont  I  «■(Hiatioii  uv  diticn-ja 
de  celle  de  la  prcirn' k  i|n<  [kiicc  (jiif  la  quantité  st^ia  dt'venue 
a  +  (/'/.:  et  il  est  t  Nident  tjuc  ces  deux  surlaces  deveioppables 
consécutives  se  couperont  dans  la  seconde  caractéristique  qui  leur 
est  commune. 

Si  donc  on  continue  de  £iiiv  passer  ainsi  des  surfaces  dévelop- 
pable» par  toutes  les  caractéristiques  prises  deux  à  deux  cmisécuti- 
vement,  on  aura  une  suite  de  surfaces  développables  tangentes  à 
Tenveloppe,  et  dont  deux  quelconques  consécutives  se  couperont 
dans  une  des  caractéristiques  :  donc,  si  l'on  suppose  que  la  surface 
développable  se  meuve  dans  Tespace,  en  vertu  de  la  variation  du 
paramètre  «  que  contient  son  équation,  elle  parcourra  un  espace 
dont  l'enveloppe  sera  la  même  que  celle  que  nous  avons  consi- 
dérée jusqu'ici.  Cette  sorfiœe  développable  peut  donc  être  re- 
gardée comme  une  envdoppe  nouvelle,  mobile  en  vertu  de  la 
variation  du  même  paramétra  a,  et  à  laquelle  appartient  la  même 
enveloppe. 
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Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  surface  dëveloppable  dont 
réquation  générale  aux  difFérences  partielles  ri  o  est  du 

aeoond  ordre,  peut  se  dire  aussi  de  toute  autre  surface  dont  Tëqua- 
tion  auK  diffâvnoes  partielles  est  aussi  du  second  ordre  :  nous  n'en 
rapporterons  qu'un  seul  exemple. 

Concevonii  <]u'une  sphère  de  rayon  constant  roule  en  touchant 
toujours  la  première  caractéristique  et  la  seconde;  elle  parcourra 
un  espace  dont  l'enveloppe  sera  la  surface  d'un  tuyau  à  section 
circulaire  de  rayon  rnnst.int  ;  et  cette  surface,  dans  l'r'qnation  de 
laquelle  le  [),iraniétre  a  aura  la  valeur  détei  initit'-e  (jui  eonvieiif  à 
la  première  caiaetéristique,  passera  par  les  fleux  caractéri3tn|ues 
consécutives,  et  sera  tani'ente  à  l'enveloppe  primitive. 

Si  l'on  fait  la  même  opération  sur  la  seconde  caractéristique  et  la 
troisième,  on  aura  la  surface  d'un  second  tuyau  à  section  circulaire 
de  même  rayon,  qui  passera  par  la  seconde  caractéristique  et  la 
troisième,  qui  touchera  de  même  l'enveloppe  primitive,  et  dont 
l'équatimi  ne  diffâ-era  de  odks  de  la  premifere  que  parce  que  le 
paramètre  «  aura  pris  la  valeur  a  +  da.  Les  surfaces  de  ces  deux 
tujnux  consécutî6  se  ooupermtt  dans  la  seconde  caFactâristique  qui 
leur  est  commune. 

Si  donc  on  continue  de  &ire  passer  ainsi  des  sar&ces  de  tuyaux 
circulaires  par  toutes  les  caractéristiques  considérées  deux  à  deux 
consécutivement,  on  aura  une  syite  de  surfaces  tangentes  à  Ken- 
vdoppe  primitive,  et  qui,  considérées  elles-mêmes  deux  à  deux 
consécutivement,  se  couperont  successivement  dans  toutes  les  ca- 
ractéristiques. Donc,  si  l'on  conçoit  que  la  surface  dn  tuyau,  dans 
réquation  de  laquelle  entre  le  p  iraiiiètre  «,  se  meuve  dans  l'espace 
eu  vertu  de  la  variation  de  <  e  paramètre,  elle  parcourra  un  espace 
qui  aura  la  même  enveloppe. 
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VIII. 

1]  suit  de  là  qu'une  surface,  considérée  comme  enveloppe,  n'a 
pas  d^envdoppée  nécessaire  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est  l'enveloppe 
commune  d'un  nombre  infini  d'espaces  différents  parcourus  par  des 
enveloppées  différentes,  mobiles  chacune  en  vertu  de  la  variation 
du  même  paramètre  «t  qui  se  trouve»  ainsi  que  fa,  dans  l'équation 
de  l'enveloppée.  Or  nous  avons  vu  (art.  IV)  que  l'équatioh  inté- 
grale d'une  surfilée  conndérée  comme  enveloppe  est,  en  général, 
le  résultat  de  l'élimination  de  <c  entre  l'équation  de  l'enveloppée 
mobile 

f  (*»  r»  «.  «»  ^)  =  o» 

et  sa  diliéreiitielle  prise  en  regardant  a  comme  seule  \  analjlc  \  uuns 

venons  de  voir  d'ailleurs  que  la  fonction  f  est  susceptible  d'un 

nombre  infini  de  f<Kines  différentes,  dépendantes  de  la  nature  de 
l'enveloppée  mobile  ;  donc,  lorsque  T  équation  intégrale  d'une  en- 
velo|)pe  est  [)résentée  comme  le  résultat  de  l'élimination  de  «  entre 
deux  équations  telles  que 


'  /  \ 


le  système  de  ces  deux  équations  n'a  rien  de  nécessaire,  et  il  peut 
être  remplacé  par  un  nombre  infini  d'autres  systèmes  de  deux  équa- 
tions  différentes  des  deux  premières,  et  produisant  le  même  résnllat 

par  l'élimination  de  a. 

Méanmoins  il  est  avantageux  de  choisir,  parmi  toutes  les 
enveloppées  mobiles  qiii ,  par  leur  mouvement ,  produisent  la 
même  enveloppe,  celle  dont  l'équation  est  plus  simple,  ou  dont 
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la  coiistraction  est  plus  facile,  ou  à  la  eonsidératîon  de  ltK|ueUe  on 
est  plus  accoutumé. 

iX. 

Oonudénnt  sur  une  envdoppe  quelconque  la  suite  «les  caracté- 
ristiqoes  dont  elle  est  le  lieu,  commençons  par  celle  de  ces  courbes 
qiii  f  orrespond  à  une  valeur  déterminée  de  <t  ;  prenons  sur  elle  un 
point  arbitraire,  et  conccTons  sa  tangente  en  ce  point;  puis,  par 
cette  tangente,  menons  un  plan  quelconque  ({iii  sera  tangent  à  la 
courbe,  mais  dont  la  position  ne  sera  pas  détcrniince,  et  qui  ne  sera 
pas  tangent  à  l'enveloppt".  Cela  fait,  concevons  fjue  !c  plan  tourne 
autour  de  la  tangente  juscpi'ii  ce  (|u  il  totiehe  la  i-aractéristique  sui- 
vante en  lin  cerlaiii  point  qui  sera  delerniirié  ;  la  |)()sitiou  du  plan 
ïcra  alors  (U  tenuinée,  il  sera  tangent  à  l'enveloppe,  et  il  contiendra 
la  tangente  à  la  seconde  caractéristique. 

Concevons  ensnîte  que  le  plan  tourne  autour  de  la  tangente  de 
la  seconde  caractéristique,  jusqu'à  ce  qu'il  touche  la  troisième  en 
un  autre  point  qui  sera  de  m^e  déterminé  ;  dans  cette  position,  il 
sera  encore  tangent  à  Tenveloppe,  et  il  contiendra  la  tangente  à  la 
troisième  caractéristique. 

Enfin,  concevons  que  le  plan  continue  de  rouler  ainsi,  en  tour- 
nant toujours  autour  de  la  tangente  de  la  caractéristique  qu'il  tou-> 
die,  jusqtt*!^  ce  qu*il  touche  la  caractéristique  suivante  ;  il  est  évident 
que  dans  son  mouvement  il  ne  cessera  pas  d^être  tangent  à  l'enve- 
loppe, puisqu'il  passera  toujours  par  les  tangentes  de  deux  carac- 
téristiques consécutives.  Il  déterminera  sur  l'enveloppe  une  suite 
de  points  de  contact  dont  le  lieu  sera  une  eonrhe  qui  passera  par  le 
jmiiit  (le  contact  |)ris  arbitriiirenient  sur  la  })reniière  caractéris- 
tique. Il  y  aura  donc  sur  iCnvcloppe  autant  de  courbes  détermi- 
m  es  (le  cette  manière,  que  l'on  peut  concevoir  de  points  pris  arbi- 
trau'enient  sur  la  première  caractéristique  ;  chacune  de  ces  courbes 
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roupera  toutes  les  caractéristiques,  et  réciproquement.  Et,  parce 
(|ue  la  oonsidération  de  ces  courbes  va  nous  devenir  néensatre,  Je 
leur  donnenii  le  nom  de  tre^edtnrts  de  la  caractéristique. 

Les  angles  sous  lesquels  les  trajectoires  coupent  les  caractéris- 
tiques dépendent,  en  générait  de  la  nature  de  l'enveloppe.  Pàr 
exemple,  dans  les  surfaces  de  révolution,  les  paraHèles  sont  les 
caractéristiques,  les  méridiens  sont  les  trajectoires;  et,  dans  ce  cas, 
les  trajectoires  sont  mthogonales. 

ï/e  plan  (|ui  se  meut  de  niatiière  à  toucher  toujours  renvelo[)pe 
dans  la  même  trajectoire  détermine  une  surface  dévcloppahie  qui 
touche  eUe-méme  l'enveloppe  dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire. 

X 

Nous  avons  tait  rouler  le  plaii  tangent  sur  l'enveloppe  deux 
manières  Hiff^'i-fiitcs. 

Dans  la  premit  rc,  k-  point  de  contact  (in  plan  mobile  ne  sort  pas 
«le  la  même  caractéristique,  et  deux  plans  consécutifs  se  coupent 
dans  la  tangente  à  la  trajectoire  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

Dans  la  seconde,  le  plan  de  contact  du  plan  mobile  ne  sort  jjas 
de  la  même  trajectoire,  et  denx  plans  consécotifs  se  coupent  dans  la 
tangente  àla  caraetéristîqtu  ,  ^ui  pusse  par  le  point  de  contact. 

Ainsi,  la  surface  développable  qui  touche  l'enveloppe  dans  la 
canctéristique,  et  celle  qui  toudie  Tenveloppe  dans  la  trajectoire, 
sont  réciproques,  en  cela  que  la  prenûère  est  le  lieu  des  tangentes 
aux  diUërentes  trajectoires  dont  les  points  de  contact  sont  pris  sur 
la  même  caractéristique,  tandis  que  la  seconde  est  le  lien  des  tan- 
gentes aux  différentes  caractéristiques  d<Hit  les  points  de  contact 
sont  prb  sur  une  même  trajectoire. 

Celte  pix^été  mérite  une  grande  attention,  parce  que  c'est  son 
expression  qui  nous  produira  les  deux  équations  aux.  différences 
ordinaires  de  la  caractéristique. 


XI. 


L'enveloppe  étant  le  lieu  de  tontes  les  trajectoires  dont  les  diffé- 
rentes équations  intégrales  ne  diffènsit  entre  elles  que  par  la  valeur 
d'un  certain  paramètre  |3  qui  varie  de  l'une  à  l'autre,  la  trajectoire 
peut  atissi  être  r^rdée  conune  une  gén^ratrioe  de  l'envelof^ 

qu'elle  engendre  eu  vertu  du  mouvement  que  lui  procure  la  vai  i^i- 
tion  de  ^  i  mais  il  y  a  une  grande  difierenoe  entre  cette  génératrice 
et  la  caractéristique. 

Pour  la  caractéristique,  les  quantités  a,  ipa,  (|iii  entrent  dans  ses 
éqtiations  intéi^rales,  sont  toutes  t\vv\  constantes,  et  doivent  être 
regardées  coninic  telles,  lorsqu  on  difUcr  t  iitic  ;iux  difï'ért'nres  ortli- 
naires  ces  équations  ;  on  peut  donc  les  éliminer  conirne  deux  véri- 
tables eonstantes  aibitiiiii  es,  et  les  équations  aux  dilli-n  iu  es  ordi- 
naires que  l'on  oLtit-nt  alors,  ne  renfermant  plus  la  l'onctioji 
appartiennent  à  toutes  les  caractéristiques  qui  se  trouvent  sur  toutes 
les  enveloppes  possibles.  Pour  la  trajectoire,  au  contraire,  se$  deux 
équations  peuvent  bien»  à  la  vérité,  être  regardées  comme  indé- 
pendantes de  «,  mais  elles  ne  le  sont  pas  de  la  forme  de  la  fonc- 
tion 9  ;  cette  courbe  dérive  nécessairement  de  œlle  qui  dirige  le 
mouvement  de  Tenveloppée,  et  elle  tient  essentiellement  à  la  nature 
de  l'enveloppe  que  l'on  considère. 

Ainsi}  la  caractéristique  est  la  génératrice  commune  à  toutes  les 
envdoppes  différentes  et  en  nombre  infini  que  Ton  peut  pnxkiire 
par  la  même  enveloppéei  tandis  que  la  trajectoire  n'est  la  généra- 
trice que  d'une  seule  de  ces  enveloppes  ;  la  rarartéristique,  dont  la 
nature  ne  dépend  absolumeot  que  de  celle  de  l'enveloppée,  est 
donc  la  seule  qui  porte  le  caractère  général  de  la  génération 
exprimée  par  l'équation  aux  différences  partielles.  C'est  pour  cela 
que  je  lui  ai  donné  un  nom  particulier  qui  la  distingue  de  toutes  les 
autre»  génératrices. 


Par  exemple,  dans  Ift  surlàce  de  révolution,  le  méridien,  qui  est 
la  trajectoire,  est  bien  une  génératrice;  c'est  même  la  seule  qu'on 
ait  coutume  de  considérer:  ma»  cette  généraXswe  est  propre  à  une 
surfiice  de  révolution  individuelle;  elle  varie  sans  aucune  dépen- 
dance d'un  individu  à  un  autre,  ce  n'est  pas  elle  qui  donne  à  la 
surface  le  caractère  d'être  de  révolution.  C'est  le  parallèle  seul, 
c'est«-dire  la  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  est  toujours 
iioimal  à  Taxe  constant  de  position,  cjui  passe  par  son  centre;  c'est, 
dis-je,  le  parallèle  qui  est  la  génératrice  commune  à  toutes  les  sur- 
fooesde  ri'\  oliition  nntnnr  d'un  même  axe;  c'est  cette  courbe  qui 
imprime  à  ia  surface  le  caractère  d'être  de  révolution;  c'est  elle  qui 
est  la  cnrncttTistique  rie  ceUc  génération. 

Ces  préliîinii  iiri's  ("tant  [)osés,  nous  allons  passer  à  la  recherche 
des  équations  aux  diUérences  ordinaii'eâ  de  la  caractéristique. 

XII. 

Soit  proposée  l'équation  générale  aux  difTérences  partielles  du 
premier  ordre 

(A)  F{/>,  ^,  a?, s)  =BO, 

duis  laqudle  les  cinq  quantités  entrent  d'une  manière  quelconque, 
mab  donnée;  si  on  la  différentie  aux  différences  ordinaires,  on  a 
une  équation  aux  différences  onfinaires  de  la  forme 

P<//)  -+-  Qdq  -f-  \dr     Yi/r  -t-  Zr/c  =  o, 

dans  laquelle  les  cinq  coefficients  P,  Q,  X,  Y,  Z,  obtenus  par  la 

différentiation,  sont  connus  en  p,  <y,  .r,  j,  z;  et  parce  que  l'on  a 
d'ailleurs  dz  —  pdx  +  qdjTt  cette  équation  différentielle  sera 

(B)  P4» -h Q<ji^-h  (X  +/»Z) -h  (Y-t- çZ)*^  =  o. 

Gela  posé,  considérons  le  plan  tangent  qui  s  appuie  sur  deux  carac- 
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léristiques  oons^utives  quelconques,  et  qui  les  touche  cha<»ine  en 
un  point.  Si,  sur  Itenveloppe,  on  veut  passer  du  premier  de  ces 
deux  points  de  contact  au  second,  c'est-à-dire  parcourir  l'âément 
de  la  trajectoire;  comme  ces  points  sont  sur  le  même  plan  tangent, 
les  qpintités  ç  ne  changent  pas  dans  le  passage:  il  fiiut  donc  faire 
dans  (B)  dp  =  Qy  dq  —  Oy  ce  qui  donnera 

dans  laquelle  la  valeur  de  ^  indique,  sur  le  plan  des  la 

direction  suivant  laquelle  doit  se  faire  le  passage,  c'est4i-dire  la 
direction  de  la  projection  de  rélément  de  la  trajectoire.  Cette  équa- 
tion différentielle  n'est  donc  autre  chose  que  celle  de  la  projection 
de  la  trajectoire  dle-même  sur  le  plan  des  y. 

Le  plan  tangent  n'est  pas  la  seule  surface  qui  passe  par  h  tra- 
jectoire; si  dans  (6)  on  fait 

li>j  lV^^Q////  =  0, 

on  a  également  l'équation  (G)  ;  ainsi  la  surface  à  laquelle  appartient 
l'équation  (D)  passe  aussi  par  la  trajectoire.  Or  cette  sur&ce  est 
développable,  puisque  son  équation  aux  difTérences  ordinaires  est 
en  ilf),  dq\  de  plus,  elle  touche  l'enveloppe,  puisque  les  quan- 
tités py  q  ont  les  mêmes  valeurs  pour  cette  surface  et  pour  Venve- 
Ic^pe  :  donc  réqnation  (D)  est  celle  de  la  surface  développable 
qui  touche  l'enveloppe  (bus  la  trnjertoirr. 

fTisqif  ici,  nous  avons  regardé  coiiune  mimohile  le  plan  tangent 
dont  I  e(|iiafion,  limitée  à  rétcnduc  de  l'élément  de  l'enveloppe,  et 
rapportée  au  point  de  contact  pour  origine,  est 

(E)  dz  =  /M&  -\-  qày\ 

mais  si  1  on  veut  conuneiicer  à  faire  rouler  ce  plan  d'une  nuinière 
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quelconque  sur  l'enveloppe,  pour  donner  lieu  ù  la  formation  d'une 
«irfiiee  dévelojipable  quelconcjue,  le  second  plan  coupera  le  pn»* 
mîerdamune  droite  dont  on  aura  l'équation  en  différentiant  (Ë) 
aans  foire  vam  les  coordonnées      t^,  dz^  ce  qui  donnera 

(F)  dpdx  -t-  dqdjf  =  o. 

Dans  cette  dernière  équation,  si  Ton  met  pour  ^  la  valeur  qui 
convient  à  la  droite  autour  de  laquelle  le  plan  tourne,  on  aura 
en  dp,  dq  Téquation  aux  différences  ordinaires  de  la  aurlaoe  déve" 
loppable  produite  par  le  mouvement  du  plan  ;  et,  si  Ton  met 

pour^  la  valeur  qui  convient  à  la  surfiioe  développable  produite 

par  le  mouvement  du  plan,  on  aura  en  dx,  dy  l'équation  de  Télé- 
ment  de  la  droite  autour  duquel  le  plan  tourne. 

D'après  cela,  si  le  plan  roule  de  manière  que  le  point  de  contact 
ne  sorte  pas  de  la  caractéristicpie,  il  tourne  autour  de  la  tangente  à 

la  trajectoire,  et  la  valeur  de  ^  doit  être  celle  que  fournit  ré(|iia- 

tion  (C)  de  la  trajectoire.  Si  donc  on  substitue  cette  valeur,  ce  qvii 
produira 

(G)  (X  4- p'L)dq  -  (Y  H-  qV)dp  =  o, 

on  aura  Téquation  différentielle  de  Tenveloppée  développable, 
éfpiation  qui  appartient  aussi  &  la  caractéristique  comprise  sur 
cette  enveloppée.  Si,  an  contraire,  le  plan  roule  de  manière  que  le 
point  de  contact  ne  sorte  pas  de  la  trajectoire,  il  tourne  autour  de 
la  tangente  de  la  caractéristique,  il  donne  lieu  à  la  formation  de  la 
surface  développable  qui  touche  l'enveloppe  dans  la  trajectoire,  et 

la  valeur  de  ^  doit  être  cdie  que  donne  Téquation  (D)  de  cette 

snrfiice.  Si  donc  on  substitue  cette  valeur,  ce  qui  produira 

(H)  P<<y  —  Kldx  =r  o, 
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on  aura  une  équation  qui  appartient  àl'élénient  de  la  caractéristique 
autour  duquel  tourne  le  plan»  et,  par  conséquent,  Téquation  difPé- 
rentielle  de  la  iMrojection  de  la  caractéristiqne  sur  le  plan  des  Xy  y. 
Ainsit  les  deus  équations  aux  différences  oi'dinaires  (G),  (H)  appar» 
tiennent  à  la  caractéristique. 

En  nous  résumant,  on  voit  que  Téqaation 

{B)      P4»  4-  Q</y  -h  { X  ^  p7.)dx  -I-  (Y  -h  <yZ)  dj  =  o 
étant  parta^  dans  les  deux  suivantes  : 
(C)  (X  -|-;,Z)«Ér  H-  (Y  -h  yZ)  dy  =  o, 

<D)  Vép  +  Q</9  —  o, 

et  ayant  posé  l'équation 

(F)  dpdx  -h  dqdy  =  o, 

si  l'on  substitue Uaris^Cj,  (U),  pour  ou  les  valeurs  que  donne 
cette  dernière,  on  aura  les  deux  équations  ' 

(G)  (X  -h  ^Z)  <i7  —  ( Y  -f-  çZ)     =  o, 

(H)  Prfr  —  Q'/.i  =  o, 

qui  ap()urtiennent  toutes  deux  ;i  la  raia(  tt''tisti<|iif. 

Les  équations  (B),  (R)  qui  ;q)parlit'imeiit  tout»"*  ih^vw  à  I  eiive- 
lop|)e  sur  laquelle  se  trouve  la  caraclérislifpie,  appartiennent  aussi 
à  celle  courbe  :  auLsi  un  a,  pour  la  caractéristique,  les  quatif  équa- 
tions aux  diflérences  ordinaires  (B),  (E),  (G),  (H). 

XIII. 

Les  quatre  «"(]  I  iti  ius  aux  (liflérencîes  ordinaires  cpie  nous  venons 
de  trouver  pour  la  caractéristique  sont  entre  les  cinq  liiliei  entielle» 
dpy  dfj,       djfy  dz.  On  peut  donc  éliminer  entre  elles  trois  quel- 
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conques  de  ces  tliUt-ientielles,  el  Ton  aura  une  équation  qui  ne 
contiendra  que  les  deux  autres,  ce  qui  produit  les  dix  résultats 


suivants 


1". 

Pffr  —  Qdv  —  o, 

a». 

IV:.  —  (  î>  H-  Qf/)  (il  —  o, 

Qrfa_(P^_HQ,y)./>-=o, 

4'. 

P«5»-h(X  -|-/»Z)<iir«o, 

5-. 

Q<^-h  (X  -h  /»Z)  rf/sas  o, 

6*. 

Puïgn-  ( Y  -H  gZ)  o, 

Q<A?-h(Y  -t-^Z)rfr=o, 

8*. 

^  Qy)  <ip  H-  (X    /^Z)  <fe  =  o. 

h  Q(/)dfj  -h  (V        qZ)  <(z  —  o, 

10*. 

(X  - 

h  /;Z)      —  (Y  -1-  ^Z)      =  o. 

Ces  dix  ét|uations,  qui  appartiennent  toutes  à  la  caractéristique, 
nom  seront  utiles  par  la  suite  ;  mais  il  faut  bien  se  rappeler  qu'elles 
ne  sont  point  indépendantes,  et  qu'elles  ne  disent  pas  plus  que  les 
<{uatre  équations  (fi),  (Ë),  (G),  (H),  dont  elles  sont  une  suite 

nécessaire. 

On  peut  foi-mer  les  dix  équations  précédentes  d'une  nuuiière 
coiiiiiioiie  ;  car  les  cinq  quantités 


dx    dj  d* 


étant  disposées,  oranme  on  voit,  en  deux  cases»  h  somme  de  deux 

quelconques  de  ces  quantités,  égalée  à  zéro,  avec  le  signe  —  si  elles 
sont  prises  dans  la  même  case,  et  avec  le  sif^nc  -f-  si  elles  sont  prises 
dans  des  cases  dilTérentes,  produira  une  des  dix  équations  de  la 
caractéristique. 
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SECOiSDE  PAHTIE. 

DK  l'iRT^GRATION  »ES  éQCATlOlfS  DE  LA  CAHAtrnÉKISriQVB. 


XIV. 

Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  l'étpiatioii  aux  différences  par- 
tielles est  linéaire  w  p,(j,  ou  «die  ne  Test  pas;  le  premier  de  ces 
deux  cas  étant  plus  simple  à  traiter,  nous  allmis  d'abord  nous  en 
occuper. 

Soit  donc  proposée  l'équation  linéaire  générale 

Vp  +      =  L. 

dans  laquelle  les  trob  coefficients  L,  P,  Q  soi<ml  donnés  d'une 
manière  quelconque  en  y  y  z.  Les  trois  premières  équations  de 
la  caractéristique,  qui  sont  dans  ce  cas  les  seules  nécessaires, 
deviennent 

iy>-  -  Qdc  =  o, 

Pdz  —  Ldx  =  o, 
Qdz —  hdjr  =  o. 

Elles  uppartieiuieut  aux.  projections  de  la  caractéristique  sur  le!> 
trois  plam  des  ooonkuuiées  ;  ainsi,  deux  quelconques  d'entre  elles 
comportent  la  troisième.  11  suflSra  donc  d'en  considérer  deux,  par 
exemple  les  deux  dermères. 

Supposons  d'abord  que  ces  équations  soient  toutes  deux  inté- 
grables,  et  que  leurs  intégrales  soient  représentées  par 

M  =  a,  N=:{3, 


(Liiis  lesquelles  a  et  ,3  soient  les  dt'ii\  coiistaiitcs  arbitraires  iiitro- 
(iiiiU's par  les  iatégrations.  Dans  cet  état,  ces  deux  inté£^ral**s  ap|>or- 
tieanent  à  toutes  les  caractéristiques  po-ssibles  qui  j>euvt'ut  .se  U  <)u\  «  r 
MIT  toutes  les  envelop{>es  possibles  auxquelles  appartient  l'équation 
amt  diflTérenoes  partielles,  c*est-àrdire  que,  de  toutes  les  canctms- 
tiques  pouibles  dont  le  nombre  est  infini  du  second  onbe,  il  n'y  en 
a  aucune  dont  les  deux  intégrales  ne  puissent  devenir  les  équations 
propres,  si  Ton  donne  à  chacune  des  deux  constantes  arbitraires 
a,  P  une  valeur  déterminée  ctKivenable. 

Mas  si  l'on  n'a  pas  pour  ol^et  de  considérer  à  la  fois  toutes  ces 
caractéristiques,  si  l'on  se  propose  seulement  d'en  considérer  une 
certaine  série,  et  si  l'on  veut  cpie  toutes  cdks  qui  composent  cette 
série  soient  liées  entre  elles  par  une  loi,  en  sorte  que  Ton  ne  puisse 
passer  d'une  quelconque  à  la  suivante  que  d'une  manière  tléter- 
niinée,  alors  les  constantes  «,  ^  ne  sont  plus  toutes  deux  arbitraires: 
I  une  quelconque  étant  prise  arbitrairement,  l'autre  s'ensuit  néces- 
sairement :  h  Seconde  est  donc  une  certaine  fonction  de  la  pre- 
mière, et  la  loriue  de  <'ette  fonction  dépend  de  la  loi  qui  lie  entre 
elles  toutes  les  caractéristiques  de  la  série.  Kii  représentant  par  (p  la 
forme  de  la  fout  tion  dont  il  s'agit,  les  équations  intégrales,  qui 
deviennent  aloi^ 

M  =  dc,       N  =  <p«, 

n'appartiennent  plus  à  toutes  les  caractéristiques,  mais  seulement 
à  cdles  de  ces  courbes  qui  sont  comprises  dam  la  série  déterminée 
par  la  forme  de  la  fonction  ;  et,  dans  cette  série,  chaque  carac- 
téristique individuelle  sera  déterminée  par  la  valeur  particulière  de 

la  constante  arbitraire  tt. 

Donc,  si  l'on  suppose  qu'une  quelconqiie  des  caractéristiques  de 
la  série  soit  rendue  mobile  et  variable  de  forme  en  vcrlti  de  la 
variation  de  a,  cette  courbe,  dans  son  mouvement,  se  confondra 


t 
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!»uccessivenient  avec  toutes  les  autres  de  la  même  série;  elle  en- 
gendrera leur  lieu  général,  qui  ne  sera  autre  chose  qu'une  des 
enveloppes  auxquelles  appartient  réquation  aux  difRérences  par- 
tielles; et  Von  aura  l'équation  unique  de  cette  enve1<^pe,  ou  de 
ce  lieu  général}  en  éliminant  «  entre  les  deux  «luations  précédentes> 
ce  qui  donnera 

Dans  cette  équation,  c  t  si  ht  toriiic  ;,culc  ik-  Li  fonrtioii  ^  (jui  déter- 
mine la  série  particulière  tles  caractéristiques,  dont  l'enveloppe  est 
le  lieu  général;  en  sorte  que  si  Ton  ciiange  de  série,  et  par  consé-^ 
quent  d*envclup])t ,  rien  ne  change  iclans  l'équation  que  la  forme  de 
la  fonction  Donc,  si  Ton  re^irae  la  fonction  ^  oomKfe  Inrbi- 
traire^cl'équation  précédente  appartiendra  au  lieu  général  de  cha* 
cune  des  séri^  .possibles,  c*est4-dire  à  chacune  des  euTeloppes 
posâtes;  elle  sera,  par  conséquent,  Vintégrale  complète  de  l'équa- 
tion aux  difTérenoes  partielles. 

XV. 

Dans  Tartide  précé<lent,  nous  ayons  supposé  que  les  équations 
aux  différences  ordinaires  de  la  caractéristique 

Pdz  —  Jjdt  =  o. 

(>(h  —  Ldy  ~  o, 


e- 


étaient  toutes  deux  intégrables  :  elles  ne  peuvent  l'être  immédiat 
ment  que  dans  des  cas  trèS'particuUers,  parce  que  chacune  d'elles 
contient  une  des  trois  variables  sans  sa  différentielle;  néanmoim 
leurs  intégrations  ne  dépendent  que  de  celle  d'une  seule  équation 
aux  différences  ordinaires  à  deux  vat  iahles. 

En  effet,  puisque  ces  deux  équations  a[)|)artieHnent  si  une  courbe, 
des  trois  variables  .r,     ^,  on  ne  peut  en  considérer  qu'une  seule 
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comme  variable  principale  j  posons  que  ce  soit  Zy  et  regardons 
comme  constante  la  différentielle  Gela  post*,  de  ces  deux  équa> 
tiom,  la  première 

(A)  est  en  J'»*»  s» 
h  seotHide 

(B)  est  en  ar.jr,*,^  ^ 

clin^rentiant  nux  difït-rt'iu  ^^s  ordinaires  l'une  ([uclconque  d'entre 
elles,  (A)  par  exemple,  on  aura  une  troisième  équation 

ffx    tir  ili/x 

(M  en  *-,J.=,rf-  ii'  rf^.- 

Si,  de  ces  deux  équations,  on  élimine  les  deux  quantités  x  ^  ^  * 
on  aura  une  équation 

(D)  en  ar,z.3j, 

qui  appartiendra  à  toutes  les  caraetéristitjues  possibles,  qui  sera  aux 
difTérences  secondes  ordinaires  à  deux  variables,  et  de  l'intégration 
de  laquelle  seule  dépend  celle  de  l'équation  aux  différences  par- 
tiales; car,  si  Ton  intègre  cette  équation  deux  fois  aux  différences 
premières,  et  si  l'on  complète  chacune  de  ses  intégrales  par  une 
constante  arbitraire  particulière,  on  aura  deux  équations  :  Tune 

(Ë)  en  Xf  2,      ai  , 

l'autre 

(F)  en  •*^»^'  5i'  ^' 

desquelles  chassant     au  moyen  de  (A  t,  on  aiua  pour  la  caracté- 
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ristique,  deux  équations  intégrales  :  l'une 

(G)  en  ,r,  ^,  «,  a; 
l'autre 

(H)  en  «,  ^,  a,  jS, 

<jui,  rc^olucs  «  liat  iiiie  par  rapport  à  la  constante  arbiUaire  qu'elle 
contient,  deviendront 

M  =  «,       N  =  ^a. 

Raisonnant  eiLsuitc  sur  ces  deux  équations,  comme  nous  avons  fait 
sur  celles  de  l'article  précédent,  Tîntégcale  complète  de  l'équaticm 
aux  différences  partielles  sera 

Donc  l'int^ratioa  d'une  équation  aux  différences  paitidles  du 
pramîffir  ordre  et  linéaire  ne  dépend  que  de  celle  d'une  seule  ëqua* 
tion  aux  différences  ordinaires  à  deux  variables  du  second  ordre, 
dans  laqudle  la  différentidle  d^une  des  deux  variables  est  regardée 
comme  constante. 

XVL 

Il  faut  bien  observer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  qu'une  équation 
aux  différences  partielles  soit  sous  la  forme  P/t?  -t-  —  L  pour 
être  r^jinrdée  oonnne  linéaire;  il  suffit  qu'en  supposant  la  perfec» 
tion  de  l'analyse,  die  soit  susceptible  d'y  être  ramenée.  Ainsi,  pour 
donner  à  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  l'article  précédent  toute 
la  généralité  convoiable,  il  faut  regarder  comme  linéaire  toute 
équation  composée  d'une  manière  quelconque  des  quatre  «piantités 
P/)  +     f  c'estjHlire  de  la  forme 

F(P/>-f-Q7,.r,  r,  s)  =  o, 

dans  laquelle  P  et  Q  ne  contiennent  nipniq. 
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XVII. 

Si  tëquation  linéaire  Vp  +  Q^y  =  L  manque  d'un  terme ^  c'est- 
àrdire  fti  Tune  des  trois  quantités  L»  P,  Q  est  ^Je  à  zéro,  1* in- 
tégration ne  dépend  plus  que  de  eelle  d*une  équation  aux  diffé- 
rences ordinaires  à  deux  irariables  du  premier  ordre.  Par  exemple, 
si  Ton  a  L  ^  o,  c'est<^-dire  si  la  proposée  est 

P>»  H-  QV  =  o, 
les  deux  équations  de  la  caractéristique  deviennent 

Vdy  —  Qf/x  =  o, 
(Iz  =  o, 

l'intégrale  de  la  seconde  z^et  exprime  que  pour  la  même  carac- 
téristique, z  est  constante,  et  que  cette  courbe  est  dans  un  plan 
perpendiculaire  aux  z  :  mettant  donc  dans  ia  première  pour  2  sa 
valeur  constante  a,  cette  équation  sera  en 


et,  par  conséquent,  du  premier  ordre  Mitre  les  deux  variables  or, 
son  int^nde  sera  en 

fff  étant  la  constante  aibitraire  introduite  par  l'intégration,  et  il  n'y 
aura  plus  qu'à  mettre  à  la  place  de  a  sa  valeur  z,  pour  avoir  l'équa- 
tion de  la  surfilée,  équation  qui  sera,  par  conséquent,  en 

11  en  est  de  même  pour  le  cas  où  Ton  a 

P  :=  o  ou  Q  —  o; 

56. 
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et  l'on  trouve  que  l' intégrale  est,  dam  le  premiâr  cas,  en  - 

dans  le  second  cas,  en 

*  -  ■ 

XVllI. 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  la  surfiiçe  courbe  à  laquelle  appar- 
tient réquation  aux  différences  partielles  du|»emier  ordreetlinéaire 

de  quelqCie  manière  que  les  quantités  P,  Q  soient  composées  des 
trms  coordonnées  Jt,  peut  toujoiii-s  être  regardée  comme  en- 
^endi'ée  par  le  mouvement  d'une  conrt)e  déterminée,  mobile  et 
variable  déforme  en  vertu  de  la  variation  de  deux  paramètres,  dont 
l'un  est  une  fonction  arbitraire  de  Tiiutiv.  et  dans  les  «''iiiatiiiiis  de 
Lujuelle  les  dérivées  de  eette  fonction  arbitraire  n'entrent  pas>  Dans 
ee  cas.  I  intégrale  est  exprimée  par  une  seule  équation. 

Il  est  facile  de  démontrer  que,  réciproquement,  loi>.(|u  inir  sur- 
face  est  enf^endrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  dctci  rmnrf, 
mobile  el  variable  de  forme  en  vertu  de  la  variation  de  cleux  jtara- 
mètres.  doiit  l'un  est  une  fonction  arbitraire  de  l'autre,  pourvu 
que  les  dérivées»  de  cette  fonction  n'entrent  pas  tlaiis  les  équations 
de  la  génératrice,  l'équation  aux  dififérences  partielles  de  cette  sur- 
face est  toujours  linéaire  en  />,(/,  c*eslpÂ-dire  de  la  forme 

Ainsi,  les  surlaces  auxquelles  appartiennent  les  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  et  linéaires  ont  un  carac- 
tère particulier.  Quoiqu'on  puisse  les  considérer  comme  des  enve- 
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loppes,  elles  sont  néanmoins  susceptibles  d'une  génération  \>\m 
simple,  et  poiir  chacune  d*dles  Téqualimi  intégrale  est  unique  ; 
tandis  que ,  |)our  les  surface»  exprimées  par  des  équations  dans 
lesqudles  p  etg  sont  élovées  à  des  puissances,  les  intégrales  sont 
toujours  exprimées  par  le  système  de  deux  équati(nis  entre  les- 
quelles il  &ut  éliminer  un  paramètre  et  qui  se  trouve  sous  la  fonction 
arbitraire  et  sous  ses  dérivées. 

Passons  actuellement  au  cas  général.  ' 

XIX. 

Dans  le  cas  général,  c  fsl-à-dire  lorsque  l  eqnatu>n  aux  dillf- 
rences  partielles  n'est  pas  de  la  forme 

il  jte  suflit  |>as  de  considérer  seulement  les  trois  prenuères  équations 
de  l'art.  XIII: 

a*.  ¥di      (P/»  -h  Qfj)(lje  ^  o, 

3*.  Qdz  —  {Vp  i  .qtj)J;^  =o, 

qui  sent  celles  des  projections  de  la  caractéristique  sur  les  trois 
plans'  des  coordonnées^  parce  que  la  surface  ne  peut  plus  être 
considérée  comme  engendrée  par  une  courbe  dont  les  équations 
intégrales  soient  en  jc,  y,  s,  a,  <pu,  sans  dér  ïmu  s,  et  qui  soit  mobile 
en  vertu  de  la  variation.de  «.  La  surface  doit  être  regardée  conune 
enveloppe;  il  iàut  donc  employer  l'équation  d'une  enveloppée. 
Mais  les  sept  autres  équations  de  l'art.  XUi  sont  relies  d'autant 
d'cnveloppée<i  diffén'ntes  nu  moyen  flesquelles  cm  peut,  à  volonté, 
eu  former  une  infuiité  d'autres;  et,  de  toutes  ces  enveloppées,  celle 
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à  laquelle  appartient  Téquation 

lo".  (X  +  p'L)  dq  —  (Y  -tr  q'L )dp 

est  l'enveloppée  développable  dont  la  génération  fst  simple  et  la 
(■onsidératÙMi  fiicile  ;  c'est  donc  celle  que  nous  allons  employer. 

Autrement»  lorsque  les  quantités  P,  Q  qui  entrent  dans  les  tro» 
équations  des  projections  de  la  caractéristique  contiennent  les  cin(| 
(|nantité8  />,  q.  x.  >",  r,  ces  trois  é{|uations  ne  peuvent  suffire: 
j>ai*ce  ijue,  si  I  on  opert'  sur  deux  quelconques  d'entre  ellt"<  f  oinine 
nous  avons  fait  art.  XVII,  c'est-à-dire  si  ou  les  diUeitiiiie  aux 
difl'érences  ordinaires,  ce  qui  donne  deux  équations  nouvelles,  <in 
introduit  aussi  les  deux  différentielles  nouvelles  dji,  di^,  <ju"ou  ne 
peut  éliminer  qu'en  prenant  leurs  valeurs  dans  les  sept  autres  équa- 
tions qui  les  contiennent. 

On  sait  que  l'équation  générale  des  surfaces  développables  est 
entre  les  deux  seules  quantités  p,  dont  par  conséquent  une  seule 
peut  être  regardée  coninie  variable  principale  ;  posons  que  ce  soit/;, 
«t  que  sa  diflerentielle  dp  soit  n^ardée  comme  constante.  Cela 
))osé,  soit 

(A>  F(/A  ry,  X,  j  ,  z)  =^  o 

l'équation  générale  aux  différences  partielles  du  premier  ordre  qu'il 
s'agit  d'intégrer;  puis,  i>armi  les  dix  équations  de  la  caractéris- 
tique, considérons  les  quatre  qui  contiennent  dp^  savoir  : 

r^a  quatrième  (H),  qui  est  en  /^  y,  .r,  y,  z; 

liacinquiènie(C),  qui  esten  ^*  P*  9*  ^»  y% 

fia  huitième  (Dj,  qui  est  en  ^>  Z'»      *'^»  ^'.i  *» 

Kt  la  dixième  (E),  qui  est  en  p,  </,  x,  jr^  z. 
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Si  I  ou  tlilTt Tt  ntie  (  E)  aux  difTéreiices  ordinaires,  l'équation  a  la- 
quelle on  arrive  directement  sera  en 

(id/f    fiq    fit     (ly  (iz 

dp'  Tp'  Tp'       dp'  ^» 

et,  en  substituant  pour  ^»       ^  \sxx%  valeurs  tirées  dts  tiuis 

é(|uations  (B),  (C),  (  IT  ,  on  aura  une  équation  aux  difTérences  ordi- 
naires du  second  ordre 

^'      1^      •>■'  *• 


DifTérantiaiit  encore  cette  dernière,  et  mettant  pour  ^ ,  '4^  ,  '4^  , 

*         dp    dji  ilji 

leurs  valeurs,  on  aura  une  é(|ualiou  aux  difTérences  du  troisième 
ordre 

//^»  d^q    ddq  d/1 

(G)  «n  ^'Z^'  ^• 

On  aura  alors  quatre  équations  (A)»  (E),  (F),  (G),  qui  seront  dé- 
livrées des  différentielles  des  trois  coordonnées  Xf  jr^  z  ;  donc, 
éliminant  a?,  y,  »  entre  oes  quatre  équations,  la  résultante 

d''q     ddq  dq 

(H}seiaen  dp^^  dp^^  Tp^ 

et,  par  conséquent,  aux  différences  ordinaires  du  troisième  ordre 
entre  les  deux  variables  q.  Cette  équation  (H),  dans  laquelle  la 
différentielle  de  ta  variable p  est  regardée  comme  constante,  appar- 
tient à  IVnvelnppt^  développable,  et  de  son  intégration  seule  dé- 
pend celle  de  la  proposée. 

Posons,  en  effet,  que  cette  équation  soit  intégrée  trois  fois  aux 
différences  secondes,  et  que  ces  intégrales,  complétées  chacune  par 


-  44«  - 

une  des  trois  constantes  arbitraires  ccyfi.y,  soient 

(L)en  ^^^^/''î♦>» 

nous  observerons  (rnbord  que  dans  ces  équations»  qui  appartiens 
nent  toutes  trois  à  l'enveloppée  ciéveloppablet  les  quantités  «,  jS»  7 

sont  eonsUuites  pour  la  même  enveloppée  considérée  comme  fixe, 
et  varient  tontes  trois  lorsque  l'enveloppée  se  meut  :  cette  enve- 
loppr<'  'I  ailleurs,  ne  peut  se  mouvoir  que  d'une  seule  manière; 
d(ine,  (ie  tes  ( onstanlc-, .  di  iix  (|nelronques  sont  des  fonctions 
arbitraiies  de  la  troisième  :  ainsi,  on  aura 

Si,  dans  les  trois  équations  (.1  ) ,  (K) ,  (L),  on  met  pour      ,  ^ , 

leurs  valeurs  en  x^y^  z  tirées  des  équations  (Ë),  (F),  elles 
deviendront 

(J')  en  /?,  y,  a?,      a,  a, 

(R')  en  Pj  q,       y,  s,  «pa, 

(1./)  en  /?,  7,  JT,  7,  s, 

Gela  &ît,  si  de  ces  trois  éf[uationson  en  emploie  deux  quelconques, 

par  exemple  (J'),  (K'),  au  moyen  de  ces  deux  équations,  on 
pourra  chasser  petqàe  la  proposée  (A),  qui  sera  alors  en 

«»  «» 

que  je  repu^^nte  par  M  =  o,  et  qui  sera  celle  de  l  enveloppée 
développable. 
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Cette  enveloppée,  rendue  mobile  en  vertu  de  la  variation  de  «, 
louche  renveloppe  succeaaivement  dans  tontes  ktt  oiradiéristi- 
ques  :  la  seconde  équation  intégrale  de  la  camctértstiqne  sera  donc 

=  o  ;  donc  l("  lieu  de  toutes  les  raractci  isticnies,  ou  l'eiive- 

loppe  (i<-TnnTi(l«'-e,  autn  |)our  équation  le  résultat  de  réliminatiou 
de  «  entre  le:»  deux  équations 

M  =  o, 

m- 

Ce  que  nous  veucHis  de  dire  n'est  pas  complet,  et  il  faut  nécessai- 
rement y  lyouter  ce  qiû  est  dans  Tarticle  suivant. 

XX. 

Des  trois  équations  (.!'),  (K'),  (L'),  nous  n'en  avons  employé 
que  deux  prises  à  volonté,  savoir,  les  deux  premières;  elles  sont 
néanmoins,  en  général,  néoeesaîres  toutes  trois. 

EnefTet,  ces  trois  équaticms  donnent  pour  a,  ^tf,  4**  ^  valeurs 
en  Pi  f ,  z,  qui  sont  toutes  trob  constantes  pour  chaque 
envélc^pée  développable,  et  qui  varient  d'une  enveloppe  a  l'antre. 
Or  il  pourrait  arriver  que  la  proposée 

(A)  F  j/;,  ry,  .r,       z  j  =  o 

ne  fût  que  Texpression  d'une  relation  entre  les  valeurs  des  deux 
quantités  a.,  <pu.  Dans  ce  cas,  en  éliminant  p,  ry  entre  les  trois 
équations  (A),  (.!'),  (K'),  les  trois  coordonnées  .r,  v,  r  Hispnnii- 
traient  aussi;  et  rtHjuation  résultante  qui  serait  eu  y,  ça  ne  térait 
qu'exprimer  la  manière  dont  l<*s  valeurs  de  ces  deux  quantités 
entrent  dam  la  proposée,  et,  [)ar  e<inséquent,  détemiiner  la  tbrnie 
de  la  ibnction  ^a,  qui  ue  serait  plus  arbitraire. 
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En  général,  la  pro|>oscc  (A)  n'est  attire  chose  que  l'expreasion 
d'une  telation  qui  existe  entre  les  valeurs  des  trois  quantités  «, 
4»'  Si  done  entre  les  quatre  équations  (A),  (  J'),  (K'),  (L'),  on 
élimine  trois  des  cinq  quantités  9,  y,  x,  les  deun  autres  dispa- 
raissent, et  il  reste  en  a,  ^«^  ^™  équation  qui  exprime  cette 
relation,  et  qui  a  pour  objet  de  (it-torminer  la  forme  (Wmv  des  deux 
fonctions»  dont  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  qui  soit  arbitraire. 
Posons  que  ce  soit  que  l'on  détermine,  et  dont  on  substitue  la 
valeur  en  «,  ^ct  dans  (L')  :  si  des  trois  équations  (J'),  {K'),  (L'  )  ou 
élimine  p,  q,  l'éqaitiou  résultante,  qui  sera  en  x,  y,  z,  st,  ^a,  sera 
*  «'llf"  (le  l'enveloppée  développable  mobile  en  vertu  fie  la  variation 
de  «,  el  qui,  dans  toutes  ses  positions,  toucliera  renvelop|)e  dans  la 
caractéristique.  Doue,  si  cette  équation  est  représentée  par  AI  =  0, 
le  résultat  de  l'éliminatiun  de  «  eati'e  les  deux  équations 

M=:=0, 

fi  M 

sera  fintégrale  de  la  proposéct  complétée  par  la  fonction  arbi- 
traire p. 

On  voit  que  l'intégration  d'une  équation  quelconque  aux  dii!e- 
rences  partielles  du  premier  ordre  et  à  trois  variables  ne  déjiend 
que  de  celle  d'une  équation  aux  difFéreiiccs  ordinaires  à  deux 
variables  du  troisième  ordre,  et  dans  laquelle  la  dinérentielle  d'une 
des  variables  est  regardée  comme  constante.  Mais  les  métiiodes, 
aussi  générales  que  celles  rpie  nous  venons  de  rapporter  sont  rare- 
ment utiles,  à  cause  des  longueurs  et  des  diffîenités  analytiques 
qu  elles  entraînent,  et  elles  ne  dispensent  pas  des  méthodes  appli- 
cables il  des  cas  moins  j^eiK-niux.  (  »n  peut  en  trouver  un  plus  ^rand 
nombre  ;  nous  n'en  l  apporterons  que  quelques-unes,  qui  serviront 
d'exemples. 
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XXI. 

Des  suvjaccs  dont  les  enveloppées  <U'vcl(i/)/mb(es  sont  cylùuirique^ 
et  paraUèUs  a  un  plan  donné. 

SoMiit  Ar  H-  H-  S  =  o  réquation  du  pkn  fixe  mené  par 
rorigtnef  auqud  les  sur&œs  ^^lindfiqoes  doivent  être  parall^  ; 
soit  X  +     =  o  cdie  de  la  projection  sur  le  plan  des  .r,  r  de  la 

droite  à  laquelle,  dans  chaque  surface  cylindrique,  la  génératrice 
Hoir  être  parallèle  :  il  est  foeile  de  voir  que  Téquation  intégrale  de 
ia  surface  cylindrique  est 

Ax -h  Br -h  «  =  ^ ( j  -h 
et  que  son  équation  aux  différences  partielles  est 

•+-  A      or  (</  -4-  B), 

dans  laquelle  A,  H  sf>nr  Ips  runstantes  invariables  du  plaji  fixe,  tt 
nu  2f ,  nni  est  une  roiibUiiU'  pour  cliacune  des  surfaces  ryliii<lni  [nt  s, 
eliaM<;e  de  valeur  d'une  de  ces  surfaces  à  l  autre.  Si  donc  on  veut 
avoir  une  équation  qui  convienne  n  toutes  les  surfaces  cvlindriques 
parallèles  au  plan  lixe,  il  iaut  luire  disparaître  cette  <'on5t<tnte  arbi- 
traire par  tuie  difTérentiation  aux  différenoes  ordinaires,  ce  qui 
donnera 

{p     k)  dq  —  [q  -ir^)dp  ^  0\ 

or  nous  avons  vu  (art.  XII)  que  l'^uation  de  l'enveloppée  déve- 
loppable  est 

(X  -H /iZ)  <J«7  —  <  Y  -h  yZ)  rf/i  =  o. 

Donc,  pour  que  cette  enveloppé  soit  cylindrique  et  parallèle  an 

plan  fixe,  il  liiut  que  les  valeurs  de      que  foui  nibsenl  les  deux 
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demièn»  équations,  soient  égaU*s  entre  ellesr  ou  f]ue  Ton  ait 

\  (  y  H- B  )  -  Y  ( -t- A  ) -h  Z  { B/>  -     )     o  ; 

maisi  en  représentant  1  équation  aux  difTérences  partielles  de  Ten- 
▼eloppe  par  U  =s  o,  il  est  clair  que  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  sont 

respectivement  ( '^^^  ]^  (  f/^^'  (^/- )  '  lesquelles  on  a  re- 

gardeet  Y  (  (iiiiiiie  eoastiiutes .  f.a  dernière  éijiiation  est  donc  m\ 
différences  |»artit'lles  du  premici-  oidrc  t-ntn-  les  (juatie  variablt's  l  , 
.f,  y.  z,  dont  les  trois  dernières  sont  principales.  Comme  cette  é(\m- 
tion  est  linéaire  et  à  coefïicieiits  constants,  elle  est  facile  à  traiter, 
et  elle  exprime  que  la  quantité  U  doit  être  composée  d*une  manière 
quelconque  des  deux  quantités  Ax-t-hy  -i-  z  et  z  —  px—  ^jr, 
et  des  quantités  p,  qui  sont  constantes  dans  cette équati<m.  Donc 
l'équation  générale  des  sw&oes  dont  l'enveloppée  développable 
est  «^indrique  et  parallèle  à  un  plan  fixe,  est 

(A)         F  j  Aa  -H  Bj     z,  z  —  px—  qy,  pyH\-^  o. 

Il  est  fiicile  de  vérifier  œ  résultat  ;  car,  si  l'on  dilférentie  aux  diJFé* 
renées  ordinaires,  on  trouve  pour  X,  Y ,  Z  les  valeurs  suivantes  : 

X  =  AF'  -  pV\ 
Y=BF'-ïF% 
Z=  F'h-  F'; 

ce  qui  d<mne 

X -4-/>Z=  (/^  H- A)  F', 
Y-4-9Z=  (^-^B)F'; 

et,  par  conséquent,  l'équatimi  de  l'enveloppée  développable 

-1-  p'L)  dq  —  (  Y'  H-  <i'^)dp  =  o 
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devient 

(/»  H- A)  «igr  —     -h  B)     =  o, 

qui  est  celle  d'une  surface  rvlinrlricuu"  p^irallclc  an  pinn  fixe. 

AcUielIenient ,  nous  allons  voir  que  riiité^ratioii  de  ré(|ua- 
tion  f  AV  fie  (|uelqiie  nianièi'e  (m'elle  soit  eoujposée  des  c|ualre 
qiianfiles,  uc  (K'peiid  plus  (jiie  de  eelle  d'une  seule  équation  a»i\ 
diilei  eiiees  ordinaires  à  deux  variables.  En  eflet,  réquation  de  l'en- 
veloppce  dévelop])able 

(/»  -h  A)  rfç  —     -h  B)  rij»  =  o 

s'intègre  et  donne 

V-H  B  =  «  A), 

dans  laquelle  «  est  la  constante  arbitraire  :  si,  de  cette  équation  et 
de  dz = pâx  -H  f^dy^  on  tire  les  valeurs  de  ^,  en  faisant,  fioiir 
abréger, 

Aj?  -4-  B/  H-   Z  =  tt, 


on  trouve 


JF  -h  etjK  =  i>, 

/'  =  â;- A, 

du  n 

=   — ; 

substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (A),  elle  déviait 

n«»  -15;—»  3?"" A'  «;5;-»i  =  <»» 

équation  aux  différences  onlinaiies  du  prenuei'  oidre,  entre  les 
deux  seules  variables         dans  laquelle  «  est  eonstante,  et  qui 
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iipparticnt  à  l'enveloppce  développahle.  I /intégrale  (h;  cette  équa- 
tion, complétée  par  une  fonction  arbitraire  <^«,  sera  eu 

donc,  si  l'on  représente  cette  équation  par  M  =o,  l'intégrale  de 
la  proposée  (A)  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  «  entre  les  deux 
équations 

M  =  o,  • 

m--  ' 

XXII. 

L'é(|uation  F  |  A.C  H-  Bj  2,  z  —  px  —  7 > ,  (j  \  =  o,  que 
nous  venons  de  traiter,  est  un  |)eu  plus  générale  que  nous  ne 
l'avons  dit;  car  elle  ne  convient  pas  seulement  aux  surfaces  dont 
l'enveloppée  développable  est  cylindri(|ue  et  parallèle  au  plan  fixe, 
mais  encore  à  celles  qui  n'ont  pas  d'autre  enveloppée  développable 
qu'elles-mêmes,  c'cst-à-tlire  aux  surfaces  développables  dont  l'équa- 
tion est 


V\z—  /M  -  yj,  p,(j\  =  o. 


T.a  menu*  écjiiation  générale  renferme  une  giande  partie  de  celles 
<jue  VI.  I^agrange  a  traitées  dans  son  he\  ouvrage  sur  les  intégrales 
particulières,  imprimé  dans  les  Mémoires  He  l'yirndémie  de  lierlin, 
pour  l'année  1 774- 

Par  exemple,  si  la  quantité  s  —  px  —  qy  n'entre  pas  dans  l'équa- 
tion, et  si  l'on  a  de  plus  A  =  o,  B  =  o,  ce  qui  place  le  plan  fixe 
dans  celui  des  x,  ) ,  l'équation  devient 

que      Lagrange  intègre  au  moyen  de  l'hypothèse  f/  =  «p.  Dans 
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et:  cas,  l'enveloppée  développable  a  pour  équation 

pdq  —  qé^  =  o, 

dont  l'intégrale  q  —  v^p  appartient  à  une  surface  cylindrique  paral- 
lèle au  plan  des    j",  et  est  fournie  par  la  méthode. 

Si  réquadon  générale  est  seulement  privée  de  la  quantité 
z  —  px — qy^  devient 

qui  renferme  Texeniple  précédent  conune  un  cas  particulier,  et  qui 
(comme  nous  l'avons  fait  voir  §  IX,  page  43o)  appartient  à  !a  sur- 
face dont  l  enveloppée,  invariable  de  forme  et  de  grandt-ur  ,  se 
meut  sans  tourner,  de  manière  que  les  courbes  parcourues  par  tous 
ses  points  soient  senil)liihles  entre  elles,  égales,  et  dans  des  plans 
parallèles  au  ()Ian  five  :  dans  ce  cas,  l'intégrale  donnée  par  la  in»-- 
thode  n'est  pas  la  plus  élégante,  et  l'on  parvient  à  un  résultai  plus 
simple,  et  plus  facile  à  se  représenter  dans  l'espace,  en  employant 
l'éqpiation  de  l'enTeloppée  invariable. 

On  poumut  traiter  d'une  manière  analogue  l'équation  générale 
des  surfaces  dont  renvdoppée  développable  est  cylindrique  et 
dirigée  d'une  manière  quiconque;  mais  cette  équation  est  aux 
différences  partidies  du  second  ordre,  dont  nous  ne  nous  occupons 
pas  encore. 

XXIIL 

•Des  surfitees  dont  les  aweloppées  êduM^oppablÈS  soni  coniques,  et 
ont  ttmtes  leurs  somm^  sur  une  même  droàe  donnée. 

On  sait  que  si  les  coordonnées  d'un  point,  dans  les  directions 
desx,  r,  z,  sont  respeeti veinent  j5,  y,  a,  l'équation  aux  diftérences 
partielles  de  la  surlaee  conique,  qui  a  sou  sommet  dans  ce  point,  est 
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Sup{>osom  que  la  droite  donnée  sur  laquelle  doit  être  le  sommet 
ait  pour  équation 

0.'  =  Az-+-  a,   ^-  =  Bj  bt 

clans  lesquelles  A,  fi,  a,  b  sont  des  constantes  données.  Ces  mêmes 
équations  auront  lieu  entre  les  coordonnées  du  sommet,  et  Ton  aura 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs,  l'équation  de  la  sur&oe  conique  sera 

z  —  p  {  f —  a) —  q{x^b}  =^  a{i  —  \p  —  Bry), 

dans  Ia([iu'llc  a  est  une  constante  arbitraire  dont  la  grandeur  déter- 
mine, sur  la  droite  dotint'e,  la  position  du  sommet. 

Des  trois  dernières  équations  on  tire,  pour  et,  p,  7,  les  valeurs 
suivantes  : 

^  _      z  —  p{i  —a]—fi{ï  —  b) 


I  —  Ap  — 


t-Ap-^  ^ 

'  I  — A/»  — %  ' 

valeurs  qui  sont  constantes  poiu*  la  même  enveloppée  conique. 

Actupllemeut.  si  l'on  différentie  l'équation  (A)  en  regardant  «, 
^,  y  comme  constantes,  ou  aura 

(r  —  y)  rf?  H- («  H- ^)     = o, 

qui  est  Féquation  aux  différences  ordinaires  de  toutes  les  surfaces 
ctmiquea  qui  ont  leur  sommet  sur  la  droite  donnée,  et  dans  laquelle 
il  n*y  aura  plus  qu'à  mettre  pour  jS,  y  leurs  valeurs.  Or  l'équation 
générale  de  l'enveloppée  développable  est 

(x  4-  /?Z)  dij  —  {\  =  o; 
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dcmc,  pour  que  cette  enveloppée  dévdoppabte  soit  eonique  et  ait 
aon  sommet  sur  la  droite  donnée,  il  faut  que  les  deux  dernières 
équations  coineident,  c'est'à-dire  que  l'on  ait 

Mais  en  représentant  par  U  =  o  TéquatioD  aux  différences  'par- 
tiel!» de  Tenveloppe,  il  est  évident  que  la  dernière  équation  est  aux 
difTérenoes  partidies  du  premier  ordre,  entre  les  quatre  variables 
U ,  or,  r,  2}  et  qu'on  y  traite  les  quantités /»  et  ^  comme  constantes; 
il  est  clair  aussi  que  les  quantités  a,  y  sont  constantes,  car  les 
différentielles  de  ces  quanti^,  prises  en  r^rdant  />  et  g  comme 
constantes,  sont  toutes  trois  nulles.  Prenant  donc  dans  cette  équa> 
•tion  la  valeur  de  Z,  pour  la  substituer  dans 

ce  qui  donne 

«  —  «  \z — «/  \*  —  a} 

on  voit  que  U  doit  être  composée,  d*une  manière  quelconque,  des 

deux  quaittités  ^~|^>         et  des  deux  quantités     et  «y,  qui  ont 

«té  regardées  comme  constantes.  Ainsi  l'équation  générale  des  sur- 
faces, dont  l'enveloppée  rli  vcloppahle  est  conique,  et  a  son  sommet 
sur  la  droite  donnée,  est  de  la  forme 

dans  laquelle  il  faut  n  incttri'  pour  «,  j9,  y  leurs  valeurs  données 
plus  haut;  ou  enfm.  poui  ne  laisser  qu'une  seule  quantité  à  substi- 
tuer, cette  équation  est  de  la  forme 
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«laiis  laquelle  il  laut  mettre  pour  a  sa  valeur 

^   '  "  I— A/7  — B<7 

Cela  posé,  il  est  facile  de  faire  voir  que  l'intégration  de  i'équa- 
tioii  (h)  ne  dépend  que  de  celle  d'une  cnjuation  aux  différences 
ordinaires  du  premier  ordre  entre  deux  variables.  Kn  effet,  récpia- 
tion  (('),  qui  n'est  autre  chose  que  celle  de  reuveloppée  conique, 
(l.ins  la(|uelle  a  est  une  constante  arbitraire,  peut  être  iuis<'  sous  la 
forme  suivante  : 

p{x  —  a  — A«[h-9(/  —  b  —  B«)  =  s  — «; 

on  en  ftisant,  pour  abréger, 

x  —  a  —  Âa              r  —  i  —  B« 
 =  u.     ^  as: 

l'équation  de  l'enveloppée  conique  sera 

Tu  cUit  de  cette  équation  et  de 

pdx  H-  qdy  =3  d» 

les  valeurs  de    et  de  ^,  on  a 

p{uéf  —  vdx)  sstfy^  vdz, 

—  vdx)  =  —  dx  -h  itdZf 


ou  bien 

Donc,  substituant  toutes  ces  vateui^  dans  la  proposée  (B),  eUe 
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deviendra  de  la  forme  suivante  : 


FIw*'  —du     I  ^ 

équation  aux  différences  ordinaires  du  premier  ordri-  entre  lea 
deux  seules  variables  w,  i',  et  dans  laquelle  a  est  «  oiistante. 

IVinté<;i  aIe  de  cette  équation,  complétée  par  une  fonction  arbi- 
traire de  «,  sera  en 

«.  fa, 

ou  en 

et  appartiendra  à  l'enveloppée  conique.  Donc,  si  l'on  représente 
cette  équation  par  M  =  o,  l'intégrale  eonipl«  !e  '!e  la  proposée  (B) 
sera  le  résultat  de  l'éliuiination  de  et  entre  les  deux  équations 


On  pourrait  traiter  d'une  manière  analogue  l'équation  générale 
des  surfaces  dont  l'enveloppée  développable  est  conique.  Mais 
alors  les  sommets  des  cônes  ne  seraient  plus  assujettis  à  être  sur 
ime  drcnte;  ils  seraîent  sur  une  oouibe  arbitraire  :  les  deux  co<h^ 
données  >  seraient  des  fonctions  arbitraires  de  a,  et  l'équation 
de  l'enveloppe  serait  aux  différenoes  partielles  du  troisième  ordre. 
Dans  oe  cas  est  oomprise  l'enveloppe'  de  Te^oe  paroonni  par 
une  surfilée  quelconque  donnée,  qui  se  ment  sans  tourner,  mais 
qin  change  de  forme  en  restant  toujours  semblable  à  eHe-méme. 
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XXIV. 

En  ne  toHAiiléi  nul,  parmi  fes  fir.r  éffKOfinns  de  la  cai  actéi  ufif/iw 
rapportées  art,  XIII,  m  la  huitu-inp  ni  In  neuvième,  toutes  les 
Jbis  fju  une  <pulcon(jue  des  huit  outra  sera  intégruble,  ou 
immédiatement,  uu  au  moyen  de  la  proposée,  l' intégration  de 
cette  dwnm'e  ne  tiendra  pbts  que  de  cefie  d'une  s&de  équation 
aux  dijfêrences  ortiinoîres  du  premier  ordre  h  deux  variabtejt. 

Nous  allons  le  dcniontrer  pour  le  caa  de  la  dixième  équation^  k 
cause  de  l'analogie  avec  les  articles  préoédents. 

Supposons  qu'une  équation  quelconque  aux  différenees  par- 
tiellea  du  premier  ordre,  U  =:  o»  soit  telle,  que  l'équation 

(A)  (X  H-  ^Z) <^  -  (Y H-  éfZ) dp^o 

soit  intt-^ral)lf  du  t  <  tcinent,  ou  au  moyen  de  U  =  o,  et  que  cette 
intégrale  soit  représentée  par 

(B)  «)  =  o, 

dans  laquelle  ai  est  la  constante  arbitraire  introduite  par  cette  pre- 
mière intégration,  et  que  l'on  ait,  par  conséquent, 

(C)  /'dp  -^fdq  =  o; 

par  cela  seul,  la  quantité  U  est  susceptible  d'une  forme  générale 
qn'U&ut  trouver. 

11  est  évident  que  les  valeurs  de  ^  que  touriiisseiit  les  deux 

équations  (A),  (G),  doivent  être  égales  entre  elles;  ce  qui  donne 

X/'-hYr  +  Z(;,/'-h9/')  =  o. 

Oç  cette  dermère  équation,  daiB  laquelle  //,  y,  a  sont  regardées 
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4<oniine  constantes,  est  aux  difTérenoes  partidles  entre  les  quatre 
variables  U,  j?,  s.  Si  donc  on  prend  la  valeiir.de  Z  pour  la 
substituer  dans 

on  aura 

(/i/'-^V/")^^'  =  X((/^/'-h7/"»rir-/Vcj 

dans  laquelle  fi,  </,  a  sont  constantes,  et  qui  indique  <{ue  la  quan- 
tité U  doit  être  composée,  d'une  manière  (}ueIeonque,  des  deux 
suivantes  :  {pf  -f-  qDx  -  zf\  [pf  +  ^  s/\  et  de 

qt  qui  sont  regardées  connnie  constantes. 

On  aura  donc 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

U  =  F|a— /*»— 7^»  ^f—yf*  Py  ?|' 

et,  par  lonAequent,  la  proposée  h  —  o  est  susceptible  d'être  mise 
sons  la  forme 

(D)  F|«  —px  —  y/,  xf"  /»,  q\  =  O, 

dans  laquelle  les  fonctions  dérivées  J  ' ,  /"  sont  données  en  /y ,  ry ,  et 
contiennent,  de  plus,  la  constante  «r,  qui  peut  être  diassëe  au 
moyen  de  (B).  H  est  inutile  de  fonner  cette  équation  (D);  il  suffit 
d'avoir  démontré  qu'elle  doit  avoir  lieu. 

Gela  posé,  l'équation  (B),  qui  appartient  à  Tenveloppée  déve- 
loppable,  est  elle-même  wax  différences  partielles;  elle  est  facile  à 
intégrer,  et  Ton  sait  que  pour  avoir  son  intégrale  il  fout,  i*  poser 

(E)  z-px  —  (ix=4p, 
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a"  chaner  q  au  moyen  de  sa  valeur  prise  dam  (  B  )  ;  3"  éVimâaetp  au 
moyen  de  h  dilTérentiene  de  (E) ,  prise  en  regardant  x,  y,  z  comme 
constantes,  c*est4-dîre  au  moyen  de 

qui,  en  mettant  pour  dg  sa  valeur  prise  dans  (G),  devient 

(F)  xr-yf^f'V' 

Ainsi  l'éqtiation  int«>5îrale  de  rt-iiveloppée  «léveloppable  est  le  rt'»- 
sultat  de  I  eliiuiiiation  des  deux  quantités  q  entre  les  troii»  équa- 
tions (R),  (E),  (F)  ;  et  si  la  fonction  4>  qui  entre  avec  sa  dâÎYée 
dans  les  é(juutions,  est  regardée  comme  arbitraire,  Tintégrale  ap- 
partient à  l'enveloppée  développble  générale. 

Mais  si  l'on  veut  que  cette  enveloppée  sent  celle  cpii  convient 
particulièrenient  à  la  surface  exprimée  par  U=o,  il  faut  déter- 
miner la  forme  de  la  fonction  4  de  manière  que  la  proposée  Uso, 
ou,  ce  qiû  fevknt  an  même,  que  l'équation  (D)  soit  satis&ite. 

Or,  si  dans  (D)  on  mettait 

pour   z  —  px  —  qy   sa  valeur    -\p,    tirée  de  (E), 

pour    xf" — yf        sa  valeur /"^'/^  tirée  de  (F), 
et  pour    q  sa  valeur  en tirce  de  (B), 

il  ne  resterait  plus  que  «,  -^fp.  Donc,  sans  former  l'équa- 

tion (D),  il  sera  toujours  possible,  entré  les  quatre  équations  Uso, 
(B),  (£),  (F),  d'éliminer  les  quatre  quantités  9,  J?,  j^,  s;  et  l'on 
aura  un  résultat 

(G)  en  «,  /»,  4/»,  4>, 

qm*  sera,  aux  difTérenoes  ordinaires  du  premier  ordre,  entre  les 
deux  varîaUes  4/'>  dans  lequel  ce  est  constante,  et  qui  servira  à 
déterminer  la  forme  de  la  fonction  4* 
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Posons  que  cette  équation  (G^  soit  int«'«:;^rée ,  rt  que  sou  inté- 
grale, complétée  par  une  fonction  arbitraire  de  a,  soit 

(H)  «n  «f,  fit  4Pf 

Cela  fait,  si  entre  les  cinq  é(juatiotis  [U),  i^Ei,  ^(jj,  (H)  on 
élimine  les  quatre  quantités     ^,  4/^»  "^'P*      aura  en 

réqpntioii  intégrale  de  renvclojipt  e  déreloppable.  Ainsi,  et  en 
rqtrésentant  oette  intégrale  par  M  =  o,  Tintégrale  de  bt  propose 
.  Ui^o  sera  le  résultat  de  Télinihiation  de  «t  entre  les  deux  équatiom 


M  =  o, 

y-Si) 


XXV. 

En  raisonnant  d'une  manière  analogue  pour  les  sept  autres  équa- 
tions de  la  carartéristique,  on  démontre  que  la  proposition  énon<*ée 
au  commencement  de  l'article  prtM'édenta  lieu  poiii-  eliacune  d'elles. 
Nous  n'entrerons  pas  dans  ce  détail,  et  nous  nous  contenterons  d'en 
rapporter  les  résultats. 

I*.  Si  l'équation  Vdy  —  Q^tLc  =  o  est  intégrable  directement  on 
au  moyen  de  la  proposée  U  =:  o,  et  si  l'intégrale  connue  est  repré- 
sentée par 

(B)  /(«,r,«)  =  o, 

dans  laquelle  «  est  h  constante  arbitraire,  la  proposée  sera  suscep- 
tible de  la  forme 

(D)  Fj^/"-î/',x,/,z)=o; 
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z  —  4.1-, 


Entre  la  proposée  U  =  o  et  le»  trois  équations  (H),  (E),  (F),  il 
sera  toujoun  possible  d'éliminer  les  quatre  quantités  p,  rj,  j,  z,  et 
la  résultante  sera 


Cela  fait,  des  équations  r  H),  (K)  on  tirera  les  valeurs  de  a  et  9;  et 
si  Von  représente  ces  valeurs  par 

«=:M,      (p«  =  N, 

l'intégrale  complète  de  la  proposée  U  =  o  sera 

Si  l'équrition  iPp  H-  (}q)dv  —  p(/z  =  o  est  intégrabW,  et 
Si  son  intégrale  connue  est  représentée  par 


{G)  en 


dont  rintégraie 

(H)  sera  en  a,      4*'^>  f^' 

et  déterminera  la  f<Mme  de  la  fonction  4'  Mettant  pour' 4^  sa 
valeur  s,  cette  dernière  éqnadon  sera 


(K.;  en 


,  ça. 
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on  fera 

et  il  sera  posMble  d'éliminer  les  (juaii  c  ijuantités  />,  7,  j:,  7  entre  les 
quatre  équations  U— o,  (B),  (E),  (F).  f.e  résultat  de-rette  élinii. 
nation  sera 

«iont  riiitcgraie 

(H)  sera  en  s,  4^* 

menant  dans  cette  intégrale  pour  4a  sa  valeur/,  tirée  de  (E),  on 
aura 

(K)  vn  »,  )-,  -,  ta. 

Cela  tiiit,  si  de  (B^  et  (K)  on  tire  les  valeurs  de  a,  et  si  l'on 
représente  ces  valeurs  par 

a  s  M,    9«  =  N, 

rintégrale  complète  de  la  proposée  V=o  sera 

N  =  (fxM. 

3**.  Si  c'est  réquaiion  (t^p  4-  Q7)  —  Q/;£e  =  o  qui  est  intë* 
grable,  et  si  son  int^rale  connue  est  représentée  par 

(B)  F(r,z,«)  =  o, 

la  proposée  V  —  o  sera  susceptible  de  la  forme 

F I  -^i  Xt  z\  —  o, 

et  l'on  opérera  comme  dans  le  cas  précédent. 
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4°.  Les  deux  équations  de  la  raractéristique 

Ptfyf  -i-  (  X  H-  pZ)  de  =  Ot 
Qdq-h{Y  -^qZ)dx  =  o 

appartiennent  à  la  même  enveloppée  dont  l'équation  intégrale  est 
de  la  forme  générale 

et  dont  les  deux  équation»  aux  différences  partielles  sont 

Donc,  si  la  première  de  ces  deux  équations  de  la  caractéristique 
peut,  au  moyen  de  la  proposée  U  =  o,  être  réduite  aux  deux 
variables  pi  Jf,  la  seconde  sera  réductible  aux  deux  variables  9, 
et  réciproquement. 

Soient  leon  intégrales 

dans  lesquelles  a  et  pa  sont  les  deux  constantes  arbitraires.  L'équa- 
tion intégrale  de  l'enveloppée  sera 

et  si  Ton  représ^te  cette  équation  par  M  =:  o,  l'intégrale  complète 
de  la  proposée  (J  s  o  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  «  entre 

les  deux  équations  M  b  o  et  ^  ss  o. 

5°.  Si  l'équation  de  la  caractéristique 

est  rendue  intégrable  au  moyen  de  la  proposée  U  =:  o,  et  si  cette 


Din 


intégrale  ccmnue  est 

dans  laqudie  «  est  la  oonstante  arbitraire,  la  proposée  sera  susoep- 
tible  de  la  forme 

(D)  F  j  ilJ'  +  xj" ,  4-  z/\  0, 

on  fera 

(E)  P'ir'-htr^r^.yy 

(F)  î/'-H^/^^/H'. 

Entre  les  quatre  écpiaticMis  U=o,  (B),  (E),  (F),  il  sera  toujours 
possible  d'éliminer  les  quatre  quantités  g,  .a?,  z,  et  la  résultante 
sera 

(G)  en  «,  j,  4j,  4y, 
dont  l'intégrale 

(H)  sera  en  «,  y  y  4x> 

Cela  tait  '  ntn-  cinq  équatiom  (B),  (E),  (K),  (G|,  i  H  i,  on 
élimine  les  quutre  quantités       7,         4'/'  ^"      A'  ^ 

or.  <p«,  l'équation  intt'jiiale  de  renvt-lopjjt'-e;  donc,  si  l'on  t  t-ju» - 
sente  cette  équation  par  M  o,  i  intégrale  complète  de  la  prijpusée 
U  =  o  sera  le  résultat  de  rélimination  de  a  entre  les  deux  é(]uati<>ii.s 


M  =  o, 


6**.  Il  est  évident  que  si  c'était  l'équaticm  de  k  caractérbtique 
P<ey-h  ( Y -t-  îZ) <te ^ o 

59. 
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qui  fiit  intégrable  directement»  ou  rendue  tdie  an  moyen  de  la 
proposée  U  —  o,  tout  serait  comme  dans  le  cas  précédent,  et 
clwngeaflit  p  et  y  respectivement  en  q  c^!;^. 

Les  considérations  géométriques  sur  lesquelles  nous  venons  de 
fonder  la  rei^terche  des  ^lationa  de  la  caractéristiquè  sont  hv^ 
lières  aux  élKes  de  l'Ecole  Polytedinique;  mais  elles  peuv(>nt  être 
pénibles  pour  d'autres  lecteurs,  et  nouii  croyons  devoir  «conduire 
à  ces  nièiiH's  équations  par  un  procédé  purement  analytique.  Nous 
allons  d'abord  le  fiiirp'pour  le  ras  tjes  équations  linéaires;  nous 
passerons  ensuite  au  cas  général .  0 

m  >■ 

^  XXVI. 

On  sait  qu'une  équation  quelconque  aux  différenoes  parli|MlesJ(^ 
de  premier  ordre  appartient  à  r^vd0|)pe  de  l'espace  parcoum 
par  une  surface  donnée,  mobile  en  vertu  de  la  variation  d'un  para- 
mètre or,  et  dont  l'écpiation  intégrale  rciift -une  de  plus  une  fonction 
arbitraire  de  a  (jui  a  disparu  par  la  ditlVrentiation.  Mais  cette  même 
écjuatioii  a|)|»ai  f  it-nt  aussi  à  cliacunc  des  enveloppées  qui  sont  ren- 
termées  sous  l'enveloppe;  car  «'liaque  enveloppée  est  un  cas  parti- 
ctilier  de  l'enveloppe  :  elle  est  ce  i^^je.devientJ^'enveloppe  lorsque 
le  paramètre  «  est  const^int. 

D'après  cela,  soit  proposée  l  équation  linéaire  générale 
(A)  P/r-i-Q?  =  L, 

dans  la(pielle  les  trois  <  iK'nicients  P,  Q,  \,  sont  donnes  d  une  ma- 
nière (juelcon(|ue  en  .r,  y,  z  :  si  cette  équation,  qui  ne  contient 
pas  a  explicitement,  peut  appartenir  à  chacune  des  enveloppées 
individuelles,  il  Ikutbien  qu'elle  contienne  au  moins  implicitement 
la  quantité  et,  qui  est  constante  pour  diaque  emrdoppée,  et  dont 
les  différemes  valeurs  déterminent  chacune  d'elles  en  particulier; 
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et  il  n'y  a  (|iie  le:»  qiiaiitiu'-s  7  qui  puissent  la  contenir.  Mais  ces 
deux  quantités  ne  sont  point  tnd^ndantes;  elles  cmt  entre  elles 
une  relation  exprimée  pr  Téquation 

(iz  =  pda:  -i-  <jd)'t 

qui  résulte  de  leur  définition.  On  peut  donc,  au  moyen  de  cette 
^  dernière  équation,  cliasso'  de  la  proposée  Tune  de  ces  deux  quan- 
tités, et  Ton  aura  Tune  des  deux  équations  suivantes  : 

B)  p  \  My  —  ()fLv  \  =     l.dy  —  Qdz, 

il  nous  suffira  de  conûdérer  nne  seule,  la  prmière  par 
.tiple. 

L*éqiiation  (D),  dans  laquelle  p  renferme  impliciteinent  ec,  est 
aux  dilTérences  ordinaires;  elle  appartient  donc  à  toutes  lea  en- 
veloppées, pour  chacune  desquelle»  Farbitraire  «  a  une  valeur 

(>onstant<>,  mak  dlffér^te.  Si  donc,  considérant  une  certaine  enve- 
loppée pour  laquelle  la  constante  arbitraire  a  une  certaine  valeur  u, 
on  passe  à  l'enveloppce  infiniment  voisine,  pour  laquelle  l'arlii- 
traire  ait  h  vnictir  '/  ^  il  est  clair  que  l'équation  de  cette 
seconde  enveloppée  &eru 

^  [M)  1 1  p^^'  -    I  -    -  Q*^' 

Or  la  caractéristique  de  t'enveloppe  n'est  autre  chose  que  Tinter* 
section  de  deux  enveloppées  consécutives;  donc  les  équations  (B), 
(  D) ,  qui  ap|>artiennent  à  deux  enveloppées  consécutives,  sont  celles 
rie  la  caractéristique. 

Si  l'on  retranche  (B)  de  (D),  on  a 

♦ 

Prfr^Q/ir=o, 
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en  v«itu  de  laquelle  (D)  donne 

îjdy  —  Qdz  =:  o. 

Enfin,  éliminatit     entre  ces  deux  dernières,  on  a  encore 

Ltf/jc  —  ]?dz  —  o- 

Ce»  trois  équations  aux  diiférenœs  ordinaires,  dont  une  quel* 
conque  est  une  suite  nécessaii»  des  deux  autres,  sont  celles  des 
projections  de  la  caractéristique  sur  les  trois  plans  rectanjçulaires, 

que  nous  avons  traitées  dans  l'art.  XIV  et  les  suivants. 

Il  est  évident  que  Topération  que  nous  venons  de  faire  se  réduit 
à  différentîer  l'équation  (  B  ) ,  en  rcigardant  p  comme  seule  variable; 
ce  qui  donne  immédiatement 

Prfr  —  Qrfr=?=  o, 
Ldj-  —  Qdz  —  o. 

Si  l'on  eût  diflerentié  (G),  en  regardant  q  comme  seule  variable, 
on  aurait  eu  de  même 

^dr  —  QtAi-  —  o, 
Ldx  —  F<fc  =  o  ; 

ce  qui  est  le  même  résultat.  Passons  maintenant  au  cas  général. 

XXVIL 

l.nrujue  l'équation  aux  HifTérenres  j)iirtielles  du  pn-initM-  oïdiv 
n  est  pas  linéaire.  roj)ération  que  nous  veuons  de  faire,  et  qui 
consiste  à  substaun  pour  l"une  des  quantités  </,  sa  valeur  prise 
daiis  f/z  ^  /"h  ■  (/(/»  ,  et  à  différeutier  ensnitc,  en  regardant 
comme  seule  variable  celle  des  deux  quantités  qui  reste,  ne  fournit 
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(|u'iine  seule  équation  pour  la  «tractéiistitjue,  et  n'est  pas  iulli- 
saiite.  Pour  avoir  les  deux  équations  de  cette  courbe  par  une  même 
opémtioin,  il  faut  diflerentier  la  proposée  une  fois  aux  différence 
partîdles. 

Soit  proposée  I  «  cpiation  générale 

i*"  t  s)  =  o, 

et  supposons  que  sa  différentidle  ordinaire  soit 

(A)  Vdp  ^-  Qr/v  ^  \(U  -\  \(ly  »  'A<iz  =  o, 

dans  laquelle  P,  Q,  X,  Y,  /.  sont  donnws  en  /j,  ^tX^y^Zy  par  la  • 
Hifférentiation  ;  ses  deux  différentielles  partielles  prises  en  regar- 
dant d'abord  .r,  puis  y  conune  seules  variable»,  seront , 

(B)  Pr  -h  Q*  -t-  X  -h  /»Z  =  o, 

(C)  Prf  -h  Q«  -h  Y  H-  yZ  o. 

De  ces  deux  équations,  il  nous  suf&^  d'en  considérer  une  seule, 
la  première  par  exemple. 

L'équation  (B),  qui  est  aux  différences  partielles  du  second 
ordre  et  linéaire,  appartient  a  une  surface  plus  générale  que  celle 
de  la  proposée,  et  qui  a  deux  caractéristiques  :  mais  de  ces  deux 
caractéristiques,  l'uiie  lui  est  Cfnnroune  avec  la  surface  de  la  pro- 
posée, et  l'autre  est  oonnue;  car  on  sait  que  celte  nouvelle  carac- 
téristique a  pour  équation  dy  =o  on  y  sss^  fi.  Donc  les  équations 
de  la  première  caracténstitpie  de  la  surface  à  lacjuelle  appartient 
réquation  (B),  seront  aussi  celles  de  la  caractéristique  de  la  sur&ce 
à  laquelle  appartient  la  proposée. 

Rn  considérant  l'éqnation  (B)  conuiic  appartenant  à  l'enve- 
lopjx'c  mobile  en  vertu  de  la  variation  d'nn  pummètre  r-.  les  deux 
quantités  r,  s  sont  les  seides  fjiii,  en  passiint  d'une  enveloppée 
quelconque  à  la  suivante,  soient  afifectées  de  la  variation  de  a.  :  car, 
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«  la  caractéristique  est  l'intersection  de  denx  mveloppées  comté- 
cutim,  elle  est  atmî  une  ligne  de  contact  pour  ces  deux  surfaces; 
et,  en  passant  de  l'une  à  l'autre,  les  quantitcs y?,  «/  ne  changent  pas, 
niais  les  deux  quantités  r,  s  ne  sont  pas  indépendantes;  elles  sont 
liées  entre  elles  par  l'équation 

«jui  est  l'expression  de  leur  dénuition,  et  an  mn\cii  de  laquelle  i( 
est  faeile  d't  lirniiier  tie  i  lî  i  l  ime  (nieleonqiie  d'entre  elles;  ce  qui 
produit  l'une  des  deux  équations  suivantes  : 

(D)  ^(Prfr  — Q»te|  —  |P<//n-(X^-/>Z)W:r(  =  o, 
(K)      r|Prfr-QW:r|  -h  \(^dp^  {X-^ pZ)dx\  =o, 

dont  chacune  appartient  à  une  eiivel()[)[jee  mobile,  et  ne  roiitieril 
qu'une  seule  quanlité  .\  on  r  <|ui  soi!  viii  iahlu,  en  vertu  de  ia  varia- 
tion du  paramètre  u.  De  <  es  deux  é<piations,  il  suflit  d'eu  consi- 
dérer une,  la  première  par  exemple. 

£n  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans  l'article  précédent, 
il  est  évident  que,  pour  avoir  Véquation  de  la  caractéristique,  il 
faut  différentier  l'équation  (D)  de  l'enveloppée,  en  regardant  «, 
et  par  oonséquent  s,  comme  seule  variable;  et,  parce  que  s  est 
linéaire,  cette  opération  produira  les  deux  équations 

IW/;  -h  (X     p'A)<Lv  =  o. 

<]ui  appartiendront  à  la  caractéristique,  et  au  moyen  desquelles  et 
des  deux  suivantes 

P^p  +  Qrfy  H-  < X  -h/»Z)<4c  -h  ( Y-h  îZ)rfr  =  o. 
dz  =  pdx  -h  yrfr» 
on  peut  former  les  dix  équations  de  l'art.  XIII. 
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XXVIII. 

Si  l'on  clifTt'rcntiait  (K)  en  regardant  *,  <«f,  [inr  conséquent,  r 
comme  seule  variable,  on  aurait  les  deux  équations 

Pdr  —  Qdx  =  o. 
Qejp  -h  (X  H-  pz)dy  =s  o, 

qui  produisent  également  les  dix  i(|iintion«î  df  1  Ht   \I  II. 

Au  lieu  d'opérer,  contine  nous  Taxons  lait,  sur  1  ecjuation  (B/, 
on  aurait  pu  traita*  de  même  l'équation  (C) .  En  eHet,  si  Von  diaase 
de  cette  équation  l'une  des  deux  quantités  St    au  moyen  de 

il<j  —  sdx  ^  idy^ 

on  a  l'une  des  deux  équations  suivantes  : 

(F)  t\\\lj  -  Q./.r|  - \Vdq  ^  (  V  -h  (i7A(Li\  o, 

(G)  s  [l^dy  -  Qtirl  4-  i^dp  4-  (  V     (/Zjr/j  =  o, 

dont  la  première,  différentiée  en  regardant  «,  c'est-à-dire  f ,  comme 
seule  variable,  produit  les  deux  équations 

^tfy     Qdx  =  o, 

Pf/r/  ^  (V  ^  <yZ)«ir=  o, 

qui  fournissent  les  dix  équations  de  l'art.  Xiil;  et  dont  la  «seconde, 
difTérenti('<'  n  ù.:ird;iMt  /,  c' est-à-dire  comme  seule  variable, 
produit  leà  deux  équations 

P<^  —  Qrf»  =  o, 
Q<«ry-j-(Y-l-çZ}rfr  =  o, 

qui  remplissent  le  même  objet. 


Go 
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CONSTRUCTION 


L'ÉQUmON  DES  CORDES  YIBRANTES. 


liOrsqur  les  tonctioiis  ailiitrairt's  qui  romplètimt  If  s  intcgrnles 
(les  équatif)ris  ;ui\  (liHt'rt'iiLvs  partielles  sont  toutes  composées  de  l;i 
même  quautité,  e  est-ii-ilne  lors(]iie  les  sut  laces  qui  apj)ai  tieiuu'ut 
à  ees  équations  n'ont  qu'une  seule  *;uael«'ristique,  nous  avons  vu 
qu'il  était  toujoui'S  possible  de  détenniner  les  formes  que  les  l'onc- 
tions  doivent  avoir  pour  que  la  surfiioe  passe  par  autanl  de  courbes 
arbitraires  données  qu'il  y  a  de  fonctions,  ou  soit  circonscrite  à  au- 
tant de  sur&ces  données  arbitrairement,  ou  soit  normale  à  ces  der- 
nières, et  que  cette  opération  n'est  sujette  à  d'autres  difficultés  que 
celle  de  l'élimination  algébrique.  Mais  lorsque  les  fonctions  aii>i- 
traires  sont  composées  de  quantités  différentes,  le  même  procédé  ' 
pour  la  détermination  de  chacune  d'elles  conduit  k  une  équation 
aux  différences  finies.  Toutes  ces  équations  doivent  être  intégrées, 
et  leur  inté<^i'ation  introduit  autant  de  fonctions  arbitraires  nou- 
velle» qui  doivent  être  déterminées  par  d'autres  conditions  dont  la 
question  est  susoeptiiile.  J'ai  cru  qu'il  était  convenable  de  donner 
un  premier  exemple  de  cette  oj>ération,  et  j'ai  choisi  œlui  «le 
l'équation  des  cordes  vibrantes,  moins  jwr  l'intérêt  fju'tnspire  une 
question  qui  a  été  traitée  avec  le  plus  2;rand  succès  par  les  jirc  niii  i  s 
géomètres,  et  sur  laijuelie  je  ne  me  propose  pas  de  revenir,  (|u  à 
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(•;in.s<'  (les  f;t<'ilst»'>  que  jjn  s,  riii  ii^  1-^  > oiulitidn^  iiiixquelles  cette 
(|tu-^tu>n  ordiiiiun  nu  ut  soumist-  :  ;unsi  mon  objet  est  île  pure 
géométrie  unalytique. 

I. 

(fil.  IV,  fig,  I .)  Si  Ton  conçoit  qu'une  corde  élastique  et  uni- 
forme AB,  tendue  en  ligne  droite,  entre  srs  detiv  extrémités  fixes 
A,  B,  par  un  poids  déterminé,  soit  écartée  de  sa  position  par  une 
cause  quelconque  qui  lui  fasse  prendre  la  forme  curviligne  AMB, 
infiniment  pet)  rlifTérente  Av  la  droite  AH,  et  que  cette  cause  vienne 
à  cesser  Rul)it('iiu'iit  dans  toute  i'étcndiu'  de  la  corde,  la  corde,  aban- 
«lonnée  à  elle-même,  ternira  à  reprendre  la  forme  rtvi  iM^nc;  (  liaï  un 
de  ses  points  se  portera  vers  la  droite  ABavec  nue  tm  ee  aeeelera- 
trice,  et,  en  arrivant  dans  cette  dimte,  il  :un  a  une  vitesM-  aeqnise,  en 
\tutu  de  laquelle  il  contmnera  son  juouven»ent  de  l'aulie  cote;  mais 
alors  il  tendra  de  nouveau  la  corde,  et  il  éprouvera  une  résistance 
toujoui-s  croissante,  qui  lui  fefa  perdre  peu  à  peu  toute  sa  riteaw. 
Iiorsque  tous  les  points  de  la  corde  auront  ainsi  perdu  leurs 
vitesses,  ia  corde  aura  une  nouvelle  position  AM'B,  dans  laquelle 
elle  sera  de  nouveau  afaandoiuiée  à  eUe-même,  et  de  laquelle  elle  se 
reportera  vers  AB,  pour  passer  encore  au  delà,  et  ainsi  de  suite. 
Elle  oscillera  donc,  <fe  part  et  d'autre  de  AB,  dans  un  même  plan, 
et  le  mouvement  d'oadllation  ne  cesserait  pas  sans  quelques  résis- 
tances, dont  la  principale  est  celle  de  l'air  dans  lecjnel  il  s'exécute. 

Pour  passer  de  l'état  initial  AMB  à  l'état  iinal  AM'B,  la  corde 
emploie  un  certain  temps,  et,  dans  tous  les  instants  intermédiaires, 
elle  est  plier  suivant  une  courbe  A/nB,  Aw'B,  dans  l'équation  de 
laquelle  doit  entrer  le  temps  écoidé  depuis  le  connuencement  du 
mouvement  :  ce  temps  est  une  qnantit('  constante  pour  c!iac|ue 
courlM*  en  pai  ticuiier,  et  variable  d  lUie  de  ces  courbes  à  I  antre. 

Depuis  longtemps  les  géomètre»  se  sont  occupés  de  l'équation 

60. 
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de  la  courbe  A/»B.  En  nommant  x  rorduiinée  AP  comptée  dam  le 
sens  de  k  longueur  de  k  corde»  2  l'ordonnëe  qm  hii  est  per- 
pendicnkire»  et  j  le  temps  écoulé  depuis  le  ocwnmenoeinent  du 
mouvemoit,  ik  ont  trouvé  cpie  l'équation  de  cette  courbe  était 

ou,  suivant  k  notation  que  nous  avons  employée  jusqu'ici, 

r  —  a'<  =  o, 

dans  laquelle  a  est  une  constante  qui  dépend  des  dimensions,  de  k 
densité  et  de  k  tension  de  la  corde .  I  m  ("nie  équation  exprime  aussi 
le  mouvement  d*mie  molécule  d'air  dans  la  propagation  du  son. 

Il  tst  asse?.  remarquable  que  cette  équation,  qui  est  du  second 
ordre,  soit  la  iireniièrc  équation  aux  diffi-rences  partielles  que  l'on 
ait  intégrée  complètement.  On  est  reclevahie  de  son  intéf^ration  à 
-MM.  d'Alembertet  Kuler,  qui  en  ont  tlccluit  l  explicalion  des  prin- 
cipaux phénomènes  que  présentent  les  t  ordes  vibrantes  et  les  lois 
de  la  propagation  du  son.  M.  Lagrange  a  trait»-  depuis  la  même 
matière  avec  la  généralité  et  l'élégance  qui  lui  sont  ordinaires. 

Je  vais  d'abord  exposer  rapidement  l'intégration  de  l'équation; 
je  passerai  ensuite  à  k  Gonstniotî<m  de  l'intégrale,  qui  est  mon 
objet  princij>al. 

II. 

On  sait  que  lorsqu'une  équation  aux  différences  partielles  du 
second  ordre  est  linéaire  ou  de  la  forme 

Lr  H-  M*  H-  Nt  =  H, 

on  a  pour  chacune  de  ses  deux  caraetàistiques  les  deux  équations 

\.(h  ^  —  Mrfj?rfr  +  ^(if  ^  o, 


Dans  le  cas  tle  I  equalioi)  des  cordes  vibrantes  r  —  «'/  —  o,  on  aiii  a 
donc  pour  chacune  des  deux  earai^térlstiques  les  deux  équations 

dy*  —  a*dx*  =  o, 
âpéjf  —  a^dqdx  ^  o. 

La  première  est  composée  des  deux  lacleui-s 

djr  +  adx  =  o, 
tfy  —  aebt  =  o, 

dont  les  intégrales  sont 

>•  -I-  n.v  = 
y  —  «ur  =  ft'. 

Ce  qui  prouve  que  la  sorfitce  a  deux  caractéristiques  indépen- 
dantes; que  chacune  de  ces  courbes  est  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  celui  des  x,  jr,  constamment  parallèle  à  lui-même;  et  que 
ces  deux  plans  font  avec  ta  ligne  des  et  de  part  et  d'autre  de 
cette  ligne,  des  angles  égaux  entre  eux,  et  d<mt  la  tangente  est 
égale  à  la  eoiistaiite  a. 

Kn  ne  considérant  que  la  première  des  d^x  caractéristiques,  et 
substituant  pour  (fy  la  valeur  —  adx  qui  lui  convient,  la  seconde 
équation  devient 

ffyf  ■+■  adq  =  o, 

dont  rint^;rale  est 

p  aq 

Les  quantités  et,  |3  sont  donc  toutes  deux  constantes  pour  la  pre- 
mière caractéristique;  elles  seroirt,  par  conséquent,  fonction  l'nne 
de  Tautre  pour  tous  les  points  de  la  surface,  et  l'on  aura 
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Ainsi 

sera  une  des  intégrales  premières  de  h  proposée,  et  cette  intégrale 
sera  complétée  par  la  fonction  arbitraire  9. 

De  même,  en  ne  considérant  que  la  seconde  caractéristique,  et 
substituant  pour  «fr  valeur  mh:  qui  lui  convient,  la  seconde 
équation  devient 

ii/i  —  ttdf/  —  o, 

dont  l'intégrale  est 

p  —  aq  — 

Les  quantités  a',  ^'  seront  d(Hic  aussi  toutes  deux  constantes  pour 

la  seconrir  <  nrnctét-istique;  on  en  conclura  pareillement  que  la 
seconde  des  deux  intégrales  premières  de  la  proposée  est 

roniplt'tce  j)ar  lu  fonction  arbitraire  4-  Ainsi  ies  deuK  intégrales 
premières  sont 

fj  ^  aq  =  <p  \  Y  —  (i.r  ) . 
p  —  (u/  =  40  —  aa). 

De  ces  deux  équations  on  tire,  pour ^  et  9,  les  valeurs  suivantes  : 

a/»  =  ^  H-  4, 

qui,  substituées  dans  dz  =  ptiic  -+■  qdy^  donnent 

équation  aux  différences  ordinaires  qui  est  inlégrable  par  les  qua- 
dratures, quelles  que  soient  les  formes'des  deux  fonctions,  et  dcmt 
Tintégrale  est  de  la  forme 

s  =  «p  ^  >  H-  ux)  -H  »i  {y  —  ax). 


* 
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Vst  cette  équation  r»l  1  intégrale  seconde  de  la  proposée,  et 
qui  est  coniplétrf  les  deux  fonetions  arbitraires  *  et  »l ,  compo- 
sées des  quantités  dillérentes  J      (tx,  y  —  ax. 

III. 

Pour  coiistniii  1'  I  iiit/'j^rale  que  nous  venons  de  troiivn-,  <-ons)- 
dérons  d'abord  que  si  l'on  avait  $éparénit;nt  les  deux  équations 

elles  seraient  celles  de  deux  surfaces  evlindi  i(jiu's  à  l>ases  «pielcon- 
ques,  parallèles,  l'une  à  la  droite  menée  par  l'origine  dans  le  plan 
des  .î?,.) ,  et  qui  aurait  pour  équation 

.>  -i-  CTj;  =  o, 

Tautre  à  la  droite  menée  par  le  même  point,  dans  le  même  plan,  et 
qui  aurait  pour  équation 

r  —      =  o; 

et  les  bases  de  ces  deux  surfaces  cylindriques,  eonsiiiérées  dans  te 
plan  des  ,r,  s,  auraient  pour  équations,  l'une 

s  =  ♦)■. 

«t  l'autre 

z  =  \Y. 

Donc,  si  après  avoir  mené  par  l'origine  dans  le  plan  îles  .r,  y 
deux  droites  situées  de  part  et  d'autre  de  Taxe  desx,  et  qui  fassent 

avec  cet  axe  le  même  angle  dont  la  taiigente  est  //  :  et  si,  après  avoir 
îriiré  dans  le  plan  des  ) ,  z  deux  courbes  arbitraires  destinées  à  être 
les  bases  des  surfaces  cylindriques,  on  conçoit  que  l<'  plan  d'une 
de  ces  bases  se  meuve  parallèlement  à  lui-même  le  long  de  la  pre- 


inière  droite,  et  qnc  le  plan  de  l  aulre  se  meuve  piuallèlement  à 
lui-même  lé  long  de  la  seconde,  on  engendrera  deux  surfaces  cylin- 
driques telles,  que  si ,  pour  un  point  quelconque  pris  sur  ie  plan  des 
je^y-j  on  construit  une  ordonnée  z  ^ale  à  la  somme  des  ordonnées 
des  deux  surfiioes  <^lindriques,  Textrémité  de  cette  ordonnée  sera 
dans  la  surface  demandée. 

Ainsi,  pour  construire  la  surface  par  points,  il  ne  s'agit  plus  que 
de  déterminer  quelles  doivent  être  les  bases  des  deux  sur&ces  <^lin- 
driques,  pour  que  la  surface  satisfasse  aux  conditions  particulières 
que  comporte  la  question  des  cordes  vibrantes. 

IV. 

Au  lieu  de  construire  la  surface  par  points,  on  peut  l'engendrer 
par  le  mouvement  de  Tune  ou  de  Tautre  de  ses  deux  caractéris- 
tiques. Bfi  effet,  si  par  les  deux  droites  tracées  dans  le  plan  des 
X,     et  dont  les  équations  sont 

y  -i-  ax  =  o, 
j  —  ÛJT  =  O, 

<m  conçoit  deux  plant  perpendiculaires  à  celui  des  x^jr^  et  qui  se 
couperont,  par  conséquent,  dans  l'axe  des  z,  diacun  de  ces  plans 
coupera  celle  des  deux  suifaces  cylindriques  à  laquelle  il  n'est  pas 

parallèle,  suivant  une  trace  que  l'on  pourra  regarder  comme  une 
autre  base  de  cette  sur&ce.  Si  l'on  conçoit  que  le  plan  de  l'une 
quelconque  de  ces  traces  se  meuve  parallèlement  à  lui-même  sans 
tourner,  de  manière  que  le  point  de  ce  plan  qui  est  à  l'origine  par- 
coure l'autre  trace  (co  qui  peut  se  faire  de  deux  manières,  selon 
(juc  c'est  l'une  ou  l'autre  trace  qui  est  regardée  comme  mobile),  la 
trace  mobile  engendrera  la  surface  dont  ii  s  agit;  car  il  est  évident 
que,  pour  cliacun  des  points  de  la  surface  engendrée,  l' ordonnée  z 


« 
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sera  égale  ii  la  somme  «les  ordonnées  correspondantes  des  deux  sur- 
fiioe»  cylindriques,  et  que  l'équation  de  cette  surface  sera 

Il  faut  observer  que  deux  traces  génératrices  ne  sont  autre 
cliost'  (|uc  les  deux  cai  actt  i  isti({iics,  car  ces  traces  sont  dans  des 
plans  mobiles  dont  les  équations  sont,  pour  Tune, 

7  -h  uu?  î=  «, 

pour  Tantre, 

X  —  a.c  =  a\ 

et  que  les  (|iiantité$  et ,  dont  chacune  est  Vjr  à  J'origbe  du  i^i 
oorrespondant,  sont  constantes  dhacune  pour  la  trace  à  laquelle 
eUe  appartient. 

Or  les  deux  traces  sont  facUes  à  cmistruire  d'après  les  bases  des 
deux  surfaces  cylindriques;  donc,  pour  engendrer  la  surface  par  le 
mouvement  de  Tune  de  ses  carn  t»  i  istiques,  il  ne  s'agit  plus  que  de 
déterminer  quelles  doivent  être  les  bases  des  deux  sur&ces  cylin- 
driques potir  que  In  surface  satisfasse  aux  conditions  que  comporte 
la  question  des  (  ot  flc'^  viluantrs. 

Examinons  quelles  sont  ces  conditions. 

V. 

Dans  l'équation  des  cordes  vibrantes,  la  quantité  y  ev|n-iMie.le 
temps  écoulé  depuis  l'instant  où  la  coi'de.  ayant  été  érai  tee  de  sa 
position  en  ligne  droite,  a  été  subitenu-nt  altandoniiée  à  elle mAnic; 
et.  pour  rhnmne  des  formes  qno  la  corflc  prend  ensuite  sucecssi- 
veiiu  îif.  cette  (juantité  est  eunsta(»le.  Oi\  en  néométric,  nous 
regardons  cette  niOme  quantité  couiuie  ime  <ies  ti  ois  eooi'doniiees 
rectangulaires.  Donc,  si  l'on  conçoit  tjue  du  moment  que  la  corde 
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est  abandonnée  i  elle-même,  le  plan  de»  x,  z  dans  lequel  s'exécu- 
tent les  vibraticMis  se  meore  uniformément  sans  tourner,  et  res- 
tant toujours  perpendiculaire  aux  7,  la  corde  vibrante,  entraînée 
par  ce  plan  mobile,  parcourra  une  surfece  qui  est  celle  qu'il  s'agit 
de  construire  ;  et  il  est  évident  que  toute  section  laite  dans  cette 
surface  par  un  plan  quelconque  perpendiculaire  aux  y  donnera  la 
figure  de  la  corde  pour  le  temps  j  qui  détermine  la  position  du  plan 
coupant. 

(  Pl.  / /  ,  fii^.  a .)  Cela  posé,  on  suppose  que  les  deux  extrémités 
A,  B  de  la  corde  sont  fixes  et  ne  participent  pas  aux  vibrations;  ces 
deux  points  n'auront  (loue  aucun  mouvement  dans  le  plan  mobile, 
et  ils  parcoTUTont  flans  le  plan  «les  x,  y  des  droites  AC,  BD  perpen- 
diculaires aux  X.  D'oii  il  suit  que  la  surface  engendrée  passera, 

1*.  Par  la  droite  AG  ; 

9*.  Par  la  droite  BD. 

\\  est  évident  que  la  surface  doit  passer  par  la  coinlti'  suivant 
laquelle  elle  a  été  pliée  dniis  le  plan  des  r,  z  au  cotiimenct  ineiit  du 
mouvement  ;  courbe  qui  doit  t;tre  donnée  ;n  l)itrairemeut  et  connue. 
Nous  la  supposons  i<^i  coïKliee  sur  le  plan  des  a ,  )•  en  .\MB. 

4".  Enfin,  au  conunencenient  du  mouvement,  c'est-à-dire  lois- 
qu'cm  abandonne  la  corde  à  elle-même,  la  vitesse  de  la  droite  AB 
est  naissante,  et  par  conséquent  nulle  :  l'ordonnée  d'un  poiui  «{uel- 
conque  de  la  courbe  donnée  AMB  doit  donc  être  un  maximum  dans 
le  sens  des  y  ;  donc,  sur  la  surface,  et  pour  tous  les  points  de  la 
courtie  initiale  AMB,  on  doit  avoir 


Il  suit  de  la  fjue  la  surlaee  doit  être  per|)endiculaire  au  plan  des 
07,  2  dans  toute  l'étendue  de  cette  courbe. 
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Voilà  donc  qiwtre  conditions  indépendantes  auxquelles  les  bases 
des  deux  surfiices  cylindri(|iies,  ou  les  deux  fonctions  ^  et  *r ,  doivent 
satisfaire,  pour  que  Tintégiale  générale 

z  =  4>      H"  tu:}  -i-  H  (,)  -    tLi  } 

convienne  au  cas  particulier  des  cordes  vibrantes  ;  tandis  que  si  les 
deux  fonctions  qui  entrent  dans  cette  équation  étaient  composera 

de  la  même  quantité,  et  affectées  de  coefficients  pour  n'être  pas  rt** 
ductibles  à  une  seule,  deux  de  ces  quatre  conditions  suffiraient 
jiour  les  «léterminer  toutes  deux  d'une  manière  complète. 

Reclierchons  actuellement  ce  (jue  chacune  (les  (|uatre  conditions 
que  nous  venons  d'exposer  exige  de  la  partdt»  deux  bases  des  sur- 
làces  cylindriques. 

VI. 

{PL  // ,  fig,  a.)  ï/ori};ine  des  coordonnées  l  ectanj'ulaires  étant 
placée  au  point  A,  qiii  est  Tune  des  extrémit<^i  de  la  corde  vibrante, 
il  est  évident  que  les  deux  équations  de  la  droite  sont 

a:  =  o, 
3  —  o. 

Or  l<i  [iremière  conHition  énonce  fjue  la  surface  doit  passer  pai' 
cette  droite  ;  il  faut  donc  que  si  I  on  substitue  pour  .v  et  z  ces 
valeurs  dans  l'équation 

z  =  ♦     -H  ax)  -h  V     —  «Je)f 

cette  équation  soit  s:itistàite  ;  on  aura  donc 

ce  qui  établit  une  première  ration  entre  les  deux  fonctions  arbi- 
traires    V,  Il  suit  de  là  que  les  bases  des  deux  surfaces  cylin^ 
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dnques  sont  parfaitement  opposées ,  puise {ue,  pourla  même/,  leurs 
ordonnées  sont  égaler  entre  elles  et  de  signa»  oontnîres,  c'est-à- 
dire  que  si  Tune  quelconque  de  ces  bases  disait  une  demi-rév<4o> 
tion  autour  de  Taxe  AG  des  j^,  elle  s'appliquerait  exactement  sur 
Fautre.  Ainsi,  si  l'une  de  ces  bases  était  représèntée  par  la  ligne 
,  pleine^MnrMM.M'M''M*  l'autre  le  serait  par  la  ligne  ponctuée 
'*'N^N\\N'N''N"',  dont  les  coordonnées  correspondantes  G'M' 
«*t  G'N'  sont  partout  égales  entre  elles  et  de  signes  contraires. 

Voilà  tout  ce  qu'exige  la  première  condition  prise  isolément. 

C'est  pour  diminuer  le  nombre  des  figures  que,  dès  à  présent,  je 
dorme  aux  bases  une  forme  particulière,  qui  sera  justifiée  dans  la 
suite. 

VII. 

Kn  nommant  A  la  longueur  ÀB  de  la  corde  vibrante,  les  deux 
équations  de  la  droite  BD  sont 

«  =  A, 

z  =  o. 

Or,  d'après  la  seconde  conditi<j»ii,  l;i  surnir  e  rloit  pussci-  encore  par 
cette  droite;  donc,  si  l'on  substitue  <  *  ■»  ntmveiles  val.  iirs  décret  z 
dans  l'équation  intégrale,  il  faut  que  cette  équation  soit  encore  satis- 
faite. On  aura  donc 

*  (/  -h  a  A)  H-    (7  —  aA)  =  o, 

ce  qui  établit  une  seconde  relation  entre  les  deux  fonctions 
arbitraires. 

Actuellement,  représentims  par  u  la  quantité  y — ax  qui  est  sous 
la  fonction  W  :  la  quantité  y-\-  ax  qui  est  sous  l'autre  fonction  4> 
sera  «     aaA,  et  l'équation  précédente  deviendra 

^{u-+-  a  a  A)  -h  'Fm  s=  o. 
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el»  par  comcquent, 

♦  (j'  -+-  a  aA)  -t-  Vj-*  =  o. 

En  vertu  des  deux  premières  conditions  considérées  simnltaiié- 
ment,  on  aura  donc  entre  les.deux  fonctions  4>  et  Y  les  deux  relations 

<I>  >-  -h  W  y  —  o, 
«I»(  jr-i-  2aA)-t-ï'j  =  o, 

équations  qui,  retranchées  Tune  de  l'autre,  donnent 

*  (/  H-  a  o  A)  —  4»_y  =  o, 

et,  par  conséquent, 

H  {  y  -+•  aoA)  —  V.r  =  o. 

Ainsi,  pour  chacune  lie»  deux  fonctions  4>  et  ^\  on  a  une  équation 

qui  doit  servir  à  la  déterminer. 

IjCS  deux  équations  que  nous  venons  de  trouver,  l'une  en  >!', 
l'autre  en  4  ,  sont  aux  dilTérenc^t^;  fin  r,,  et,  pour  rhaciiru'  d'elN-s.  fa 
différence  linie  de  la  varial)le  pi  ni»  ijiale  >  est  constante  et  =aaA, 
c  est-à-dire  qu  en  taisant  pour  les  deux  fonctions 

û.r  =  a  «A, 

on  a,  pour  Tune, 

A*j  s=  O, 

et  pour  l'autre, 

A4  >•  o. 

Or  ces  équations  aux  différence»  finies  sont  trt*s-siinples,  et 
leurs  intégrales  expriment  évidemment  que  chacune  des  bases  des 
deux  surfaces  cylindri<jues  est  une  courl>e  périodique  clont  toutes 
les  périodes  constamment  étendues  de  la  qiiantit*'-  •>  n\  dans  le  sens 
des    sont  ^ales  entre  elles,  de  manière  qu'étant  toutes  siiperpo- 
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sées,  elles  coindderaient  parfaitement;  mais  elles  ne  statuent  rien 
sur  la  foime  «l'une  de  ces  périodes,  qui  doit  être  déterminée  par 
d'antres  conditions. 

D<mc,  après  avoir  moié  par  l'origine  A,  et  dans  le  plan  des  x,y^ 
les  deux  droites  AB',  A^B^  fiiisant,  de  part  et  d'autre  de  AB,  l'angle 
dont  la  tangente  est  a ,  jusqu'à  ce  qu'elles  coupent  la  droite  BD  dans 
les  points  B',  ^B,  ce  qui  donnera  BB'  =  aA  et  B^B  = —  a  A,  et  par 
conséquent  B'^B  s  a  a  A;  si  sur  l'axe  AC  des  Vt  et  à  purtir  d  'un 
point  ({iielconque,  on  porte  cette  quantité  B'^B  un  nombre  de  fois 
indéfini  t^tnt  en  avant  qu'en  arrièi  t»,  on  déterminera  sur  eet  axe  une 
suite  d'intervalles  égaux *A  A,  A*A,  .  .  ..  pour  lesquels  les  parties 
t  otTes pondantes  de  «chaque  hase  seront  parfaitement  é«!fales  entre 
elles,  et  eelles  des  deux  bases  st-ront  aussi  égales  entre  elles,  niais  en 
seiLs  opposés  l'une  par  rapport  a  (  autre. 

Voilà  tout  ce  (jui  résulte  des  deux  premières  eonditions  [H  ises 
simultanément.  r.,a  nature  des  période.-^  doit  clrf  «létenninée  j>ar  les 
autres  conditions. 

VIII. 

Considérons  actuellement  celle  des  conditions  que  nous  avmis 
énoncée  la  fjuatrième,  et  qui  comporte  que  ];\  surface,  dans  son 
intersection  avi-r  le  plan  des  r,  r,  <.o\V  partout  j)erpen(!i('iilaire  à  ce 
plan,  c'est-a-dire  que,  pour  tous  les  points  de  la  surlaee  qui  sont 

dans  ce  plan,  on  ait         —  <>• 

Si  l'on  différence  l'équation  intégrale 

z     4>  (j^  H- at)  -h  M'{j'  —  <wr), 

eu  regardant  a  connue  constante,  ou  a 
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niais,  pour  le  plan  des  a-,  s,  on  a 

(loin  ,  si  l  on  siibstihie  ces  valeurs,  l'équation  précédente  doit  être 
satisfaite.  On  aura  donc 

♦'(a*) -h  ai?)  =  o, 

et  par  conséquent,  en  général, 

é(|uations  aux  différences  ordinaires,  que  l'on  peut  écrire  de  la 
manière  suivante  : 

rf.*(r)-<'.V(-j)  =  o, 

et  dont  l'int^raie  est 

*(r)  —         y)  =  2c, 

la  quantir<'  ^  e  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  Tinté» 
gration,  et  qui  est  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  valeur  de  >-. 

I/équatiou  nnns  vpMnn'^  <\v  trouver  est  cnîre  les  coordon- 
nées des  liases  des  deux,  surlaces  cylindriques  ;  mais ,  en  veitu  de 
l'art.  VI,  on  a 

*»■(-/)=-*(-.)■). 

*(j)=-*(j)i 

donc,  si  l'on  substitue  successivement  pour  ces  (|uantités  leurs 
valeurs,  on  aura  les  deux  équations  aux  différences  finies 

dont  chacune  appartient  à  une  des  l)ase&  en  particulier. 
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Avantqued'aller  plus  loin,  il  convient  de  déterminer  la  constante 
arbitraire  ae. 

IX. 

(  lliiicmu' (If.s  (-({uations  aux  dinëretu  fs  liiiu  s  (juc  nou-,  vt-iioii^  de 
trouver  a  lieu  pour  la  base  à  laquelle  elle  ap[Ktrtieiit,  (juelle  t[ue 
soit  la  valeur  de  j.  Considérons  le  point  de  cette  courbe  qui  cor- 
respond à  l'origine  A,  et  pour  lequel  on  a  /  =  o  ;  la  première  de 
ces  équations  deviendra 

4»  (o)  -t-  *  { —  o)  =  ae  ; 

or  les  deux  quantités  4>  (o)  et  ^  ( —  o)  sont  évidemmeut  égales  entre 
elles,  puisqu'elles  sontévidenitnent  deux  expressions  de  l'ordonnée 
de  la  base  à  l'origine  ;  on  aura  donc 

3^(0)  =  ae, 

ou 

^  (o)  =  e. 

On  trouve  de  même 

*{o)  =  *. 

Donc  la  oonsCante  e,  pour  chacune  des  bases  des  deux  sur&ces 
cylindrique»,  est  é^e  à  l'ordonnée  de  cette  base  à  l'origine. 

D'après  cda,  oonudérant  sur  chacune  des  deux  bases  le  point  a 
qui  correspond  à  Forigine,  si  pour  chacune  d'elles  on  mène  pur  ce 
ymint  ime  droite  ac  parallèle  à  l'axe  AG  des  et  qui  en  sera 
di->tauto  (le  la  quantité  -s-  ae  pour  l'une,  et  —  a<?  pour  l'autre  ;  et 
si,  rapportant  chacune  de  ces  deux  courbes  à  la  <lroite  ac  corres- 
pondante, regardée  «  omnie  un  nouvel  axe  des  r,  on  représente 
leurs  nouvelles  ordonnées  par  i  f  et  jy,  on  aura,  pour  la  première 
de  ces  courbes, 

U.r)  —  *  (.r)  —  c, 
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ce  qui  donne,  en  ajoutant, 

^■(/)  -r-        /)  =         -i-  4.(  — /)  —  atf. 

Or  le  seoond  membre  est  nul  en  vertu  de  la  première  équation  aus 
difTérenoe»  finies  de  Tarticle  précédent  ;  donc  on  aura 

f(j-)-i-f(-j)  =  o; 

on  trouverait  de  même 

Ainsi,  à  la  place  des  deux  équations  aux  différenoes  finies  de  l'ar- 
ticle prcccdent,  rapportées  au  même  axe  AC  des  on  a  pour  les 
deux  brises,  rapportées  chacune  à  son  axe  particulier  ar,  la  même 
é(|uatioi)  aii\  ilifl'éi  t'nces  finies  délivrét-  fl»'  lu  constante  arbitraire  e, 
c'est-à-dire  qu'en  laisaiit  pour  les  deux  bases 

on  a,  pour  Tune, 
et  pour  l'autre, 

A/j  =  -  a//. 
X. 

Les  équations  aux  différences  finies  que  nous  venons  de  trouver 
sont  faciles  à  intégrer,  et  leurs  intégrales  expriment  évidemment 
que,  pour  la  même  hnsr,  deux  ordonnées  (juclconqties  tn', 
prises  à  (listanc  es  égales  et  de  part  et  d'autre  du  poijif  n ,  sont  égales 
entre  elles  et  de  signes  conf laires.  Donc,  pour  chacune  des  basi'S 
cit's  deux  surfaces  cyliniii  ujiios,  le  point  «qui  correspond  à  l'origine 
est  uii  V*.  1  itable  rentre  àv  la  eourhe,  dont  toute  la  partie  qui  est 
dans  la  l  égion  des  j  et  z  aégutitkest  svniétrique,  et  semblable  à  celle 

6a 
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qui  est  dan»  la  région  deaj'  et  z  pONti£»  ;  de  manière  qtie  si  l'une  de 
ces  deux  parties  était  construite,  l'autre  s'ensuivrait  nécessairement. 

Il  suit  de  là  que  si  sur  la  droite  oc,  et  à  partir  du  point  a,  on 
porte  de  part  et  d'autre  deux  quantités  «m',  aVt  égales  chacune 
à  BB',  c'est-à-dire  à  la  quantité  «A,  ce  qui  détermine  sur  cette 
liroite  l'intervalle  ^aa'  d'une  période,  la  portion  de  la  base  (\n\  cor- 
respond à  cette  période  est  partagée  par  le  point  n  en  deux  parties 
de  même  étendue  dans  le  sens  des  >•,  et  dont  l'une  n  r^t  rnstrr  cltnse 
cpie  la  répétition  de  l'aiiti'e  dans  la  région  dianiétraK'inenl  oppost  c. 
Il  en  e.sl  de  iiu  in»'  d«'s  deux  périodes  a  a"' ,^a^a,  et  ainsi  de  suite. 
Donc  si,  à  partir  du  point  a,  ou  partage  la  courbe,  tant  en  avant 
qu'en  arrière,  en  denii-péi  iodes  étendues  chacune  dans  le  sens  des_>' 
de  la  quantité  a  A,  ces  demi-périodes  seront  telles,  que  deux  quel> 
conquetr  consânitives  seront  l'une  la  répétition  de  l'autre  dans  la 
région  diam^ralenient  opposée;  et  que,  de  deux  en  deux,  dles 
seront  parfaitement  égales  et  semblables  entre  elles.  Ainsi,  pour 
connaître  entièrement  les  deux  bases  des  suriaces  cylindriques,  il 
ne  reste  plus  qu'à  déterminer,  pour  Tune  quelconque  d'elles,  la 
forme  d'une  de  ces  demi'périodes,  qui  dépend  uniquement  de  la 
figure  initiale  ai4>itraire  AMB  donnée  à  la  c«»de  vibrante. 

XI. 

Non<seulement  la  constante  e  que  nous  avons  emj>loyée  art.  VII 
et  VIII  est  arbitraire,  mais  encore  sa  grandeur  est  absolument  in- 
différente à  la  surfiioe  parcourue  par  la  corde  vibrante,  surfiioe  qui 
est  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  la  constante  e. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'on  obtient  lesdeux  caractéristiques  de 
la  surface,  en  coupant  les  deux  surfaces  cylindriques  par  deux  plans 
parallèles  aux  2,  l'un  mené  par  la  droite  AB',  dont  l'équation  est 


* 


l'autre  mené  par  la  droite  A^B,  dont  r«quation  est 

et  qu'on  engendre  la  surface  parcourue  par  la  corde  vibrante,  en 
faisant  nmuvoir  l'une  quelconque  de  ces  deux  caractéristiques  de 
inanicre  que,  son  plan  restant  toujours  paralli-le  ;i  lui  nièmc.  et  !»•>  c. 
de  ce  plan  restant  toujours  parallèles  entre  t  llo,  le  pDuit  du  plan 
qui  était  d  ahordà  rorigiae,  rendu  mobile  avec  le  plan,  parcoure 
l  autre  caractéristique.  Or,  si  l'ordonnée  d  uuc  des  base;»  a  I  oiigiue 
est  H-  c,  celle  de  l'autre  base  a  I  origine  est  —  c  ;  les  ordonnées 
des  deux  caractéristiques  à  l' origine  sont  donc  aussi  H-  e  pour  Tune 
et  —  «  pour  l'autre.  Donc,  si  pour  opérer  la  génératîou  de  la 
sur&oe,  on  transporte  Vorigine  mobile  de  la  première  caractéris- 
tique sur  la  courbe  de  la  seconde,  on  abaisse  ta  première  de  ces 
coufbes  de  la  quantité  e,  et  cette  courbe  alors  passe  elle-niênie  par 
l'origine. 

ÏAxn  donc  qa'^ensuite  die  se  meut  de  manière  que  son  origine 
mobile  parcoure  la  seconde,  son  mouvement  est  le  même  que  si,  les 
deux  caractéristiques  étant  transportées  à  l'origine  sans  changer  de 
formes  t  on  faisait  mouvoir  l'une  de  manière  que  son  point  qui  est  a 

l'origine  [>arcourût  l'autn*. 

^^)n  peut  donc,  sans  chanj^er  ni  la  forme  ni  la  position  de  la  sur- 
lace engendrée,  dontier  à  la  quantité  t  la  valeur  que  l'on  voudra. 
Tout  se  simplifie  b»»aucoup  si  l'on  fait  cette  (piantité  <•  =  o  ;  les 
axes  particuliers  ac  des  deux  bases  eoineident  alors  avec  l'axe  pri- 
uutif  AG,  et  la  Jig.  j.  se  change,  dans  la  Jig.  >,  oii  les  points  ana- 
logues sont  marqués  par  les  mêmes  lettres. 

XII. 

Pour  achever  de  déterminer  entièrement  les  Iwses  des  deux  sur- 
faces cylindriques  {Jig-  3),  il  ne  s'agit  plus  que  de  construire  pour 

6a. 


—  49»  - 

chacune  d'elles  la  première  deim-période  AM'A',  AN'A',  dont 
l'étendue  dans  le  sens  des  jr  est  égale  à  BB',  c'est-ànlire  à  la  quan- 
tité a  A  :  c*est  ce  qu'on  fera  en  satis&îsant  à  la  troisième  condition 
de  l'art.  V,  qui  est  la  seule  qui  n'ait  pas  encore  été  employée.  Cette 

condition  porte  que  la  surface  engendrée  coupe  le  plan  des  x,  z 
dans  la  courbe  initiale  qui  doit  être  donnée  arbitrairement . 

Soit  A  MB  la  courbe  initiale  cbnnée)  et  ooueliée  sur  le  plan  des 

jc,  j,  et  soit  fî\ï  une  quelconque  de  ses  ordonnées;  si,  jwr  le 
pied  G  de  «  »'Ue  ordonnée,  on  mène  flcux  droites  GG',  G^G  paral- 
lèles aux  (lirvrtrio's  AR'ct  A^B  des  deux  surfaces  cylindriques,  et  si 
l'on  prolonj;c  ces  j)aralit.  lt'»  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  l'axe  AC 
en  deux  points  G',  *G,  il  est  évident  que,  [)oiir  le  point  (i  de  la 
droite  AH,  les  ordonnées  des  deux  surfaces  cylindriques  seront 
égaies,  1  une  à  G'M',  et  l'autre  à  Mi^N  :  donc  on  doit  avoir 

G'M'-kVN  =  GM. 

Mais  on  a,  art.  VI, 
et,  art.  VIII, 

^G'N=  — G'N'; 

donc  on  doit  avoir 

G'M'^'^G'N; 

donc  chacune  des  ordonnées  G'M',  ^G^N  est  la  moitié  de  l'or- 

donnée  connue  G  M. 

Kn  opérant  de  la  niénie  manière  pour  tout  aulrr  |)oirit  ^^  de  la 
droite  AB,  on  aura  autant  d  ordonnées  que  l'on  \  ou(ira  de  lu  [n  c- 
mière  demi-période  de  chacune  des  bases  des  deux  surtaces  <  \  liii- 
driques;  les  bases  seront  doue  detei  ininées  dans  tonte  lenr  lonj^nt'ur 
indéfinie,  et  il  sera  lacile  de  construire  1  ordonnée  :  de  la  !>urlace 
pour  un  point  P  quelconque  pris  arbitrairement  sur  le  plan  des  x,  j. 
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Car»  en  menant  par  ce  point  deux  droites  PP',  PP''  parallèles  aux 
directrices  des  deux  surfaces  cylindriques,  on  déterminera  sur  AC 
les  pieds  P',  P'  des  ordonnées  P'Q',  VQ"  des  bases  correspon- 
dantes ;  et  l'ordonnée  2  de  la  surface  au  point  P  sera  ég^le  à  la 
somme  de  ces  deux  ordonnées  particoUères,  prises  avec  te  même 
a'i^ne  si  elles  sont  placées  du  même  côté  par  rapport  à  AC,  et  avec 
des  signes  contraires  si  elles  sont  de  côtés  dilTérents. 

Il  sera  également  facile  d'engendrer  la  surface  par  le  mouvement 
de  l'une  <le  ses  caractéristiques  sur  l'autre,  car  ces  deux  courbes  ne 
sont  autre  chose  que  les  intersections  des  deux  surfaces  cylindriques 
par  des  plans  parallèles  an\  : ,  menés  l'un  par  la  droite  AB  et  I  autre 
{kir  A^B,  int.'i  sccticMis  qui  sonr  (hcilesà  construire,  puisque  les  bases 
des  cylindres  sont  enticrenu  nt  tlt  ierniiuécs. 

xm. 

La  construction  par  points  que  nous  venons  de  donner  pour  la 
surfece  peut  être  abrégée  considérablement,  et  l'on  peut  se  dis- 
penser de  la  construction  des  bases  des  deux  sur&oes  cylindriques. 

Soit  AB  fa  corde  vibrante  tendue  en  ligne  droite  {Pl.  y»  fig,  4), 
soit  AMB  la  figure  initiale  donnée  arbitrairement  à  la  corde,  et  (pie 
nous  supposons  couchée  sur  le  plnn  des  ,r,  r  ;  soient  AC,  BD  les 
deux  droites  perpendiculaires  à  AB,  par  lesquelles  nova  avons  vu 
que  la  surface  devait  passer,  en  vertu  des  deux  premières  conditions 
de  Part.  V  ;  à  partir  du  point  A,  soit  divisée  la  droite  A<^  en  par- 
ties A  A',  A' A",  A" A'^  toutes  cigales  à  réfciuiue  «A  dans  le  sens 

des  Y  d'une  denu-periodt' ;  t  t  pitr  tous  lc>  points  A',  A",  A'",... 
ainsi  déterminés,  soient  menées  j);ualleleHU"nl  à  AB,  et  jusqu'à  la 
rencontre  de  l'autre  droite  BD,  les  droites  A' B'.  A"U '  ,  A'  B'",...  ; 
soient  menées  les  diagonales  AB',  A'B  qui  seront  parallèles  aux 
directrices  des  surfaces  cylindriques  ;  enfin ,  soit  construite  la 
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I  courbe  AmB  qui  passe  par  les  milieux  des  ordonnées  de  la  courbe 

donnée  AMB. 

Gela  lait,  étant  donné  un  point  P  pris  arbitrairemrait  sur  le  plan 
des  .r«  X  î  trouver  l'ordonnée  de  la  snrfiioe  en  ce  point, 
on  mènera  par  ce  point ,  et  du  côté  de  la  droite  AB,  deux  parallèles 
aux  dngonales  AB',  A'B,  el  on  les  prolongera  jusqu'à  ce  qu'elles 
rencontrent  chacune  l'une  des  deux  droites  AC,  BD;  on  les  réHé- 
chii-a  l'une  et  l'autre  de  manière  que  l'angle  de  réilexion  fait  avec 
cette  firoite  soit  éj^al  h  l'angle  d'incidence,  et  on  les  prolon«^pra 
)ii>,qu  à  la  rencontre  de  l  îiulrc  droite;  on  les  rélléchira  encore,  et 
ainsi  de  suite,  jtisqn";!  <^e  (|u  files  p;!rvieniienl  enfin  à  la  droite  AB, 
et  la  reneontrent  entre  ses  evlrt  iuites,  l  une  en  un  point  (y,  l  aulre 
en  un  point r/',  ce  qui  détenninera,  pour  la  courbe  AmB,  deux  or- 
(loimees  <jn,  q'ti\  dont  la  somme  donnera  rordoimée  z  de  la  sur- 
face pour  le  point  donné  P;  en  observant  que  signe  de  diacune 
de  ces  ordonnées  partielles  est  positif  si  le  nombre  des  réflexions 
(prouvées  par  la  droite  qui  la  détermine  est  pair,  et  négatif  si  le 
nombre  de  ces  réflexions  est  impair. 

XIV. 

I>es  deux  droites  menms  par  le  point  P,  ainsi  que  nous  venons 

«le  le  dire,  après  leurs  réflexions  successives,  se  rencontrent  de 
nouveau  dans  des  points  P',  P",...,y>',  />",...,  pour  lesquels  les 
ordonnées  z  de  la  snrfai  t-  sont  égales  à  la  somme  fies  lîièntes  or- 
données |)artielles  qn,  t/'n',  et,  par  conséquent ,  e^;iles  entif  elles; 
mais  ces  ordonnées  sont  positives  pour  tous  t  eux  de  «  es  pouits  tels 
que  P.  P',  P"  qui  sont  places  dans  les  deiui-pei  iodes  liupaii  es.  et 
elle»  sout  négatives  pour  les  points  /j  ,  jj  qui  sont  places  dans  les 
demi-périodes  paires.  Et  parce  que  tous  les  points  P,  P',  P",... 
sont  semblablement  placés  dans  leurs  périodes  respectives,  ainsi 
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que  les  points  p\  p"  dam  les  leurs»  il  s'ensuit  qu*à  diaque  période 
entière  tout  se  renouvelle;  et  que,  pour  ooiuiaitre  «itièrement  la 
surfiwe,  il  suffit  de  Tétudier  dans  toute  l'étendue  de  la  première 
période. 

XV. 

{PL  y,  fig.  5.  )  En  ne  considérant  de  la  surface  que  la  partie  qui 
rorrespond  à  la  première  période  A/VH^B,  recherchons  d'abord 
l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  parallèle  aux  z  <|ui  termine  la 
période,  ce  qui  se  réduit  à  construire  l'ordonnée  de  la  surface  pour 
un  point  quelconque  P'  pris  sur  la  droite  A"  \\"  :  il  est  clair  que  cette 
intersection  donnera  l'état  de  la  corde  vibrante  à  la  fin  de  la  prc- 
niièi  e  période,  c  est-à-dire  après  le  temps  exprimé  aiiaiytiquement 
par  lit  quantité  -xnS.. 

Si  i  on  suit  le  procédé  iniii(|iu'  ait  XII,  on  mènera  les  lignes 
P'ttw'P  et  I''iH''P  jusqu  ii  leur  reiK  outre  avec  la  droite  AI5  ;  or,  de 
«•e  que  l'intervalle  xVA'  est  égal  à  l'étendue  aaA  d  une  période 
entière,  il  suit  :  i"  que  ces  deux  lignes  rencontreront  AB  dans  le 
même  point  P  ;  a*  que  le  point  P  sera  placé  sur  AB  de  la  même 
manière  que  P'  sur  A'B'^  ;  3**  que  chacune  de  ces  li^cs  aura  éprouvé 
deuK  réflexionst  en  »'  pour  l'une,  et  cni;,  t*  '  pour  l'autre.  L'or- 
donnée en  P'  sera  donc  égale  au  double  de  l'ordonnée  Pm  et  de 
même  signe  ;  elle  sera  donc  égale  a  l'ordonnée  PM  de  la  courbe  ini- 
tiale, et  dans  le  même  sens  par  rapport  m  plan  des  x,  Donc,  la 
section  foite  par  A'B'',  et  qui  termine  la  première  période,  est  par- 
faitement égale  et  semblable  à  la  courbe  initiale  AMB,  et  placée  du 
même  côté. 

11  suit  de  là  qu'à  hi  fui  du  temps  exprimé  par  :2a  A,  la  corde 
vibrante  se  retrouve  dans  le  même  état  oii  elle  avait  été  abandonnée 
àelle-même  à  l'origine;  et  pnrreqtre  tout  se  renouvel  le  après  chaque 
Ht'riode,  la  corde  re[)reu<l  le  même  état  à  des  intervalles  égaux  entre 
eux  et  exprimés  par  la  quantité  analytique  %  a\. 
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XVI. 

Pour  connaître  l'état  de  la  corde  aa  mîlieo  d*uiic  période,  il  faut 
construire  k  section  de  la  surface  par  un  plan  mené  par  A'B',  paral- 
lèlement aux  z  ;  c'esMhdîre  construire  l'ordonnée  de  cette  surface 
pour  un  point  quelooi^ue  p  pris  sur  A'B'.  Or  il  est  dair  que  si, 
parle  point/y,  on  mène  les  lignes /w'P  et/»if'P  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  droite  AB,  ces  droites  coupent  AB  dans  le  même  point  P  ; 
a*  le  point  p  sera  placé  Sur  AB  d'une  manière  opposée  à  celle  dont  p 
est  situé  sur  A'B',  c'est-à-dire  que  l'on  aura  PB  =  ;  3  enfin ,  les 
lignes  auront  éprouvé  chacune  une  seule  réflexion.  L'ordonnée  de 
la  surface  au  point  p  sera  donc  égale  à  l'ordonnée  entière  PM  de  la 
courbe  initiale,  mais  de  signe  contraire. 

il  suit  de  là  que  In  section  faite  par  A'B'  est  égale  et  semblable  à 
la  courbe  initiale,  mais  renversée  par  rapport  à  elle;  r'cst-ii-dirc  (jue 
si  la  courbe  initiale  est  repré*sentée  {Jig.  ti)  par  A.MB,  1  état  de  la 
corde,  après  une  den»i-[)ei  iode,  est  la  courbe  AmB  placée  <le 
l'axitre  côté,  et  telle,  r[ue  le  milieu  E  de  la  droite  AB  est  le  centre  de 
la  figure  renlérmée  par  ces  deux  courbes.  D'après  cela,  toutes  les 
ordonnées  de  la  section  faite  par  A'B'  {Jlg-  5)  sont  des  minima 
dans  le  sens  des  j,  comme  celles  de  la  courbe  AMB  sont  des 
maxima  ;  ainsi  cette  courbe  est  un  état  imtial  pour  la  demi-période 
suivante.  Donc,  Tétendue  d'une  denn-période  A  A',  A  A",. . .  repré- 
sente la  durée  entière  d'une  vibration  de  la  corde  vibrante. 

XVII. 

(Fi^.  0.  )  Kceherclions  actuellement  1  état  de  la  corde  au  quart 
de  la  première  période. 

11  est  évident  que  si,  [mi  1  intei-seetionEdescieux  dia^^onales  AB  , 
A'B,  ou  mène  ai  parallèle  à  Ali,  et  que  si,  par  eelte  droite,  on  fait 


.       .ci  by 


passer  un  plan  parallèle  aux  z,  la  section  faite  par  ce  plan  donnera 
rétat  demandé  delà  corde;  il  s'agit  Jonc  de  construire  les  ordon- 
née* 2  de  la  surface  pour  les  difierents  points  de  la  droite  ah. 

Opérons  d'abord  pour  le  point  qui  est  le  milieu  de  ah.  D'après 
la  constnicdon»  l'ordonnée  s  de  la  sur&ce  en  ce  point  est  égale  à 
la  somme  des  demi-ordonnées  de  la  courbe  initiale  aux  points  ex- 
trêmes A,  B.  Or,  quelle  que  soit  la  courbe  initialCt  ses  ordonnées 
aux  points  extrénios  sont  toutes  (]eux  nulles;  donc  Tordonnée 
pour  le  point  F)  est  nulle  aussi.  Donc,  au  quart  de  la  jx-riode,  ou 
lorsque  la  coidc  est  à  la  moitié  de  sa  vibration,  le  milieu  de  la  corde 
se  trouve  sur  le  milieu  de  l;i  droite  AB. 

S  il  s'îipit  de  i  ordonnée  d  un  p^iiit  O,  pris  d'ttnc  iiiiinitTé  (juel- 
eonque  ah,  après  avoir  iiiciu'  |);ir  c  e  point  les  lif^nes  Q//  Vyet  i^q' 
jusqu'à  ce  ([u'ellesaient  i  t  nt  nnti  e  la  droite  AB  dans  <le5  points  f/.  c/', 
|mur  l(  S(|iiels  les  ordonnées  de  la  cf^irbe  AÎVIB  soient  i  t 
ment  (jii^  tj'n  :  il  est  évident,  i  "  ipio  le.s  deux  points  cy,  <y  .seront 
placés  à  distances  égales  des  deux  exlréniités  A,  B,  car  ces  distances 
seront  chacune  égales  à  QK  ;  2°  que  Tune  des  lignes  de  construc- 
tion aura  éprouvé  une  réflexion  en  et',  landb  que  l'autre  n'en  aura 
pas  éprouvé;  que,  par  conséquent,  Tordonnée  qn  doit  être  prise 
avec  le  signe  négatif.  L'ordonnée  z  de  la  surface  au  point  Q  sera 
donc  égale  à  q'n'  —  qn  ;  cette  ordonnée  ne  peut  donc  être  nulle, 
à  moins  que  Ton  n'ait  q'n'  =  ^n,  c'est-^-dire  à  moins  que  les 
ordonnées  de  la  courbe  initiale  prises  à  distam^s  égales  des  extré- 
mités A,  B  ne  soient  égales  entre  elles;  ou,  «ifin,  à  moins  que  la 
courbe  initiale  ne  soit  synu'tritpie  de  part  et  d'autre  de  son  milieu. 

il  suit  de  là  que,  lorsque  la  figure  initiale  de  la  corde  vibrante  est 
symétrique  de  part  et  d'auti-e  de  son  milieu,  à  la  moitié  de  la  durée 
de  sa  vibration,  tous  les  points  de  la  corde  sont  en  ligne  droite, 
e' est-à-dire  ([lu-.  dans  cfinrnne  des  vibrations,  fous  les  points  de  la 
corde  passent  en  niéine  temps  par  la  droite  AB  ;  mais  que  quand  la 
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courbe  initiale  n'est  pas  symétrique,  dans  aucun  instant  de  la  durée 
de  sa  vibraticMi  la  corde  ne  se  trouve  en  ligne  droite,  et  ses  dïfTé- 
rents  points  ne  passent  que  suooessivement  par  la  droite  AB. 

Maintenant,  û  l'on  opère  pour  un  autare  point  Q' de  la  droite  nA^ 
pris  de  l'autre  côté  du  milieu  E  et  à  même  distance  que  le  point  Q , 
pour  trouver  l'ordonnée  s  de  la  surface  en  ce  point,  il  fiiut  mener 
les  lignes  de  construction  (Vfj  et  Q'^V'  jusqu'à  leur  rencontre  avec 
la  droite  AB.  Or  il  est  évident  que  les  points  de  rencontre  f ,  q' 
sont  le»  mêmes  que  ceux  qu'on  trouve  pour  le  point  Q ,  avec  cette 
ditiérence,  que  c'est  celle  des  lijj;nes  de  construction  qui  n'avait 
pas  éprouvé  de  réflexion  dans  le  premier  cas,  qui  l'éprouve  dans  le 
second,  el  rétiproquenimt ;  doiir  l'ordonnée  au  jioiiit  (V  eit  égale 
à  (fn  —  <j'r>\  c'est-à-dire  est  égale  à  celle  du  point  Q  prise  avec  le 
si«*ne  contraire. 

Il  suit  de  là  ((uc,  itji>.i  juc  la  ligure  initiale  de  la  corde  vibrante  n  est 
pas  syinetri(jue  de  part  et  d'autre  de  son  milieu,  à  la  moitié  de  sa 
vibration  la  figure  de  la  corde  est  {fig.  0)  une  cooilie  A/kE/u'B 
dont  les  ordonnées,  prises  à  distances  égales  du  milieu  E,  sont 
égales  entre  elles,  et  dont  le  point  B  est  en  même  temps  centre  et 
point  d'inflexion. 

{Fig*  5.)  Enfin,  soit  PM  h  plosgnmde  cmlonnée  de  l'état  initial  : 
id  par  le  point  P  on  mène  les  lignes  de  construction  Pti'n'  et  Pn 
jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  la  droite  ah  dans  les  points  IT,  n', 
ces  deux  points  seront  à  égales  distances  de  part  et  d'autre  du 
point  E,  et  il  est  clair  que  leur  intervalle  sera  égal  à  2  PB  ;  car  on 
aura  PU  îi  1',  =  En'.  Gela  posé,  si  l'on  veut  construire  les  ordon- 
nées de  la  surface  pour  les  points  17,  n',  il  faut  mener  par  ces  deux 
points  les  antres  lignes  de  construction  Wy'Tr  et  H  t  jii.s<jir;i  ce 
f|u'elles  iH'iH'oiitn'rit  la  droite  AB.  Or  il  est  évident,  T  ([ue  ces  deux 
dernières  iij;ues  rencontrent  la  droite  Ali  dans  le  tnènie  i)oint  t; 
2"  (|ue  I  on  a  II  A  —  PB  ;  donc  les  ordonnées  de  la  surface  aux 
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points  n,  11'  seront 

Pm  —       pour  la  première, 

et 

—  Vtu  —  llju,  pour  la  sei  ontle; 

elles  seront,  par  ccmséqoent,  égales  entre  elles  et  de  sîgn«« 
contraires. 

{Fig.  6.  )  De  pins,  il  est  facile  de  voir  que^  de  ces  deux  ordon- 
nées, la  première  est  un  maximum  et  la  seconde  un  minimum; 
donc  la  figure  A/uE/«'B  que  prend  la  corde  au  milieu  de  sa  yïhta- 
tien  a  deux  ordonnées  Itfi  et  u'u'  èpi\es  entre  elles  et  rie  signes 
CfMltraîres,  dont  l'une  est  un  /i/a.rim/tf/i  et  l'autre  un  miniiiiuin.  Ces 
deux  ordonnées  sont,  de  part  et  d'autre,  à  égales  distinues  ilo 
milieu  E;  la  distance  de  chacune  d'cllc.i  au  milieu  est  é<îale  à  PH, 
et  l'intr  i  valle  qui  sépare  ce»  deux  ordonnées,  plus  grande  et  plus 
petite,  est  —  oPB 

Il  serait  liicilt'  de  pousser  plus  loin  la  disciisMDii  dr  la  prcinifre 
demi-période,  et  de  leciieiclier  l'état  de  la  corde  ;i  d  auttcï»  inter- 
valles plus  petits;  mais  tant  que  l'état  initial  n'est  pas  détenniné, 
ces  reclierches  ont  peu  d'intérêt,  et  nous  en  resterons  là  à  cet 
égard. 

XVIIL 

Nous  avons  vu  que  la  surliice  coupe  le  |>lan  des  ^,  V  clans  les 
deux  droites  indéfinies  AA'A"...,  liB'B"..,,  et  dans  le  centn  I'.  de 
chacune  des  demi-périodes;  mais,  sous  ce  point  de  vnr.  le  centre  K 
n'est  pas  isolé  :  il  est  sur  inie  courbe  dans  laquelle  la  surlace  coupe 
encore  le  plan  des  .t,  > ,  et  (|u  il  s  agit  de  construire. 

{Fig.  7.)  Pour  cela,  toutes  choses  analogues  étint  les  mêmes 
dans  la  fis;.  7  que  dans  hi  f/s^.  soit  menée  la  firoite  A/-  parallèle 
à  AB,  et  qui  coupe  la  courbe  AmB  en  deux  points  //.  n  \  dont  les 
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ordonnées  pu,  p'n'  seront  égales  entre  elles;  et  par  les  pieds  p,  p 
de  ces  deux  ordonnées  soient  menées  des  lignes  de  construction. 
Gela  fait,  si  dans  la  première  demi'|)ériode  on  compare,  pour  lun 
de  ces  points,  la  ligne  de  construction  qui  n*a  pas  encore  éprouvé 
de  réflexion  avec  cdle  de  Vautre  point  qui  en  a  déjà  éprouvé  une* 
et  réciproquement;  et  si  l'on  considère  les  points  dans  lesquels  ctrs 
deux  lignes  se  coupent,  on  aura  deux  solutions,  c'cst-à  <)ire  (}ue 
fou  trouvera  deux  points  -rt^  tt',  cpii  seront  tels  que  l'ordonnée  z 
de  la  surfaee  sera  nulle  pour  l'une  et  pour  l'autre;  car  l'ordonnée 
du  jMint  n  est 

s     p'n  • —  pn  —  o, 
et  celle  du  point  7'  est 

s  =  —  p'n'  -h  pn  =■  o. 

Or  les  deux  points  ir'  sont  évidemment  les  sommets  des  angles 
diagonalement  opposés  d'nn  parallélogramme  dont  E  est  le  centre; 
donc  ils  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  E,  et,  de  part  et  d'autre, 
à  égales  distances  de  ce  point. 

En  opérant  de  la  même  manière  pour  tant  d'autres  droites  hk 
que  Ton  vouA«,  on  trouvera  autant  de  systèmes  de  points  t' 
pour  lesqiids  l'ordonnée  z  de  In  surface  sera  nulle,  et  le  lien  de 
tous  ces  points  sera  une  nouvelle  intersection  de  la  surface  par  le 
plan  des  ,r,  r.  Ce  lieu  est  une  courl>e  t'VE-r'//'  passant  |Ktr  le 
point  E,  (|ui  eu  est  le  centre,  et  par  les  points  v\  u'  que  détennine 
le  pied  P  de  la  pliis  t^rande  ordonnée  de  l't'tnt  initial  AMB,  et  il  se 
renouvelle  d  iint>  manière  opposée  dans  la  seconde  deini-|)«  t  in(lf' 
en  nV.'v  :  les  points  i'',  «'  sont  donc  deux  sommets  de  cette  «•imu  Ijc 
placés,  l'un  eu  dec:'«,  Tiuitre  au  delà  de  la  droite  et  à  éf^ales 
distanet'»  dt'  ccftf  droitf. 

U  suit  de  là  que  dans  le  commencement  cU-  ui  (iurt>e  de  la  viUra- 


lion,  et  pendant  tout  le  temps  lepicscnté  par  li«  ,  aucun  des  puints 
d«  la  corde  vil»ante  ne  parvient  à  l'axe  AB.  A  la  fin  du  temps  B»', 
la  figure  de  la  corde,  qui  est  la  section  faite  dans  la  surface  suivant 
la  droite  parallèle  à  AB,  ne  coupe  point  encore  la  droite  AB 
{fig.  %)t  mais  elle  la  touche  en  B  comme  AyuB:  ce  point  de  contact 
se  change  à  l'instant  en  un  point  d^intei'sectton  qui  se  meut  de  B 
vers  A;  sa  vitesse,  qui  commence  par  être  infinie,  décroît  rapide- 
ment jusqu'à  la  moitié  de  la  vibration ,  époque  à  laquelle  il  se  trouve 
en  B,  et  sa  vitesse  est  alors  un  minimum.  Il  continue  à  se  mouvoir 
vers  A,  où  il  parvient,  à  la  fin  dii  temps  exprime'  par  Ai»',  avec  une 
vitesse  qui,  après  avoir  crû  de  plus  en  plus  depuis  le  mininntm 
en  K,  est  enfin  redevenue  mfinie,  et  il  prend  pour  un  imtant  in(i> 
niment  petit  l'état  de  point  de  contact.  Alors  la  figure  de  la  corde, 
qui  est  la  section  faite  dans  la  surface  suivant  In  droite  v'b'  parallèle 
à  AU  i  fl'J.  r\,  cesse  de  couper  la  droite  Al)  i  liLi.  elle  la  touche 
en  A.  et  (It  vienf  Au'B  opposée  ii  A  «15.  K.iisuile  la  corde  n'a  plus 
attcuu  de  ics  poiiiLs  ii»U.M'in<  (liaires  Nur  la  droite  AB,  non-sculenutit 
pendant  la  durée  du  reste  de  la  vibration,  mais  encore  jusqu'à  la  liu 
du  temps  exprime  par  A//  7),  ou  elle  reprend  la  ligure  Au'B 
{Jîg-  qui  touche  en  A  la  droite  AB,  et  où  tout  ce  que  nom 
venons  de  dire  pour  la  première  dem*H-période  se  renouvelle  pour 
la  seconde,  mais  en  sens  contraire. 

XIX. 

(  Fig.  .lusqu'i(M  nous  avons  supposé  <|ue  la  corde  vibrante 
était  terminée  à  ses  deux  points  fixes  A,  R,  et,  dans  cette  hypo- 
thèse, nous  avons  vu,  i"  q»ie  toute  la  surface  qui  est  le  lieu  des 
différents  états  que  la  corde  |)rt  •nd  suceessivénient  est  lernutïce 
|>iU' les  deux  droites  AJ",  Bl)  piolon^ées  iiuleliniinetit  Su  citfr  do  )■ 
positifs,  c'est-à-dire  du  temps  lutiu';  -à"  (jne  ceUc  »urtaec  est 
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coni|)osée  de  demi-périodes  de  même  étendue  dans  le  sens  des 
dont  deax  consécutives  sont  opposées  entre  elles,  et  qui,  de  deun 
en  deux,  sont  égales  et  semblables.  Mais  il  peut  arriTer  que  la 
corde  AB  ne  soit  qu'une  partie  d'une  eorde  indéfinie  AB,  tendue 
d'une  manière  uniforme,  et  dont  les  seuk  jioints  A,  B,  gênés  par 
des  obstacles,  ne  puissent  prendre  de  niouvement:  dans  ce  cas,  si 
l'on  veut  reconnaître  I  ctat  de  la  corde  pour  tous  les  teni|>s  futurs, 
il  faut  construire  la  surfaee  dans  toute  l'étendue  où  l'on  peut  le 
filtre  d'après  Tétat  initial  et  connu  de  la  partie  AB  de  la  corde. 

Or,  i"  d'après  la  génération  de  In  stirfnre,  il  est  facile  de  recon- 
naître (pi  elle  est  composét'  des  dcnv  dciui-periodes  qui  se  succè- 
dent alternativement,  tant  dum  le  seiu»  tlc^  r  (^uf  dans  «-elui  det.  »', 
comme  on  le  vt»il  dans  la  fi^.  ().  où  nons  ;ivoiis  m;ir(|ii('  du  n"  !  les 
p.irtics  (lu  plan  des  r.  y  qui  corrt'sijundinl  au\  drini-pi  riodcr» 
I  jj|aU's  à  la  prcinièi  e,  et  du  li"  j.  les  parties  tic  ce  plan  qui  corres- 
pondent aux  demi -périodes  i^ales  à  la  seconde;  '2"  d'après  la 
eonstruction  par  points,  il  est  évident  que  si  par  les  points  A,  B 
rtn  mène  les  droites  A  A' A"...  et  BB'B''..  .  projections  de  deux 
caractéristiqaes  différentes,  on  ne  peut,  d'après  l'état  initial  AMB 
de  la  seule  partie  AB,  construire  de  nouvelles  portions  de  la  sur- 
face que  celles  qui  sont  en  avant  des  deux  caraetâistiques. 

Donc  la  surface  prolongée  indéfiniment  en  avant,  mais  terminér 
en  arrière  par  la  courbe  initiale  Al^lB,  et  par  les  deux  caractéris- 
tiques divergentes,  menées  en  avant  par  les  deux  points  A,  B, 
L'ontient  tous  les  états  par  les({nels  passe  successivement  la  corde 
indéfniie  lorsque  sa  partie  AB  a  ete  nnse  en  vibration. 

Ainsi  l'état  initial  de  la  corde  entière  ('-trint  -t>  AMHi''i,  après  l'in- 
tervalle d'une  dcmi-p('riode,  c  est-a-<lire  a  la  fin  de  la  ()reiiiière 
vibration,  la  coitle  aura  la  figure  rl 'A'.M'M'M'B'ti^/;  après  une 
période  entière,  c'est-à-<lire  à  la  lin  <lc  la  «n-contlc  vibration,  elle 
aura  la  figure  -lî'A'M"...  B"iiî>".  An  milieu  d'une  des  vibrations, 
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^le  sera,  comme  on  le  voit  en  UV,  composée  elle-même  de  pé- 
riodes semblables  et  égales  à  celle  qui  {fg.  G)  est  représentée 
par  A/kE;«'B. 

II  suit  de  là  que,  lorsqu'une  partie  AB  d'une  corde  indéfinie  a  été 
mise  en  vibraticm,  le  mouvement  se  propage  de  part  et  d'autre  des 
extrémités  A,  B,  avec  une  vitesse  telle,  qu'après  un  intervalle  de 
temps  égal  à  la  durée  d'un  nombre  quelconque  m  de  vibrations,  il 
a  parcouru,  de  part  et  d'autrci  un  espace  égal  à  m  fois  la  longueur 
AB  de  la  partie  mise  ai  mouvement;  mais,  pendant  chaque  vibra- 
tkm,  ce  mouvement  n'est  pas  uniforme,  il  est  intermittent,  comme 
nous  avons  vu,  dans  l'article  |>i-écédent,  que  l'était  celui  du  point 
d'intersection  de  la  corde  vibrante  avec  la  droite  Alî. 

Donc  si,  d'après  le  ton  qne  produit  In  [înrtic  vibrante  \\\  d«'  la 
cortle,  le  nombre  des  vibratiom  qu  elle  lait  setondt-  l'sl  /// ,  t  t  si 
l'on  nomme  A  la  lonj^neur  \M,  l'espncc  f(tie  l;i  \  il>ration  parcourra, 
de  |nirt  et  d  autre,  sur  la  corde  indelinie,  dans  une  seconde,  sera 
exprime  par  wA. 

XX. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  conséquences,  qui,  quoi- 
qu'elles soient  rigoureuses  lorsqu'on  ne  s'occupe  que  de  la  construi*- 
tion  de  l'équation  générale 

z  =  <l'     -t-  <uv)      'I  {y  —  ux), 

pourraient  induire  en  erreur  si  on  les  appliquait  sans  réserve  aux 
phénomènes  des  cordes  vibrantes.  Kn  effet,  cette  équation  n'ex- 
prime le  mouvement  de  la  corde  vibrante  que  dans  l'hypothèse  des 
excursions  inlininient  petites:  or,  dans  \i\  nature,  les  exctirsions, 
(]ii(>i(|ue  jx'n  f  onsidéra!>lps,  ne  sont  jamais  inliniment  petites;  car  le 
suiKju  c'lifS  produiraient  alors  serait  si  taihle,  qu'il  serait  imperrep- 
tibie  à  nos  sens.  Donc  les  <-uasc<|uences  que  I  on  tire  de  l'équation 
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précédente  ne  doivent  être  regardées  que  comme  approchées  par 
rapport  aux  pliénomènes  de  Taeoustique. 

XXI. 

Nous  terminerons  en  cJiservant  que  s'il  s  agissait  de  construire 
en  relief  la  surface  dont  ]*équation  est 

z  —       H-  or)  -f-  *     —  OJC), 

pour  des  conditions  analogues  à  celles  des  cordes  vibrantes,  et 
pour  un  était  initial  donné,  il  sera  très-commode  de  Texécuter  en 
plâtre,  et  de  la  ptmsser  comme  une  moulure  dont  le  profil  serait 
une  des  deux  caractéristiques  que  Von  ferait  mouvoir  le  long  de 

l'autre. 

Dans  ce  cas,  il  serait  encore  plus  simple  de  trexécuter  de  cette 
manière  que  la  seule  première  demi-période  de  la  surface,  d'en 
prendre  la  contre-épreuve,  ce  qui  produirait  la  seconde  denû-pé- 
riode;  de  tirer  ensuite  fie  charuiu"  fie  ces  demi-périodes  un  certain 
nombre  de  plâtres  qu'on  placi-rait  t'iifin  alternativement  les  uns  à 
côté  des  autres,  comme  il  est  liuliqué  dans  la  Jig.  <). 

C'est  ainsi  rjuc,  dès  la  preiiiitre  himu'c  de  l'iu  olt'  i\)l\ l»'('hni(|iie 
(  1 7<)  ")  ^ ,  jiouii  avons  fait  exécuter  en  rt  lit  f  (  citc  sur  latc,  en  .siippo- 
Siiiit  que  l'état  initial  IVit  composé  de  deux  «Iroiles  inégales  entre 
elles.  Ce  relief  existe  encore  dans  la  collection  de  l'École,  et  on 
peut  le  consulter  pour  étudier  la  surfiice  d'une  manière  plus  facile. 


RECHERCHES 

WH  LA 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  COURBES  i 
Par  m.  cf.  GAUSS 


I. 

DiaquintioDcs,  in  ijuilni»  de  direetionibu»  vAriarnm  rcctaram  in  epatio 
agilar,  plerunMjuead  niajiM|ien|iieuiutii  et  siaipliciiaiis  fasùgiuin  evehuolur, 

in  anxiliiim  vocaïulo  supcrficîom  sph.Tricain  radio  =  i  l  iita  contiiiiii  arbilra- 
rium  dmTiptam,  cujus  Mngula  piuicU  repr<E6cnUi\:  censebuutur  diFeclioiieb 
recmnini  raifiis  ad  illa  icrminatis  paralldanin.  Dnm  situa  omuitim  punctonim 
in  tpatio  pcr  trea  coordinataa  det«rmiiKiiui .  ]>nia  |>er  distanliai  a  tribus  planis 
fî\is  intcr  so  nurmalibus,  anic  oiniiia  considcrazida:  voniunt  dîrectioncs  axiuin 
h'is  plani$  nurinalium  :  piincta  superiicici  splLTricfl*.  qase  bas  din.-4:tiutics  repra> 
seniaut,  pcr  (i),  (2),  (3)  denotabimna;  mutua  igiiur  tiomm  diatantia  erit  qua> 
drans.  Ceteram  adum  direetioncs  versus  eas  paru»  aneptas  supponemua, 
versus  «pias  eoordinate  reapandentea  creacunt. 

II. 

Haud  inutile  erit,  quasdam  propositioDes»  qu»  in  bujusmodi  qiuestionibus 

usum  frefpieiUcm  oflorunt .  liir  iîi  ronspwHim  prf>dii<-»-nv 

1.  AnguluB  iutcrduas  rcctas  se  sécantes  nicnAuralur  pcr  anum  inier  punria , 
quK  in  superficie  spbwica  illaniin  directionibus  respondeat. 


*'  l>i]i;N4ii//on<'j  genfialei  ciicà  mperficirs  cuivai.  Cv  Mrmoirr  n  <i(!  prc<k«ntc  »  la  Sixipti  ro>alc4c 
Gottiii(pM  l«  8  octobre  tir},  «t  imprini  daak  la  tum  VI  det  Vtnmentttimtct  memiorti,  ga  ïltmnnt 
ici  comiM  un*  MrlB  da  ceB|ilén«it  k  Vvmtgt  é»  Menget  bmi*  a«OM  cm  4cvoit  nmn  en  tenir  au 
in»  latin,  doat  «MM  ttadoctimi  n'aatail  f»  qu'altffvr  l'cU^ee. 
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S.  Situs  cujiulibet  pUnî  repniMenuri  potest  per  circolum  masimum  in 
superficie  aphamca,  cnjn»  plumm  îlU  e«t  panllelum. 

•t.  Angulus  inter  duo  plana  agqualis  m  angulo  splupi-iro  iiuer  ciirulos 
inaxiinos  ill.i  iTpr.T<!rTitantf5 .  i  t  prnin  otiam  por  arrum  iiitrr  hfinim  rtrni- 
lorum  maximorum  polos  iiucrccpiuui  mcnsuratur.  Et  jktïimIi;  indinatio  reclH; 
ad  pknammetiiiirtciir  per  arcum ,  a  puncto .  quod  rt'spondet  direcUoni  nwi». 
ad  riwuliim  nuximuin,  qui  plani  Mtum  repnetentaii  norpialîter  ductum. 

4.  Di'iiotantibus      j^^       af^  j\  a'  eoordinaua  duorum  punctorutn, 

;■,  «'oruiiilciii  disf.mtiam  .  afrjni-  L  punoluni,  qiioJ  în  superficie  sphxrica  re- 
praseutat  directioncm  reçue  a  puucto  priori  ad  po«teriu$  ducue«  erit 

:r' =  x  -h   cot  (i)  L , 

c'  B  s  +  r  ce»  (3)  L. 

5.  Htnc  facile  sequitnr,  baberi  goieraliter 

cos  (i)  I'"  -1-  '  OS  {'■>)  L'  —  cos  (3)  1^'  =  I. 
nec  non ,  daiotante  L' qaodcanqae  aliud  punciam  «uperliciei  sphanice ,  esse 

CM  (i)  L.cM  (i)  L'  4"  CM  (a)  L.CM  (s)    H-  cos  (3)  L.cM  (3)  L'  =  cos  W. 

0.  TuEoncMA.  DenotatiUbus  L,  L',  L',  L"  quatuor  piinc(a  tn  supeijicw 
tphearcst  aiguë  A  ang^um,  quem  mvom  U,\  ï/L"  m  jnmeto  eoneuruts  sut 
fonmmtf  «rit 

wUf.tùàVV- cos LL". cmL'L» ^  sinU/. amL*Lr«» A. 

Demonstrttia,  Deaotet  ittiera  A  iniuper  punctom  concursus  ipsum ,  staiiia- 
tiuque 

AL:==t.  AL's=«%  AL*»l^  AL-=«* 
Uabemus  itaquc 

cos  LL"  =  009 1  cos  t'  Ant  ain  t"  cos  A , 
cosL'L"'=r  COS('C06{'"+  slnï'sin<'"cos  A, 
COsLL*"  =  co«  «  cos  f  -h  sin  t  sin  «'''  cos  A , 
CM L'L"  tas  CM  c'coi    +  «in  <'«in  <"  cos  Aj 
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(il  pi«iri 

coslA.'  .  vos  l.  i.'      COS.  I.I.  ".  (  osL'J. 

.1     cost  co&t"  sint' iiut"  1 

^  M»  A  (cot  (  tin  i' — no  <  cos  t')  (coi  t'àn    ^  sin  r"  nn  t'*) 
=  «M  A .  lin  ((' — i) .  tin  **) 
s  co»  A .  sin  LL'.  sin  Ifif. 

C«leruin  quiun  îiidv  a  puiicio  A  biui  rami  uiriusque  dreuli  maxiiiii  pmiîri- 
scantui-,  duo  quidem  ibi  angoli  fennantur,  qaonim  «Itcr  alterii»  comple- 
meiilunt  ad  iBii**:  ted  «Itljlb  WMn  nOMtnt,  ro»  ramos  adopiaiidos  i  sm', 
f|iioruiii  din'clion<?s  ciim  scTisu  progrcssîonis  a  piinrin  K  nd  î.'.  iM  a  piinrto  I," 
jii  L"  (ttiiM'iuiuiU  :  quibus  iululleclis  simul  palel,  (|Uuni  cimili  maxinii  diiolius 
INiiiolis  connu mint,  arintxarium  este  atrntn  rlîgatur.  Loco  an^li  A  etiam 
.iK  iis  iiiii-r  jMilos  circutorum  maxiiaorum .  iinunini  patte»  auqt  arcin  LL', 

.  nJliîïif'ri  pntcs!  :  uianifcslo  auti'ui  polos  lalrs  a»'(i|)fn-  fijmrici  .  (jiii  tr- 
»pfC(u  hoi  uiu  aix:uiit)i  «iiuililiT  jact  ul,  pula  vel  ulcixjue  polus  ad  dexiram 
jaoen»^  dttm  a  L  versu»  U  aupie  ab  l"  vernis  L*  procedimut ,  vel  uierqne  ad 
Ixvam. 

7.  Sinl  L,  I/,  l/tri«  {Miiicta  în  supcrfirieaidHPnca,  siatuaimitquc,  bmvitaû» 
rauM. 


cos 1 1 ) L 

—  .r  . 

cos  (a)  1,  =  >  . 

.os  (3)1.  ■- 

rf>s(i)L' 

^  .r  , 

ro*  (a)  i;  =  y. 

<os  {^)  i;  = 

cos(i)  L 

CO»  (a)  L"  =y', 

co»(3)L''  =  «*, 

nec  non 

xy*"  -f-         -I-  ryz'  —  X)' V  ^x'jrz"'^  x'y'z  ^  A. 

Deaiguei  i  polum  circiili  maximi,  cujat  para  est  arcm  LL',  cl  quidem  «um, 
qui  re^tectu  huju»  arcos  •imlliu'r  Ja<«t,  ac  punctum  (i)  mpeclu  amit  (a)  (3). 
Tnnc  eri« ,  pi  iheoH>iiuie  prmedante, 

yz'  —y*z  ss  coa(i)  ^  ■  ain  (a)  (3) .  sîn  IX', 

siw.  pioptiT  (a)  (3)  =  90', 

y  t'  — yt  =cos(i)À  .  »in  iJ/, 
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«t  perinde 

zai z'x—  cos  (2)  X  .  siii  LL', 
X/'  —  3i!y  =  co»  (3)  X .  sin  LL'. 

Mu]tiplîcandD  liftf  «quatiom's  n-sp.  per  .r",  etaddendo,  obtitiemuB 

adjumento  theorenutti»  ivttiidi  in  5  prolaû 

A  s  cwft  W^.  rin  LL'. 

Jam  tret  caios  sunt  distinguendt.  Primo,  qnotiei  jacet  in  eodem  drcolo 
maximocujus  pars  vsx  arcus  LL',  crii  XL''=  90",  aideoqœ  As  o.  Qnolics  ver<> 

L"  jacct  o\tr.i  riroulmu  iliutii  maxiiinuii.  .idi^rlt  ra-în^  ^ecundif ,  si  t-si  ab 
oadcm  parte,  a  qua  est  X}  tertius,  si  ab  opposiu  :  in  bis  casibus,  puncta 
L,  L',  L"  formalnmt  trîanguliim  sphsericuoi,  et  quidcoi  jaccbunt  in  casu 
Mwundo  eodem  ordine  quo  pnncU  (i),  (a),  in  ca^n  tertio  vero  ordioe  opp»» 
sito.  DenoUndo  angulos  îllius  trianguli  siinpliciicr  pr-r  L,  L',  L",  aiquc  perpen- 
iliciilum  în  superfirit*  spb.rrira  a  puncto  L*  ad  In  tus  LL'  tluctum  jx-r  /»,  v.r\t 
-in  p  =  sin  L .  sin  LL"  =  sin  L'.  stu  L'L",  alquc  À 1.'  =  90"  p ,  valcnie  signo 
superiorî  pro  casu  secundo  >  inferioro  pro  tertio.  Hinc  itaque  coUiginnis 

:t:i^=siuL.ainLL'.  sinLL''=sii)L'.sinLL'.  sinL'L  =  $inL".8iuLL''.siuL'L'. 

Celcrum  nnniCcsto  c.isiis  ptinitB  îri  srcundo  vcl  lorlio  coinpn^hfndi  censi-ri 
potrst,  uulloquc  negotio  pen>picilur,  dzA  c\hil)crc  scxtuplum  soiiditalis  py- 
ratnidis  ioterpuncu  L,  L',  L"  atque  ceotnim  spluerae  forioatx.  Dcnique  hinc 
racillime  coUigitnr,  eandem  exprassionem  d:-;  A  genenlitier  exprimere  lolî- 
diiaii-ni  cujusvis  pynmidb  înler  initium  coordinataruni  :it(|iic  pundA  quorum 
coordinatte  sunl  x\  j't      x',  jr"»  *"  conicntaî. 

m. 

buperiicics  curva  apud  punclum  A  iu  ipsa  silum  curvatura  continua  gau- 
dere  dicitur,  si  directiones  omnitun  rectarum  ab  A  oninia  puncta  supcr- 
ûciei  ab  A  iofimie  parum  distantia  dueunim  infinitie  parum  ab  iino  eodnnqtte 

piano  pcr  A  transticnic  detlortuniur  :  hoc  planum  supcrûciem  curvam  in 
puncto  A  tanière  dicilur.  Quodsi  huic  condition!  in  aliquo  puncto  satisficri 
iicquil,  coulinuilas  curvaluitc  hic  inlcri-umpitur,  uli  c.  g.  cvcnit  in  cuspidc 
cooi.  Oisqiiisitiones  praeMutes  ad  talet  auper&ies  curvat,  vd  ad  lalet  super> 
fii-ic-i  parte»,  mtringi-ntur,  in  qwbua  coniînuitaa  corvataiw  noUil»  inteirunH 
pîtur.  Hic  untommodo  obaervamaa,  metbodm>  que  poaîtioni  plani  tangentit 
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(letemiiiuiuiae  ituerTiant,  pro  punclit  nnigiilaribiu,  in  qnibiu  continititM 
curvalunB  internimpitur,  vim  «um  perderct  et  ad  indetenmnata  perdncere 
ddtere. 

IV. 

Sîtos  plani  tangeiitis  rommodissimc  c  MM  recUB  ipsi  in  puncto  A  nomulM 
«•ognoscilur,  qu.r  cliani  i(>^i  stij»  rlirii-i  curvrp  normalis  dicitur.  DiitH  tionem 
bujus  normalis  per  puuclum  L  iu  su^wrlicic  sphaerae  auxiliaris  rcprœ»fiila- 
bimiu,  atquc  statuemos 

cos(i)L  =  X,   OM(a)L  =  Y,   cos(3)L  =  Z; 

cOorditiaia.s  puncii  A  per  X,      z  dcnotaraua.  Sini  p)rro  x  +  ttx^  y  +  tfy, 

Z  -h  th  (Dor'iliti.tt.i-  aliiis  puiirti  in  siipt-rlicic  ctirvn  V  :  c/v  ipsiiis  dist.intia  iii- 
Biiite  parva  ab  A  ^  dcuiquc  A  puiicliun  superticifi  spha.'riac  n'pnocntans  diix-- 
ctionem  elementi  AA'.  Erit  iuque 

dx  =  ds  .cos{i)'ky    dy  =  (ls  .  cos  (a)  X ,    rf«  =  ri!î  .  cos  (3)  X , 

et,  qaum  esse  debeat  XLs=  90**, 

X  €M  (  1)  1  +  T  cm  (a)  31  +  Z  CM  ^)  >  B  o. 

Rl  combiuaiioue  baruin  ;i;4|uaiionuin  di*rivatnus 

\dx  4-  ')Ldf  +  Zdz  s=s  o. 

Du»  habentur  methodi  générales  ad  exhibendam  indokm  superficiei  curvae. 

Melbodus  prima  ulitur  a'quatii>ii<'  inler  coordiiialas  x.  y,  z  .  quam  rcductam 
esse  supponemus  ad  fonnam  W  =  o,  ubi  VV  eril  functio  iudetcrminatarum 
X,/,  «.  Sit  diflercmiale  completum  (bnctitmis  W, 

<i  W  =  Vdx  •+■  qdy  ■+■  Rdz  j 

eriupie  in  superfidei  carva 

P«ir  +  Q<^  +  Bi/s  s  o , 

etproin 

P  ros  (i)  X -H  Q  eoa  (a)  X  4- R  CM  (3)  X  s  o. 

Quum  haec  .liquaiio^  période  ut  ea  qnam  &upra  stabiliviinus,  valere  dcbeat  pro 
directionilHU  omnium  elemeniorum  ds  in  aaperficie  cnrva,  facile  perspi- 
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«iemu»  X ,  Y,  Z  proportioiules  esse  debere  ip«is  P,  R,  et  proin,  quam 
fut  XX    YY +ZZ  =  I,  erit  vi-t 

vPP-i-QQ-i-iOl*        vPP-hQQ-i-aR*  Vw+^ÎQ+R»' 


V  PP QQ -t- nn  v'pp-+-Qy-+-HK  vi'i-*-QQ  +  RK 

Motliodiis  st-vnnda  sisiii  rooidiiialrt'i  iti  form  i  fmn  (ioiuini  dnanuii  variabi- 
Ituiu      ^.  Sup|M>iiainu«  piT  dififreuualionftn  haium  funrliooura  pixxlire 

êf  =z  hdp  +  Ud*i, 
dz  =  câp  ■+-  c'dl^  t 

i|uihu!>  valoril)u>  in  liiriniil;i  siipra  (iaia  sul>sliiiili.s .  fthliiiciiiiis 

(«X  +     +  cZ)     -t-  (a'X  -i-  i'V  +  c'Z)  <^  s  o. 

Quum  b«c;  seqwatîo  locum  habere  debeat  îndepmdmier  a  valonba$  dîOereii'- 
tUiiuin  dp,  d^t  manifecU»  csie  df^bebii 

rtX -l-iY-hcZ^o,    «'X-»-W-i-c'Z  =  o! 

uiidc  t'olligitnus  X,  V.     pi'o|K>i'ti<iiiâl< >  t'a^t*  delx  ii'  i|uaiiiiiatihiis 
bc'  —  cV,    ca'  —  ac\    ah'  —  ba'. 
StAtneiido  ilaqiie,  brevîtitis  caiiM, 


eril  >pl 


A  A  A 

_,      ré'  — Ac'     V      ae'  —  ca'      «  btt'—ab' 


d  A  A 

Hia  duftbas  mnihodis  generalibus  acmlil  terlia,  ubi  un«  roonliualarum . 


f>.  f .  «  exhibetur  in  forma  functionis  retiquaram  x, /  :  hec  mcihoduc  num- 
iVsto  iiihil  «liad  est,  nisi  ca«us  «pedaHs  vd  methodi  primie,  vel  soniiida'. 
Quodsi  hic  «tatnùur 

ml  *ej 

I 

V. 

Dut  =iilutiit!U's  iii  ailirulo  |>t*^>ri  ilrii;,'  im  cTii:"  rn-inifesio  ad  puiii  la  .su|H.'rfic'u*i 
$ph.:rrictT  opposiu,  sive  addiiectioiiesoppusiu:,  lutcruntur)  quod  ciuu  m  natura 
qnadnt,  qunni  normalem  ad  tttramvi.'^  pl.igam  supcrGcieî  curvae  duœrc  liccal. 
Quodsi  duas  plagn»,  soperficlei  contignas,  inter  se  distinguerez  alteraiiK|oi! 

«•sti^riorcm  alieraiu  intcrinrcni  vocart*  plarft.  riiani  utri(|iio  iionn.'ili  «uniii  sulu- 
iloncni  rite  irihiieit;  licebil  adjuinonlo  ilic(ircinati$  in  art.  II  (7)  cvoliui .  ^imij 
aujuc  critérium  stabilitum  est  ad  plagaui  altcram  ab  altcra  dùtiuguoudam. 

In  methodo  fnm»  talc  crîtcriam  petcndum  erit  a  signo  valoria  quan- 
liiati*  W.  Scilirct  gpneralilcr  loqucndo  superficies  curva  ras  spaiii  partes,  m 
quibus  W  valorem  |H>siuvum  filiiinct .  ftb  iis  dirimct .  îti '[«ihus  \  nlnr  ijisin- \V 
fit  iicgalivus.  F.  dioorcmatc  illo  vcro  facile  colligilur,  si  W  \al(ircin  pusîtnniu 
obtineat  versiu  plagain  exteriorcm,  normalisque  extronum  ducu  concipiatiir, 
solutifloem  priorem  adopiandam  ewe.  Cclcrum  in  quovts  casu  facile  dijudica- 
bitur.  utmin  p«T  M5]i<>rfi(  i< m  inU'grani  cadein  rccriila  n-spcctti  >\<:;m  ipsiu»  W 
>aleai.  an  pi'odi\crsis  parlibus diversa;  ;  <jiuundiu  «.«x'Kicientcs  P,  R  valon  s 
ûnitus  habcttt,  nec  nmul  omnes  très  evanescunl,  lex  continuiutis  vicissitu- 
dînem  votabit. 

Si  methodum  secundam  soquimurf  in  saperfida  cnm.duo  sjstemau  linea- 

nim  curvarum  conrîjMrr  pfissinnus  -.  altorum  ,  pro  epio  ff  est  vnriabilis . 
4^  coiutans:  alioruni,  pru  quo  ç  variabili»,  f>  conMans  ;  situs  inuiuus  barum 
linesmin  rcspenu  plage  exterioris decidere  débet,  utram  solutimieiB  adopiare 
oporteat.  Scilicet  t{uoties  ires  lîn«K,  pata  ramus  linea  priiwis  systematis  a 

pnnrto  A  pmliciMjcns  crcsrcnte  fi .  ramn?  po<itr»rioris  svstematls  a  pnncfo  A 
i;grcdicj)s  crescente  ^,  atque  nonnalis  vertus  plagam  exieriorem  ducta  simUiier 


^  I  -4-  rr  «M 
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jacenl ,  ut,  iode  ab origine  abaoicMrum ,  ânes  ipMrum  x,  y,  x  resp.  (e.  g.*  si 
tum  e  trilnM  lînûl  îllilt  tum  e  Uibus  liis,  ]>iiina  sinistixtrsuiu,  sLiunda  clex- 
irorsum  ,  tcriîa  sursum  dii-f-rta  roiiripi  polest),  solutio  piim;?  adopliri  tl<>h<>i  : 
quotics  aiiituu  situs  mutuus  triani  linearum  priorum  opposilus  csl  situi  inutao 
aximn  ipsarum  x,  j ,  z,  solutio  tecnuda  valdût. 

In  mctkodo  tcrtia  di»pîriendiim  «t,  mmtn ,  dmn  t  incTcinentuiii  poniivum 
accîpit,  manentibus  x  cl  j  invarialis .  Iraiisiuis  fiai  versus  plagam  exifrion-m 
nn  inti-iioreni.  In  rasu  priori,  pro  oonnaU  extrorsum  dim-ia,  soiulio  prima 
vairt ,  in  poslcriuri  acciuida. 

VL 

Sicuti ,  per  iramlaUim  dîrectîonein  norauli»  m  (npcrficiem  carvam  ad  »uper> 

(idem  .spha^nt* ,  ruivis  puncto  dcirmiinato  prioria  siiperBciei  reapondet  pun- 
clnin  (IfiiMiiinaïunx  in  posteriori,  ita  eliam  qiia'vis  lînca ,  vfl  (jua'vîs  (îgura  in 
tila  repnescuiabiiur  per  Uiieam  vel  ilguraiu  corresponde» lem  iu  hac.  In  compa- 
ratione  dnurum  Gguraram  boc  modo  «bi  muino  correspoudentiuinf  quaram 
altéra  qaaai  imago  alterioa  erit^  duo  momeata  aunt  reapidenda  :  akenrai ,  qua- 
(eiius  sola  quaniitas  consideratur-,  altenini,  «piairnaa  abstrahendo  a  rdia- 
liunibus  quautilalivis  suluni  sitiini  contemplamur. 

Momcnlum  primum  basis  crit  (|uaruudain  uotiuuum,  quas  in  doclrinam  dL- 
anperficidnu  ciirvia  recipere  utile  videtur.  Scilicet  cuilOset  parti  auperficiei 
cttrvaelimitiliuidBlermînaiis  '  incUT  curmtumm  loialcm  scu  iniegram  titCTV' 
bimns.  qtiîP  \h'v  atram  figura;  illi  in  stipcrficie  .splia*rica  rr&pondrnlfni  cvpri- 
meiur.  Âb  bac  curvalura  iulegra  probe  disiiugueuda  v»t  curvaiura  quasi  spei-i- 
flca,  quam  noa  mensttrttttn  aavatunB  vocabinida  :  1i»c  posierior  ad  pmetum 
superficiei  refertur^  ctdenotabil  quotienlemqtii  oritur,  dam  curvalura  intégra 
eleinenlî  superGcîalis  punrto  adjarcntis  per  aream  ipsius  élément!  'lividilur,  ei 
proin  iudicat  ralioncm  areanim  infinité  parvanun  in  supcriirîe  curva  et  in 
superficie  spktuica  Mbi  muiuo  rcspundeiiliuiu.  L'iilitas  harum  iuuovatiouum 
per  ea,qii»  in  poatenimanobis  explicabnniur,  abonde,  otaperamiu,  aandetur. 
Quod  vero  aiiinct  ad  lerminologiatu,  imprimis  pro^idcodum  CMC  dnxionu, 
ut  omnis  ambiguiias  artealur,  quapropiei  li  iml  r  oHgnnim  pntavimns.  anal»»- 
giam  lenmuologia!  iu  doctrina  de  lincis  curvis  planis  vuJgo  receptam  (elsi  non 
«mmbiu  probaum)  atricte  sequi ,  secundum  quant  meniura  curvatune  aimpli- 
cttvr  andirc  debuisset  c-urvatura,  curvatora  intégra  auiem  amplittido.  Sed 

quidni  in  verbis  i'ai  ilcs  esse  liceret ,  dlimmodo  ret  non  aint  înanetf  uequedictio 
ititcrpretaiioui  errouete  obuoxiaî' 
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*Siia»  figocflc  itt  iuperficie  •pherica  vcl  similis  «sse  potett  silui  figan:  re» 

î-pondemis  in  superficie  cun  a ,  vt  l  opp>siius  (iaversiis):  casus  pi  ioi  loeom 
h  ilii  î.  (iht  hin.i-  liiK-a*  in  superfuio  «  un  i  d»  lodeiii  puiiclu  (tini  tioniluis  iii.i'- 
qualibu»,  s«'d  non  oppo»itis,  pi'ofîciscentcsrrpra^âentanturiusupcrficit.'  «plueiita 
pcr  lineas  similiter  jacentest  put»  ubi  ima^  liuese  ad  dexiram  jacentis  ipsa  est 
iid  dexCram;  easns  postvriur,  ubî  contrariitm  valet.  Hos  duos  casus  per  agnum 
inensune  rimattinr  m  I  j>r.sni\um  vol  nt  galivum  ili!>lingiicmus.  Scd  in.inifr>l<> 
llicr  dislinriio  catcnus  lantiiin  loriuii  halii-rr  ]k>U-»1  ,  quaicnus  in  iitrai|u<-  su- 
per6cii>  piagam  (lelcrtuinauju  clijjimuâ,  iu  c^ua  ûgura  coucipi  dt-Lct.  In  splut'ra 
«uxiliari  aemper  piagam  exteriorem ,  a  ceniru  aversam^  adbibcbimus  :  in  »u- 
porfinc  curva  otiaiii  plaga  cxlcrior,  »ivo  quz  tamqnaiu  cMcrior  considenillir, 
adoplari  poU'sl ,  vt'l  poiiiis  plaga  cadcni ,  a  f]iia  nftrin.tlis  cm  ia  conoipiinr; 
niau)f{.'»u>  citim  icsj>ec(u  «iuiitiludini:»  ilgurariini  iiihil  uiiitatur,  si  ia  Miperiiric 
curva  tum  figura  ad  piagam  npposiiam  traosfeiturf  tni»  nomalia,  dummodo 
ipsitts  imago  sempcr  in  i-adi-in  pJa^  sup<-r(i<  ici  sphirric»  dcpiiigatur. 

Signutn  posïtivum  v<-I  ncLjativtim  .  fjntid  jnu  situ  fij^nr»;  infinité  parv.T  nu-n- 
suia:  cur^atunc  adâcribiinu»,  cliaw  ad  ciii>»iiiiain  iulcgrain  iîgune  iiniue  in 
superficie  eurva  exten^mus.  Attamen  si  argumcMum  omni  gcneralicaie  «ai« 
plccd  suscipimuSf  quidam  dilucidatîones  rcquimnliir,  ipias  hîc  brevîlcr  taii- 
tiun  atliii^rmiis.  Quaindiii  fit;iira  in  sup-rficit.'  curva  ila  rornjiarala  rst ,  u( 
sint;ulis  piinrii^  inira  ip»ain  punria  ilii'crsa  in  supcrGric  spli.'rrir.i  rcspon- 
dvjitt,  dftinitio  uitcriuri  explicaliune  uun  indigel.  Quolics  aulciu  cuuditiu  isU 
locum  non  babetf  neccsae  erit,  qnasdam  partes  figune  în  superficie  spluerica 
bis  vel  phirit's  in  cumputum  diicerr,  undr.  pro  situ  simili  vd  Oppttsilo .  vel 
aocnintilalio  vol  dcstrurtio  nriri  jwttTit  Simplii  issinmm  orit  in  tali  <  ;i>i»i  . 
figuram  iu  superlicie  curva  in  parles  taies  divisant  <.oni'ipi!i-t>,  qute  singiilx  pet 
se  specialK  condilioni  011  saiisfaciant,  singulis  tribuere  cnrvatnram  suam  in- 
tcgram,  quaiitîtate  per  aream  figura  in  superficie  spluerica  respondentïs,  signo 
p-rsitiiin  (Ii'K  t  iiiiiiriti". ,  ac  fli'tiifpic  fÎ£;tira'  toli  adscribcri' riirv  atm-ain  iiitegiam 
ortiini  per  ad<litioncm  curvaturarum  itilcgrarum,  tjua:  singuli»  partibus  it^ 
pondent.  Gencralitcr  iuc|ue  cunaiura  iiili-gra  lîguracesl  s /A//?,  dcnotanierfe 
clomentum  arear  figure,  Jt  mensuram  cnrvaturae  i»  quovia  puncto.  Quod  vero 
attioetad  reprxscntationem  giMmctricam  bujits  inirgralis,  pnerîpiia  bnjus  n  i 
tiH'tnoriia  ad  sifpienlia  rod'-imt  l*iMipli(  fiînira?  in  snju-riiric  <  nrva 
rcstric  titinc  an.  III)  sciiipcrirspondcbil  in  superUcic spUxrira  linca  in  se  ipsam 
rcdieiis.  Qu<t  »i  se  ipsam  nullibi  interserat,  totam  superikiem  sphan-icam  in 
dua»  partes  dirimcti  quaniin  altéra  respundcbit  figuiv  in  aup<'r<ieie  (  urva,  et 
cnju»  area^  positive  vel  négative  accipicnda.  prout  respect»  periplieri»  sme 
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■imiliter  jaeet  nt  figura  in  âuperficie  curva  napectu  aua,  vel  inverse, ckhibrbii 
postcrions  curvaturam  iiiicgram.  Quotics  vcro  linr>a  îMa  se  ipism  aemel  vol 

|)Iurivs  serai,  t>xhib<>bit  (îs^iirarn  ronipli'  .Tt.im .  rm  inmen  area  «Trta  T(pic  l<"|»i- 
lime  u  ihui  polcsi ,  ac  liguris  abscjuc  nudi« ,  tuvcquc  arca ,  rile  intellecta ,  semper 
valorem  juttniD  carvatuiw  integnc  exiûbebit.  Attanca  uberiorem  huju»  at|:ti- 
menti  de  figuris  gcneralisaime  concepiis  expoiitîonem  ad  aliam  occanonem 
nobia  reaervare  debemut. 

vn. 

Invntigt'mus  jam  fomulam  ad  cxprimendain  mentaram  curvatnnî  pro 
(|uuvi>  puticto  Kii|M;rlîdei  curvs.  Dcnotante  da  an-ain  «'Icmenti  btijua  super- 

licii'i ,  'Ailt  «Til  aroa  pr«ij»'*'tii>nis  huiiis  cIciHciiii  iii  plantini  fonnliniUrtruni 
J',j  y  cl  |>erind»',  si  t'sl  aira  clcim'iili  rcspondeiitis  iii  sujioilicit'  .spha-rica  , 
erit  ZdZ  aira  projcctionis  ad  idem  planum  :  signutn  posiiivum  vel  negativum 
ipsiua  Z  vero  indicabit  aîium  pn>j«><!iionia  «milein  vel  oppoiilum'titui  démenti 
pmjrrti  :  tnanife>s(o  ilnquc  ill:i<  prnjccliuiii's  fandcm  ralioiicai  quoad  qiiniiii- 
taU'tn  ,  sitiiulquo  eandoui  idaliouciu  quoad  situin  .  inlcr  so  li-iK-iil,  ut  eleiiienta 
ip&a.  Cou$idcrumu&  jaia  clumculutu  iriangularc  iu  superiicic  curva  »  suppoua- 
miiaqoe  eoordinaiM  trium  pimctoram ,  qua:  fonnant  ipsina  projectionem ,  eue 

Duplex  area  huju»  irianguli  expnmeiur  per  formulam 

dx .  9y  —  dy  .  dx, 

et  quidciii  in  forma  pnsiiiva  v«;l  uegaliva,  praut  silU-H  latcrîs  a  puiiclu  primo  ad 
tertîum  reapectu  laleris  a  poneto  primo  ad  aecundam  aîmilîs,  vel  o[)(>osliua  eal 
situi  axia  coordinatariun  y  reapectu  axis  eobrdinaianun  ac. 

Pcriiido  si  •■ooitlimirt'  trituii  puucioruin.  qurn  fonnntit  pmjectionom  elemeati 
respoudeuU«  iu  superiicic  spbmrica,  a  cealro  spbosrx  inclioaue,  »uui 

X.  Y, 

X  ^  (JX  .    Y  ^  sY. 
Duplex  area  liujus  projeclioiiis  oxprimetur  per 


d«  cujui  rxpreMÎonû  iigDO  eadem  vftient  que  rapra.  Qnodrca  mensun  inir- 
vatanc  tn  hoc  loro  saperficid  cnrv«  «rit 

Quodsi  jam  hupponimus,  îndolem  mipprfieieî  cnrw  daUm  «ne  «in-undnm 
modum  tortium  în  art.  IV  lonsideratum,  habelmntiir  X  et  Y  in  forma  fun- 
ctionum  qnantitatnm         onde  erii 


if)'- 

SubatilntM  his  valoribns,  expreuio  procedeni  transît  in  hanc, 
Siatoendo  ut  »npra 

=  = 


aU|Ut:  iiisupc-r 


SI»C 

liabemub  ex  formulis  «upra  datis 

Xsa—fZ,   T=s— aZ,   (i -|-tr-Hatt)ZZ=:i, 

atque  hîiic, 

#/Xs— Zdir  --tdZy 


1 

65. 


—  5i6  — 

ttZ  =:  —  Z*  {t^t  -h  ttiiu)  , 

rfX  =  —  Z*  (i  -t-  m)fh  H-  Z*tiuitt^ 

rfY  =  -  Z'fttdt  -  Z»(i  +  tt)da , 

adooque 

^  =  Zl*«T-(.-H«)U], 
^  =  Z'[riiU-(n-tt)V.I, 
quibos  valoribuc  in  eipreMionepraBcedeDte  subsdtutiif  prodii 
A^iZ'Cn'— U(J)(i-i-M-»-wi)  =  Z'(TV-L  l!)^  _n 

vm. 

Per  îdoneaiu  elcrtioncm  iniiii  et  a\iiim  «xiordinaurum  tariie  elUri  poti-st,  ut 
pn>  pitncu»  detertdiluto  A  Yaloiea  qaintîutum  t,  «,  U  evuietcanl.  ScilicM 
du»  priores  conditioDw  jam  «timpUiitiir,  «  pUnam  Ungens  in  boc  puncu» 

pro  piano  coordiiiataruni  x,  y  .ifl'iptitnr.  Qtuinuii  initînm  si  insiip>  r  in 
puucto  A  ipso  collocaïur,  laauifcsio  cxpi-cssio  coordinaUirum  :  adipiM'ilur 
forrauii  utcn 

»  =  i  T'arr  +  U*jry  +  i  V  "  >  >  h-  SI . 

ubi  SI  ont  onlinis  altioris  quain  secundi.  Muuudo  deiu  sitiun  axium  ipsai  uiu 
X,  y  aiigiilo  M  uli ,  ut  haBeatiir 

alJ* 

uugaM  = 

facile  penpteitur,  prodituram  esse  aeqnationem  hajiu  ferme 

fjuo  ps(  tf»oliam  tt-rfi.-»"  roti  liti'iiii  satisfartiiiii  est.  Quthns  u.i  fattii.  p.iici  : 
{.  Si  «uperiicies  curva  ïcroiur  piano  ipsi  nonuali  et  pcr  axcm  coordina- 


laruiii  »■  lraiis<niiiir  .  m  il  i  mrvain  pl.iiiim.  nijus  radius  riii\ ;iUii  .i~  in  juiiKin  A 
fiai  =  ^  ,  iiigiio  posilivo  vfl  iict;ativo  iiidicantc  roiu-avitatcin  vcl  coiivcxitaU'ni 
versus  pUgam  eani,  versus  qaain  coordiuaue  2,  suot  positiva;. 

S.  Smili  modo  ^  erit  în  jmncto  A  radius  cnrvaluRC  canne  ptuiae,  quae  oritur 
per  secUonem  supcrfiàei  cume  cum  piano  pcr  ixe»  ipuruiu  yt  z  irtiuninte. 

3.  Stitueado  x  =  rcosf ,  r ^''ùnf,  fit 

z  —  ~  (Tcos|'      V  siny')  rr  -H  ft, 

uimIc  colHgilur,  si  sectio  fi.Tf  jmt  pl.iiium  sii|i<  i(li  ici  in  A  norinair  l't  fUrn  axt- 
ip»aruni  .r  atiguluiuf  oificicu»,  oriri  cur>ain  plauani,  cujus  radias  curvalunr 
in  puuclo  A  sit 

\.  Oumii  s  itaque  habclur  T  =  V,  radii  riirvatuinf?  in  cunctis  plaiiis  iiorma- 
libui  .Tfjuale*  Cl  iint.  Si  vi  io  T  i;i  V  »unt  infrqvi;iUs ,  manif(>sluni  r.sl,  quum 
Tœsf*  +  Vsiup^  pro  quovis  valore  auguti  0  cadat  iulra  T  et  \,  radios 
curratui»  in  KcUonilnis  principalilms,  in  I  et 2  considérât)*,  rcfcrri  «d  cur- 
vAturas  extremas,  pula  allLTum  ad  curvalunillL  mtiîinriin ,  alteram  ad  niini- 
niaiii  .  !ii  T  et  V  cwlom  sljjiin  afTcci.c  ••irit  :  fruitra  .iliciiim  n'I  Tn.i\rni.ini 
couvexilatcm,  allcrum  ad  maximam  concavitatem,  si  T  et  \  sîguis  op|)ositis 
gandeant.  Ee  oonduaiooes  onmîa  fiere  cootineat  qtue  iU.  Etiler  de  cnrvatura 
•aperfideitun  eurvarum  primat  docuit. 

K.  MenniTa  curvatans  tnperficiei  carv«  in  puncto  A  antem  nancisciltir 
expreMionem  aimpliclasimam  XrsTV,  unde  haliemus: 

Tbiorima.  Mmsun  curvatunv  in  quovis.  supmfieià  puneto  Mfuah»  «tt 
fiaeiioaij  cupu  ttamerator  unàas,  denominator  autem  productum  du/omm 
nuUonm  emvatwm  extnmonon  in  iectmnâms  per  plana  narmalia, 

Sinrail  palet ,  menauram  eunralune  fieri  paaiiÏTaoi  pro  anperficiebus  concavo- 

i'oncavis  vel  ronvcxo-convoNis  (quod  discrimon  non  c-si  csscritiale),  nc|galivam 
vom  pni  concavc>-«>or»vfxi».  Si  iupcrQcies  constat  c  partibus  ulriusqup  gcneris, 
lit  carum  couriniis  ini'nsura  curvatluac  cvauesccus  esse  debebit.  iiidule  su- 
perficieniin  curvanini  talinm,  in  quilnia  menaora  cnrratune  ubiquecvaneacit, 
infra  plnriboa  agetur. 
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IX. 

Foi'uiuia  geucialis  pru  iueii»uia  curvatiirx  in  liui*  art.  VII  pi-uposila ,  umiiiuiu 
«mi^icîsnmft  est ,  quippequtt  qntnqoe  Mtiltiai  ekuieDU  îoiplîrat;  ad  magi» 

tompliratam,  silicci  iiovcm  olcmenU  involvcntem,  dderiniiir,  ni  adliilicn- 
M'Iuiiius  ni(xliim  primum  UHlnlctii  ^itperficiei  carne  exprimendî.  Reiioendo 
iiotalioiii>.s  art.  IV.  insuper  statucmu> 

iu  ut  Cal 

HP  =  V'dx  -t-  R*rfr  -t- 

dQ  =  Wdx  -t-  QVA  +-  P'rf*, 

//H  =  Q'^te-H  P^rfr     H'  rf'. 

Jamquum  babeatnr  f  =  — '  — ,  invenimus  pcr  diflorentiatiouem 

RR«/l  ^  ^  R<fP  w-  P</R  =  (PQ* -  VP')dx     (PP* -  RR')^ 
-I-(PR'--RQ»)4&, 

$ïvc ,  elînÛData  dz  adjumento  sBqnattonis  Pdx  H-  Q(fy  +  R<^z  =  o , 

Il  V/  =  (—  RKF  ^  u  HHQ"  —  PPR')rfa 

-t-  (PRP"  -1-  QRQ"  -  PQR'  -  RRR'')//y. 

Pronw  Mnùli  modo  obtînemiu 

R«A»  s  (  PRP.»  H-  QRQ"  —  PQR'  RRR'')</jr 
4-  (-RRQ' -I-  sQRP* --QQBrjify. 

Hinc  itaqw  eoUiguims 

K^I  =  —  RRP'  4-  al'Ug    -  IW. 

R'  L  =  PRP"  -h  QRQ"  -  PQR'  —  RRR' , 

R»  V  =  —  RRQ'  -H  2  QRP^'  -  QQR'. 

bnbstiluead»  tu»  valorea  in  formula  an.  \  il ,  obtinemus  pro  mviuuia  curra- 
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lurx  k  expreMiobem  «jmetricam  s(H|ueiiiein  : 

=  PI'lQ'R'—  P'P")-hQQ(l»  K  —  <^>'Q'')-f-RR(P\>'-  H'R  i 

-H  aQR(Q^R''— P'F)     a  PRiP-'R*  — Q'Q")  -t-  aPQ(P''Q  '—  U  R  ). 


F'opmulam  atlliur  iiiagiN  rumpliritaiii,  pula  e  quindf»  im  i  lrim  niis  coiill.il.itn 
obtiiiemus,  si  rat'thodum  getieralem  secundam,  indolem  supi^i  tu  irram  «  urva 
l  um  exprimendi ,  scquimur.  >Iagui  Umen  momentî  e*t,  hanc  quoqtie élabora it» 
Bctinendo  signa  art.  I V,  iosnper  atatneintu 

-      *^  '  — 

''^  —  S  /i-, 

Prvtcrea ,  breviuiis  causi ,  fadetuiis 

4c'  — <*'sxA, 

at'— W^C 

Primo  ubservat&us ,  liabcr! 

A.dx  -t-  Beiy     Cdx  =  o, 

quaiemu  itaqne  »  tpecutur  unqaam  fuiustîo  ipMrum    jr,  fit 

B 
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PbTro  dediwîmu»,  ex  <br  =  a<f/»  -(-         dy  s  hdq  4-  i^WIi/, 

Crf*/  =  —  6<ir  -f-  atiy- 
Hiiii-  obtiiH-mu»  diffemiiialia  coin{>leU  ipsarum  /  , 

JiiUi  si  in  hi»  fot'mulis  subslituimiu 

a'y  -I-  *«'     «y'  —  c'« , 


•h' 


a'/  -i-  cat"  —  a'f"  —  c'a', 


âu^uc  purpciidiiuu& ,  valon»  difSerentialium  du  sic  prodeuuiium,  lequalcs 
«ssf  drbere,  independcnter  a  diflferentialilnts  dx^  djr,  tjvmnûmllbmTdx-+-ljdt , 
Il  </k  +  Vff^  resp. ,  invcaiemus  »  poit  quaadam  transfonnalioneft  sati»  ol>via* , 

4-  a"Abl'  -+-  ;i"Mh  ^  y"i:hh. 

—  «*A«*— ^'B«*— y'Coft, 
C»V  =  aAa'a'-i-|36aV-t-7C/aV 

-T-  a''A<wn-^''Ba<H-"/''Co« 
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Si  iiaque*  brcviutia  etiu»,  <t«(ttiiiKis 

(i)  A«  -H  B(â  +  Cy  =  D, 

(a)  A«'-i-Bja'-hC/=D', 
(3)  A«»-»-BjS''-HC7*=D''» 

lit 

C*T  =  HVV  —  a  D'*y  D*W, 

e  U  =  —  Da'**  -j-  D'  (a*'  -I-      —  D*«*, 

C»  V  =  Da'a'    a  D'«a'  -h  D*<ï4». 

Hinc  iovcDÎnnu,  erolatione  facta. 

C'en —m  )     (DD»  —  D'D')  {a¥^ha'Y  =  (DD"  —  0' D  ) CC , 

et  proîn  formnlaia  pro  menâara  cturvalune, 

,  _     DP"  -  D  P' 
'    (AA  -h  BB  +  O;)' 

XI. 

Formul.'P  iikhIo  nivcntx  jani  nlinrn  <i»i{>or^!nicnius ,  qu.v  inUT  fertiliH^iriia 
iheoremau  in  doclriua  de  supcrticicbus  runis  rcferanda  est.  Introducamu» 
aequentn  noutknm 


on  -H  i&  H-  rc  =  E, 
aa*-\~  W  '\-  ce' SB  F, 
«V-h  *'«^-j-cV=  G, 

(4}  a«      *j5  +  cy  =  m, 

(5)  a»'-^  b^'^ey'=  m\ 

(6)  aa*-*-  h^'^  efzs  m', 

(7)  •'«-»-  y^-k-tfy^  », 
(9)  a'«''H.«^P''-h<?'y'= 


AA-i-BB  +  CC  =  EG-FF^A. 


Eliminemus  ex  apquatioiiibus  (i),  (4)i  (7)  quaiititate!>  p,      quod  tu  niulii* 
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plictiido  illu  per  be'^eify  UC  —  c'B,  cB— AC,  ei  «Menda  :  iu  oritur 

[A  [hc'  -  ci*)  -i-  a(yC  —  i/B)  H-  «'(cB— »€}]« 
»  D(^'  ~  cf^)  +m(yC  —  c'B)     n  (cB— 6C)  t 

quim  «{ttfttionem  facile  transformamiu  in  hanc 

AD  —  «A  -I-  0  (nF  —  mG)  4-  a'(inF  —  nE). 

Simili  modo  eliminatio  quantiiauuu  « ,  y  vel  a,  ^  ex  iisdcm  tP^uationibus  sup- 
pediut 

BD  - 13  A -I- 6  (rF  -  mG)  +  i^(inF  -  nE) , 
CD    7  A -f- e  (nF  —  mG) -«- e' (mF  —  i>E) . 

Moltiplicaodo  has  très  «tpiatioiies  per  a",  /S",  /*,  et  addendo ,  <^nemiu 

(lo)  DD»=  (at«»+^/î»H-  yy»)  A  -h  ii»*(»P— mG)  -h  «*(mF-  »E). 

Si  periride  traicumus  anjuatioiu»  [i],  ^5),  (8),  prodit 

AD'  =  «'A  <l-  a(n'  F  —  m'G)  H-  a'  (m'F 

BD'  s  )3'A    »  (rT    WG)  -<>  »'  (m'F — n'E) , 

CD'  =  /  A  -t-  e  {n'F — m'G)  -l-  e'  (m'F — n'E) , 

quibu«  r«juaiiuuibuà  pcr  «',  p  .     iiiulliplicalis ,  addilio  suppcditat 

D'D'  =  («'a'-H  jâ'/S'-H  //)  A -H  iii'(b'F  —  m' G)  -4- «'(m' F  —  «'E). 

Goniblattio  liujiis  «quattouis  cam  cquatione  (to)  pradncU 

DD*—  D'D'  =  (et  «  "  ^  ^;3"  -4-       —  »'a'         fi' -y  y,  A 
-h  E(/i'n'— n/t'')  +  F(iti»*  — am'n'-f-mn*)  -t-G(m'm'— mm''). 

Jan  patel  ease  , 


<IVC 


rfF  ,</E  ,  ,dG 
dq      *  dq'     '  '  ^ 

Porn»  iacile  coniiniMlur  ludberi 


</«  <//»'  _  dm*  dm' 
d'i      dp        dp  df 

Quotbi  jcin  hai  expreuîones  divcrsa*  in  fommla  pn>  meaturâ  curvatune  in 
line  ariîcttli  |»nBoedeii(u  erau  •nlwtitaiiinu,  pervenimus  ad  foniittlam  tetpmuF^ 
tem,  e  solis  quantitatibus  K,  F,  G  atque  earum  quolieulilNit  diffcrcntiaUbus 
pritnt  et  «ecundi  ordint*  concinnatam, 

\d!/t  '  éq      df  '  df    dq     ^«^'dq        dp' ^  ) 

\^dp    dp         dp    dq        \d(/  '  I 

XII. 

Quum  initeGmie  habeatur 

ifa'     fir'  -»-  (tz*  =  Etip*  +  a  K///»  Jif  + 

palet  \  \Ltfp'  iVdp  .  dtf  ^  Cl  ihj'  cssr  cxpres-slunoiii  efn«'rali-iii  eiemeuti 
liiiearis  in  superficie  curva.  l>occl  ilaquc  aualj$i»  iii  artk-uJu  praecedcuu;  «x- 
plicata ,  ad  iaveniendani  uenavivm  curvatuM  baud  opus  etie  femuilia  CniiU» 
qoae  coordinataa  jr,  s  tanquam  fonaiotiM  indeiermiiMUmm  ^  eihibeau, 
M>tl  suffit  L-rc  cxpressionem  gcuuralem  pro  magiiitudiiic  cujusvis  elumeiitilineam. 
Progn-diamur  ad  aliquol  applicaiioncs  liujus  {;ia>i»sinii  throtrmati». 

Suppuuamus  superûcicm  uustram  curvam  t-xplicaii  puji&u  in  aliaiu  »upfr- 
Gdon,  curvam  leu  plaaam,  iu  at  roivis  puncto  prioria  auperiiciei  per  cnor* 

m. 
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diaaUs  z  dctorminaio  n'spondi'.-ii  putirtum  iletei  miiiatum  !kU|K-rficieî 

poslcrioiis,  «  ujus  rofinliiiatff  sititr',  j',  z' .  Vlatiifr  sio  ii.iquex',  y',  r'  qu<K|m* 
c-oiisiJcrai'i  possutit  (aiiquam  functiones  îiideleriniiiaUiuin  p,  y,  uiide  pro 
eleoiento  V*to"  4-  dy'*  +  dz"  pmdîbh  cxpresaio  talis 

dctiotantibu»  etiain  K',  F',  G'  faticdoiio»  ipuram  jv,  ^.  At  per  ipsut  notîonem 

f  »y>//rM//V</;;>  su]<i  rfii  il  î  in  «lijx  rfîrtrin  patcl  .  oli'ineiHa  !n  Ulraque  SOpcrGcic 
convapoïKletuia  uoreuario  a;(|uaiia  ose ,  adeoquc  ideniice  fieri 

E^E',  F=:F',   G  =  G% 

formuh  lUque  «rticoli  pracedentik  sponte  perducit  ad  cigiqpttm 

Tbeokima.  Si  superficies  curva  in  quamcumque  aliam  superfietem  ttrpti- 
catur,  mmSMn  eurvaturtm  in  tingutis  pvmstii  invanata  ma$tet, 

M-iiiifc-ïto  <|iioc|(i<-  tfiuvi'i^  paix  ftnila  ntprrjlciei  citn-œ  post  explietttionent 
tii  allant  superficiom  eaiitlcm  cnivaturain  iiilfgrani  rriitu-hir. 

Caiuui  spc't'ialctu,  ad  qucm  gouuiuU-a.-  Uavlcuiis  iii\<-s(igaiii>iics  suas  ru- 
sirioxerunt,  aiitunt  superficie*  in  plaaiim  explicalnle$.  Tlieoria  nottra  spooic 
d«<'et»  talittin  aapcrficicnim  mensuram  cufratune  in  quo\  is  puurto  fieri  =  <> , 
quocirca,  si  earom  îndotes  aecanduiii  nuidiim  teitîaiii  exprimitur,  uLi(|ue  urii 


ddz  dd: 


<]uod  critérium .  dudum  quidem  notuin,  picranxpic  noatio  aalteni  judicio  haud 
eo  ngore<]U)  desiderari  poMct  deuMMutralur. 

Xlll. 

Qii.T  in  ai'tit  iilii  pi-srHTiK'iilp  exposuiinii* .  rolirrrojit  rmn  modo  pccnliiiri 
«uperiicies  coiisidcrandi ,  sutaïuopcre  digno ,  qui  a  gcoinoir»  diligcuicr  «'xco- 
latnr.  Scilicet  quateniu  superficies  ooDsiderainr  non  tamqnam  limes  solidi , 
•cd  tanutuam  solidum,  cujiis  dimeiuio  uaa  pro  evaaeaoente  habeHir»  flexite 

quidrm,  scd  non  oxtensibîlc ,  (|ualitatr>   iip  rllriei  partîm  a  forma  pendent. 

in  qu;»!»!  iUn  n-diiria  conriphtir.  pnrtiiii  ,ili>>4ilul:i>  suni ,  alquo  invariaf.'i^  tn:i- 
neiit  ,  m  (jiiamrumqui-  tormarn  illa  lltH'ialiir.  Ad  bas  posterioifs ,  quarum 

in^tisiîgatio  campuna  geonetri»  novum  fcitileimittc  aparït^  leferead*  sont 
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mensani  curvatur»  atqiie  curvaiura  tntcgra  eo  «enstt^  quo  lue  cxpressîonos  a 

iiobis  accipiiiiilur  ,  porro  huo  iM-riiiirt  (Iwlrina  do  liiicis  hrcvissimis  .  plcroquf 
.ilia .  de  f|uibiis  in  postvrutn  agerc  mibis  irsoi-vamus.  In  lifw  ronsideracioni* 
inodu  superficies  plana  aii|ue  superticic»  iu  plauum  cxplicibili» ,  c.  g.  ijliu- 
drica,  «mica,  etc.  tamqaatn  «uentiaUler  idendce  a|ieciaiilnr,  modiiaqae  §0- 
nnimu  indotein  superficiel  ita  considnat»'  gctioraUter  cxprimcndï  aempor 
iiiiiititur  formnI.T  s  K'//'' -t-  u  !•'///>.  ^/// -h  (1  rA/',  qirc  ncxuin  flcmfiili  <  iim 
dnabiis  iiidctorniin.iiis  />.  ff  .sistit.  S<^fl  aii(i*(]uain  bnc  argumeiilum  ullcHu^ 
pr(>»C(|uauiur,  prim  ipia  ihuorix  lluearuni  brevissimarum  iu  supeHirie  riyra 
data  pnemîtiere  oporiet. 

XIV. 

Indolca  lineœcarvae  in  spatio  gcneraliter  îta  datur,  ui  raordinai»  x,  ji  s  sitf 

golts  îllios  pnnctix  n--s|ioiidriit)^s  oxliibraiitur  in  forma  fttn<iionntn  uuius  \aria- 
bili$.  <|uam  pcr  IV  doiiotabimus.  I^nigituln  talislinca>a  puni'tu  initial!  arliili  Mrio 
usque  ad  punriuui,  i  ujus  «  ijordinat;!»  iutil  r,  y.      cxprinutui'  per  intégrale 


Si  suppuuimus,  situm  Tmc»  curvic  variatioaem  inGuit4^  parvain  pali,  iia  ul 
coordioat»  aingaloram  pnactoram  accipiant  variationea  ix^  ij^itt  variatk» 
loUoi  longitodinU  invcuUur 

quant  expresMoncm  in  banc  fbrmam  transnmumia  a 


In  caau  eo^  ubi  lînea  eat  brcvissima  intcr  puiicu  stu  cslrvuia,  raustat ,  ra, 
qiua  hicaob  ùgno  inu^rali  aant,  CTanaceri!  debeiQ.  Qnatenua  lînea  tw.  drbet 
in  tnperfidc  data,  citjua  indolM  exprîmilnr  per  nquatioMem 

etîam  «ariationcs  ^jr,  djr^  d*  aatisfacerc  délient  «qnationi 

Pdx  +  Qd^j' +  Rd«  =  o } 
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nade  pet-  principia  nou  facile  colligiuir  differentialia 

resp.  quanlilatibiu  P,  Q ,  K  proponionalia  eiae  ddiere.  Jam  ail  <^r elemeDlum 
line»  cttni«,  1  pnnctum  io  supcrfn  i«  «.(ihxrica  reprmenians  dircrtionein  hvjv* 

elenK-nii  ,  I.  punrtiim  îii  supfrGcie  sphîrrica  reprîfsonlaii!!  tlii  cctioiiem  normali» 
in  &apt!rlicii'ui  cur\  am  ;  deuique  siut  4 1  »  j  C  coordinalsc  puucti  X,  alque  X ,  V ,  2 
rooidînaue  ponrli  L  rcspectn  centrî  tphnw.  lu  erit 

undr  (-olligimu.s  diiTemilialia  illa  fii  ri  ^Z^.  rfr ,  d!^.  El  quuni  quaiitilairs 
P,  K  pruportionalcs  siui  ipsis  X,  Y,  Z,  rbaracter  linear  brevisainu: 
(oitsistil  iu  xquatiouibu» 

rf«  _  rf« 
X  ~  Y  ~  Z* 

Ceierum  belle  pt^rspititur  y  </ +  dm*  -f-  '  a-quari  arculo  iu  »u(M-i-(îcic 
sphsiica,  qui  meDauiat  angulom  intcr  tfirectkueB  tangentinm  in  iniiio  et  fine 

dr 

ekmeati  </r,  adeoqiie  etw  s  -jp,  >i  j»deiiotet  radium  curvainne  in  lioc  loro 
cuna»  brcvÎMinuB}  ita  fiet 

^dl  —■  Xdr,    fidf.  —  \dr,    fid!^  =  Zdr. 
XV. 

Suppuuamus ,  iu  supurliciu  ciir> a  a  |iitii(  tudato  A  proliciiH'i  iiiiiumrras l  unas 
brevitsimas,  quaa  interaedistingucuius  per  anguliun,  quem  oonsiituit  siugu- 
lanim  elementum  primum  corn  «lemento  primo  nuioa  ex  hii  lindi  pro  prima 

assuinpu-i*  :  aÎKf  ille  angulus,  vel  genrralius  futiciio  illius  anguli|]iec  non  r 

Iniiin'tudo  lalis  linc.T  brcvis'ïim^r  n  pTuirio  A  tufjttc  ad  pniirtum.  cujus  rwrdi- 
iiauc  &UIII  .r,  z.  (^iiuin  itaquc  valoribu.H  deterniinaiiii  variabilium  ^ 
spond^ant  puncta  dHcnnînata  raperfirieï ,  coordïnate  x,jr,  s  conaiderari  po»- 
sunt  tamquaiii  function<  s  î|iNai  uin  r,  ^.  Notations  ). ,  £  .  r; ,  ^,  X,  Y,  Z  in 
<"ad«"m  siguificatioiK'  rciiiu  ljimus .  in  qua  in  arîirulo  pi  :i  r<'dcntp  arrrpm-  fitc- 
l'unl,  inodo  iadefitiiu-  ad  piiiulum  indeiinituui  rujuslihet  liiiraruni  bre\is&i- 
marum 
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Line»  bienannue  omnet ,  tput  mut  nqualia  longitudinii  i%  lennttiklniiitur 

ad  aliain  liiieatn,  cujus  Inii^itudliirin  ab  initio  arbhrario  numerataiu«lenotanius 
per  V.  Consutcrari  potcrit  itaque  v  tamquam  functio  iudcterminatarura  i\  ■y ,  et 
•i  pcr  X'  dcsignanim  puuctum  in  supcrGctc  splucrica  respoudeus  direction!  clc- 
menti  dif,  nec  non  per  ^  coordinatM  hnjus  pwicti  rmpertn  rantri 
tpitaero,  Inbdnniis 


Hinc  et  ex 


seqtuiiu- 


(/r    ih       dr    fi^       <ir   </ç  »'  '  (/^ 

\f(  ni!)riim  primum  hujus  .rqualionis ,  cjuod  «'liam  «rit  ftinciio  ipMrnni  r,  f , 
per  S  dunotamusi  cujut  dinvrculialiu  sccimduui  /  auppoiliiat 

—  £i .    -i_  '^^ .  ±:  4-  'ii .  ^  4-  i  '^(Ct-l-M-t-çc) 
dr  df     dr  df     dr  df     '  df 

Seà  l^-hrm  -hl^Ç=  I,  adcoque  ip»ius  diflèrenliale  =  o,  et  per  ariîcnlnm 
pneeedenteoi  lubema*,  «ietiam  hic  p  dénotât  ndinmcorvatarse  in  line«  r, 

àï_X 

dr  dr         '    dr  ~  f 

lu  ohuaciuus 

«=i.,x{-+T,'+»r).*=;.™.L>'4;=., 

quoniam  mauit'esto  X'  jacet  in  rirrulo  maximo,  cujus  polus  L.  llinc  iiaquc 
conclndimus,  S  iiidependentcm  esse  ab  r  et  proin  funclionera  soliusç.  At  pro 

r  =  o,  manifcsiu  iïl    ~  o,  ci  imnn  i-ùsm  '-'  =  n.     (  tmîi  S  =  o  indi'twtidpnter 

a.f.  Neceuario  itaqiie  generaliter  esse  dcbebii  S  =  u,  adcoque  cos  XX'=:  u,  id 
Mt,  XV  SB  90^.  Hinc  eonigÎKUf  : 


1 
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TiiEORBiu.  Ductù  in  superficie  cun-a  ab  eodtm  puntto  iititiali  ùmuuwns 
linei^  }>rvviv^imi<!  n-rjuali':  hngituJmis,  /ÙMa  «Kunint  extremiuties  jungfns  ad 

Ulti^  suii'iiliis  eut  )ionuiiln . 
n 

UpiT'i'  pii'lîuni  esse  duximus ,  hoc  theorema  e  proprictatc  fiiiidameuiali 
lineanim  brevÎABinurnm  doducere  :  ccterun)  cjus  vcriuis  i^tnm  alwque  calcule 
per  s<-(|Uci).H  raliociuium  intriligi  potcst.  Sint  AB,  AR'  duac  lineae  Icevittimat 
»'|usdfni  loiigitudiiiis  ,  ntii^iiliim  iuiiiiito  parvuiu  ad  A  încludftitrs  ;  stippona- 
niu»que  alleratrum  angulurum  deoicnti  liH'  cutu  liucis  BA ,  li'A  ditïfrie 
quantiute  finiuab  aognlo  recto  tV»^  pf^r  U^geneonlinuilalii  aller  major,  aller 
minor  erit  augolo  recio.  Sit|>{iontintts  angnlttm  ad  B  eue  ss  90*— w ,  ct|d«' 

musqué  in  liura  RA  piun  Uini  C,  ila  ul  sii  BC  =  RR' .  rosroM  :  liiiic  (|iiiim 
iriaiigulum  iuriuiu  parvum  UU'C  Umquaui  plauiuu  tractait:  liceat,  uii 
C'B'  =  BC .  cos  (.> ,  t  i  jiroîn 

AC  -  i'AV    AC:  -  BC .  «osw  =  AB  —  BC .  (1  — ros'..^  -=  AH'^  BC(i^  cww;. 

id  est.  iraïuiiiu  a  pulicto  A  ad  B'  per  paucium  C  brcvior  iinca  l)revi»sima. 
g.  B.  A. 

XVI. 

Thcoremau  articuli  pra-cedenlis  aftsnriaiuiu  aliud,  quod  ila  enuix  ianms; 
Si  in  supci^icie  enrva  concipitur  linra  çutêliscun^ue ,  a  cujus  puftcUt  sitiguiis 
pn^idscanutr  stA  ang»li$  reetù  et  venus  eandem  ptagam  ûiniunen»  Imeie 

biwissimœ  œquaîis  hngitudinis,  ctirva,  quœ  carum  cxtrcmitatcs  allcins  jungit, 
''fias  sîngiilas  suh  angii/i^  ivcris  sectihù .  Ad  dcmoustratiriiu  in  niliil  in  nnnlvsi 
pi-a.'crdeiite  mulaiiduni  est,  nisi  (picnl  ^  dc»iguaiX'  del>ei  longiiudiiieai  <'urv;r. 

datœ  iiide  a  puncu»  arbîirarto  numeratam,  aut  ci  mavia  fmiciiooeni  linjn»  hm- 

gîtudinU^  îla  omiiia  raliociuia  cdamiiuni  valebuiit ,  ca  modiGcaiione ,  quod 
méritas  .rqualioiiis  S  —  <>  pn>  r  =  o  nnnr  jnm  in  ipsa  hypotliesi  îni[>!iraliir. 
Cetcruiii  hoc  alteriuu  ihixuvina  gencralius  est  pra-codeutc,  quod  adeo  in  iili» 
compreliendi  cenaeri  polcM ,  dtim  pro  Itnea  data  adoptamua  dreulum  in6niu: 
panram  cîrca  centmin  A  deacripiuni.  Deiiiquc  rnooemiu,  hic  qooipie  contide- 
laiiniics  grnmntrirris  analy^rn!;  viœ  fiiogi  poMe»  qaibu»  tanwD  qaum  Mtis 
obvias  &iut  hic  uou  immoramur. 

XVII. 

Keveriiinur  ad  fonuuiam  Edp- -h  iYtlp  .  -ir  Ctdq',  qua-  indcfinitf 
magidludinem  démenti  lînearU  in  «uperiïcie  cur\a  expritoii ,  atque  ante 
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emoU  sîgaificitkKieiD  feonieti  i<-am  coeflideniitim  E,  F,  G  examîiumiis.  I«ni 

in  art.  \  ninîmimn*,  in  sup«'rlicie  l'urva '  onri pi  [>(>«sr  dun  «y*''''"'''"''  Ituvaniin; 
altcruui ,  iu  cjuibus  singulis  sola  />  &il  \ariabiliâ,  ç  ('oii»Uii&;  alUTUiii ,  in 
bus  lola  ç  varidnlis .  p  constu».  Qiiodlibet  piinctutn  supcrGciei  consii^'rtri 
potCll  Uinqukm  iniLTsi-clio  liuue  primi  ayiteoMtis  cum  liuea  sccundî  :  tuiKt|tic 
ph-riieulum  lineepriniue  huic  puncto  adjMCIiS  ttt  vamtioni  tlp  m^mdvtn  crii 
=  v' K  .  f//» .  Jiei- imii  l'It'mcniiim  lituM-  si-ctinil.'c  ii'«.|;M>ii<U"ti.<i  varialioni  i/if  oril 
=  <iiuiit|ut-  clcuoUtido  p^-r  w  aiigulum  iiiii  T  lia'c  flemi'iii-i .  lariK- 

penpidtur  iicri  cos(aa-^>  Aroa  aulem  cleiiieiiti  paraUdogrammaiict  in 

»ii|MTfirii'  Ciirva  inUr  Jua»  lincas  priini  sy.sU'iiiati«  .  <juil>us  irsjxiiulciu  // . 
f/  -+■  fff/,  aujue  (tuas  liuca»  sysicmatis  sccuiidi,  qiiibus  ivspoadciii     p  ^p> 

ei  it  V  Kt'  —  I^ï'  ''/'  ■  ''V 

Linea  ({u.-ih'iiikjui-  in  siip^^ificie  curva  ad  ncutrum  illaruoi  (yateuialum  |m-i- 
liiM  lis.  iiriiiii-,  Avmp  Hif  coiiripîunlur esse fttttrlioiifs  uiiius  variabïlis  nov;e, 
\A  altéra  illaiiuii  funriio  alicrius.  Sii  î  liitigiitKio  lalis  fuiva-  ab  inÏTin  .ir])i- 
Irai'io  nimn'ratrt  rt  versus  direrliodctii  iiti  atiu  i%  prr>  |iosiliva  habila.  I)t  iiuffiiiiis 
per  0  anguiiini .  <|ucm  clli<;it  eb-nientuiii  /(s  =  y  l-.r//»'  -t-  i  Vdp  .  ilij  -f-  <  ï  'A/ 
mm  linea  priini  •jrstcmalU  pcr  înitiam  elcmenti  ducta,  et  qnidem  n«  uUa 
anilMguila»  i-cmaiteat,  bunr  angiilum  sCiuperabeu  ramo  illiu»  liii<  a> .  in  quo 
\  :  liu  !■>  i|isui'.  ;t  rn'^rniil ,  iiielioari .  cl  ^ 4'rîius  e;iin  j>lsî;iiin  positivr  arcipi  »up[x>- 
iirniu»,  M  iiu»  (juam  valuivs  ipiu»  y  crfscuut.  ilia  iia  inielli-clîs  lat  ik'  perspi- 
cîtur  habcrî 

t  Os6  .  as  —  %  IL, .  dp  ^  s  yt  .  H)S  '>!> .  lU]  "    —  —  >i.  » 



XVIIl. 

lii\i>-Migabimiis  uunc,  quieiiaiu  sit  eondilio,  ni  b.i-i  lini-a  bre>i!«^ilU4. 
(^iiuin  ipsin»  longîtudo  s  expressa  sit  {mt  intégrale 

i  —J'\  F.ii/i  '  -  5  Vt/f  .  il  If  ^^ttifi\ 

ei  iiiiliiîr)  itlininii  re<|uiril  ,  ni  varialio  hnjns  inli-^-i  ali^  :i  iniil.ttiune  iiilinile 
parva  Iraelus  lituw  oriimda  iiai  =  i>  <^aU-ulus  ad  prn|H>siiiuu  nosiiuni  iu  htic 
casii  commodiiM  abaolvilar,  »i  /'  tamijuam  rnhfiîoiirni  ipsiu>i  q  i-onsidei«inus. 
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Quo  pacto,  «  varimUo  pcr  duncierisiicnn  3  deooutur,  habannu 

coiMlalque ,  qu»  hic  Miut  sub  «gno  integraii ,  iudcpcudentcr  a  pvancfleere 
dcbere.  Fit  îtaquc 


dp 


Hinc  iuque  nanciidmar  «juationeni  conditionalcm  pro  tinea  breviniaia 
wqncnteiD 

rfF    »        ,  rfG  . 

quam  ctiaiu  ita  scriberc  licei 

Cetfrum  adjuinento  oM^ualioui» 

KG  -  FF  V  KG  -  FF 

px  illa  ;iv]iiatioiM'  anijulus  0  flimiiiari ,  alquc  sir  .ifitialio  dift'cnMilio-(1ifTfr<*ii- 
tialis  inlcr  />  cl  <]  «!volvi  polr<ii.  qu:i>  taïuci)  magU  complicala,  et  ad  appiica- 
tîoDc*  uiimia  util!»  evadeirt .  quam  pnecodent. 


uiyiii^ed  by  Google 
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XIX. 

FonnaU»  générales^  quat  pro  measan  curvftturae  et  prc»  variatione  âirectioDÎs 
lÏDege  breviaiimid  ia  art.  XI ,  XVIII ,  cruimaa^  jaulto  aimptieiom  fiant»  si 

quaiitirntp*  ;> ,  fj  iia  tim»  i  lcrfn' ,  nt  lincc  primi  systematis  lim-as  sonindi 
«pteiuatis  ubii^ui-  orUiogonaliu-r  âcccut ,  ïd  u&t,  ut  gt'iicraliter  babeaiur  w  =  90". 
»ive  F  ^  o.  Tune  w»llm  fit,  pro  menanra  rurvainrir . 

et  pro  variatîoae  angtili  9, 


Inter  varû»  casus ,  in  quUiua  lucc  i-ondhio  oithogonalitatis  valei ,  pi-iraariuDi 

locum  i<»n«'t  îs,  uhi  liiii  .r  ohmus  nltfriilriii<i  svstctn.ilis ,  g.  prinii  ,  suni 
liin':i'  br<'> issim.T.  Hii  ii;i<jiir  [hd  \       ■  <  (misIjuU'  iji^ui*.  ij,  aii^iilu»  &  (il  =  o  . 

iitnJ«*  .ftniaiio  nrn  Mrialioiie  anj^nii  ii  iiiixlo  Iradiia  dw.Tl.  li«'ri  dt'b«'r«'  —  -  o, 

^\si-  ctx'flu  iciiU'ni  K  a  iiidcjM'iidt'iiU'in,  id  c»! ,  K.  v«,sv  »I<-Im-i  rni!--!:)!!-.  mI 
liint  tio  »olius  p.  SimpUcissimuDi  crii,  pro  /'  adupiare  longitudiiitriu  ipitaui 
cujuaqiiA  line»  primi  ayileinalit,  et  qaidem,  quotïcf  oinn««  line»  primi  svste- 
ma  lis  în  uno  pmicto  COBCUrrunt,  ab  hoc  |iiiii<'to  tiunu-ratam ,  \v\ .  si  i-omiuuni» 
îril«'rMH:lio  non  adcst.  a  «pialibrt  liiira  sn-iindi  sysit'inalis.  Quibii»  it  1  mit  11<  i  tis 
patci ,  p  et  y  jam  cadcm  dcnotare,  (jua,*  in  art.  XV,  XVI  per  /'  t-i  ^  t'xprrsscra- 
mua,  aique  fieri  E  =  t.  Ita  du»  fbrmnl«  pcaecedenica  jaoi  lran««uit  in  ha« 


vel  stanwddo       s  m. 


*  SE  — —  _         .  rfff. 

rieiirraliler  t«x}ucudu,  m  erit  funftio  ipsarurn  />.  ij.  aiqnc         cvpit'MÎo  ele- 

07. 
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fliGDti  ruiii»vis  liiMK  Mctuuli  systematis.  In  ra.411  ipeclaii  aul«m,  ubi  omne* 

liiifir  p  (  iiilrin  piiiicto  |n  iifli  is(  iitHlir,  nkunif<  >tij  pro^j  =  o  C»SO  'Irlwt  m  —  o  : 
j)orm  si  iti  liov  casu  pro  y  adoplanius  angulum  ipsiini,  qucin  «■liuoeiiliun  pri- 
miUD  (ujuvis  lïiiese  primi  systcmatis  facît  cum  cbmento  aKcujus  es  ipsw  ad 
«riMtrium  elocir f  qttam  pro  valore  infinité  parvo  ipsius/v,  demcnium  lincw 
MTuiun  sysKnnatîs  (fjiiri'  roiis'ulciari  {•■iii  -i  (am<{uant  circulus  radio  y  «Ic- 
si  ripius),  ait  =         crit  pro  valorc  iuituiu-  par>'0  ipsius  /»,  m  =  />,  adeoqu»', 

pro  p  =  Oy  •imtil  m  a  o  et  ^  s  i . 

XX. 

luiDioromur  adhuc  lidem  suppo»t(ioiii ,  pula  p  designarc  iiidvûnite  loiigilu> 
diiiem  lînev  brcvisrim»  a  puncto  diHerminato  A  ad  panetnm  quodlibet  soper- 

fîi  ici  dtH'tiiiii.  aiquc  q  angiiliim,  quom primanl  eU'in«>ntiim  luijiis  line.T  cflîcil 
t  urn  fliMiifiito  priinn  .-ilinnin*  Irnfri"'  Ijrrvi'i^îm^'  v\  A  profîriçfrritis  (l.it:iv  Sil  H 
pmitiinii  ili-iorrniiiamm  in  lia<  linoa  pro  ijua  </  =  n,  aKpic'  C  aliud  piinetuiu  di  - 
(erminatuoi  superGnd ,  pro  qoo  valorem  ipsîus  tf  aîinplicitcr  pcr  A  designa- 
hïtnus.  SupponamuspiiRCta  (!  ))or  linoani  br«-\  i^siniani  jinirta.  rnj us  partes, 
îtidr  a  jiiiTiiio  !}  iiiiiiicralas,  indrlinilo  ul  in  arj.  XVIIl  Jmm'  -t  dfiii.tnhinius. 
ni-i'  non  ^M-rinde  ut  illic,  pcr  6  aitguluui,  (jui-ni  qiiodvis  ctctncntuiii  ils  lai  il 
cum  elcmento  Hp:  demqite  aiat9%  9'  valores  anguli  S  in  punctis  B,  C.  Ha- 
bemut  itaqiif  in  superficie  curva  iriangulum  lincis  hrovi^siniis  indusuin. 
ejus<|ue  angnii  nd  M  et  C.  pcr  lias  ip?  is  lilti  r.is  siriipliciler  di'vii;iiniiili  .Kjiulps 
t-runl  illc  compU-nu-nio  anguli  Ci"  ad  i8u".  hir  ipsi  angulo  U' .  Stnl  quum  aua- 
Ijain  iio»traiD  iiispicieuii  l'acik'  patcat,  otuuc»  aiiguloa  non  per  gradus  «vd  per 
NUineros  expressoi  conci^,  iu  ul  au^tis  5;*'  ij'^^'t  ^  rcspondet  arcu» 
radio  axpialis.  pro  unitale  1ialH»tarf  statuere  oportet}  denotando  per  3k  ppri— 
pheriam  eirculi 

Itiquiranius  iiiinc  in  rur>a(nram  ink'grani  hujus  trilnguli)  qurr*  fil  —k/fs^ 
dciiotniia-  ih  l'Ieiiifiituin  siipoiiii  i.Tl*'  trianguli .  «piarc  qiiuin  Ihh  i  l.  nuMtiiim 
csprimalur  p€r  nut/i  .  </^,  erutir  nporuH  iiilcgralt' A hi^//>  .  th^  siij>ia  unam 
trianguli  «uperGciem.  Incipiamus  ab  inlc^Uone  secundum  />,  qurr  pmpier 

«  =  —  —      -  snp)H;ditat  mf.  (const.  —  If  '  '  P""'^  curralura  intégra  are» 

jacfutis  intcr  liiicasi  primi  sy&tciualis  quibus  rcspondeui  valurcs  iiidclcrmi- 
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natw  scrunds  tf^^^dq'.  «pum  biec  cunraluro  pro  /i  ^  o  evaoescerc  ddwal , 
quanti  tau  constant  per  inta^tioncm  inlrodncta  asqualls  esse  debd  valori 

ipsivs  ^ pro ;i  =     id e«t »  nniiaU.  Habemua itaijne        — i ubi  pro ^ 

aecipcro  oportet  valorem  respoodeulom  Gnî  îllioa  are»  in  Unëa  CB.  In  bac 

linea  wro  lit  pcr  artiralan  pnEvcdcntcro  ^.Af^ — </d,  unde  expreuio 

nostra  mntatur  in  W!^  -H  <f0.  Aceedonie  jam  intqgratiooe  ahmta  a  y  s  o 
'uMjiii-  ad  r/      A  i-xii'ii(loiKia ,  obtincmus  curvaturaut  iategram  trian^i 

A  4-  v'  -  ^J"     A     li  4-  C  —  Tt. 

(airvatura  iiiicgia  ii'quali!» e»t  ttrc;i*  i-jus  partis  «upcdkiui  spbxricœ,  qusc  rc- 
spoudi-l  triaiigiilo,  sigtiu  pusitîvOTel  iii-giilivo  aflecta:,  prout  raperficïea  curvâ, 
in^a  Inanguttun  jacct^  eat  conravo-concava  vel  «niicaTCMJOOvexa  :  pro  unitaU> 
anilie  accipiciidurn  r.sl  «|u;i(Irntuin  ,  (-tijiis  l.itiis  r$t  unil.is  r.Kljtis  .spli.-iT.-v) ,  (|un 
parto  superficifs  Iota  «ipli.TiTi*  fil  =  \  r:.  Ksi  itaquo  pars  siip<T(î<-iri  spli:rrir.i' 
iriangulo  rcspoiideiis  ail  sph;iria^  su^K-rfîric-iu  iulcgraui  ul  ~  (A  -?-  H  H-  C  — 
ad  4  K-  Hoc  tbeorcma,  qtiodf  ni  fallimur,  ad  elif  antîssima  in  ibooria  suprrfidi'- 
niDi carfanm  rcferenduro  este  \  idn tir,  ciiam  scqucnti  modo  cnunciari  poivst  : 

FTC('SSu.f  Siimmo'  onf^ufonmi  tn'<in i^iiH  n  Unrls  Int'vhsimis  in  superficie  cun'a 
t  oncavo-concava  Joinuiii  iiUiu  lëo",  vel  ilcj'vctus  suiiuiuc  nugulomtn  trian- 
gvha  Uneù  brevisêùnis  m  superficie  cuiva  concavo-tonvexa  foratati  a  180", 
ntensatvtur  per  aream  partis  super ficici  si>hœneœ,  çùm  SU  tnanguh  ptr  dù^ 

ctioncs  rinrinn/inni  rr'fpoiulrt ,  fi  superficies  intégra  -ao  gratliLus  œijuipnrntur 
Gcucralius  iii  (juovis  pulygoiiu  h  lateruia,  r]u;c  siiigula  furmantur  pcr  liiica» 
brcviMiniia,  cxocssn*  awnma) «ngitlorum  supra  an  —  4 

rectos  j  vcl  dcfiictiu  a 

an  —  4  Kctis  (pio  indole  corvalurae  superiiciei),  »|uatur  anse  pcdygonl  re- 

s|M)ndciitis  in  suix'rfit  io  sph.-rrîra .  rluin  tiiia  siipcrfii  ii-s  sph.Tnv  jao  gradilxis 
.-niuiparntiir.  iiii  [K-r  diiiretpliouem  poljgoni  in  triaugula  c  iheorematc  prarc- 
deiitc  »ponlc  dctuaiial. 

* 

XXI. 

Restîtnamns  cbaractcrïbus  /»,  ^ ,  G,  u  aigniiîraiioncs  generalct, 

i[uihiis  supra  arri-pii  fuerant ,  suppon-T!nu'i<^iio  îndoleni  «iipi  i  fit  ii  i  t-im  rp  pra-- 
U'rea  alio  simili  modo  pcr  dua.s  alias  variabiles  p\  <f'  dcicnuinari ,  ubi  t*le- 
mennun  linaare  iodefiniltim  exprimatar  pcr  * 

V  K'rty> l-  'dp ' 7ilq'  TT Vdq'' . 
Ita  cuivis  pancu>  superficiel  pcr  valorcs  deleraiiualos  vaciabilium  p,  q  dciinito 
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mpondebunt  ▼dores  determiiiaiî  varîabilium  p'.  q'.  quocirea  lus  ernnt  fnn- 
cdones  ipsaruD        e  quamm  diflîereiitMtione  prodire  suppomanus 

Jam  pi  uponiuHtw  nobU  înVMtigiic  rigaificationem  gecmittrieiin  horam  coeflj' 
GÎentîum  a, 0,y, i. 

Qiuifiior  iiaquo  minr  sv<iieniala  lincarum  in  sujx'rfirif  nn\a  roiiripi  |>o!i- 
smit  ,  pm  quibus  iTsp.  </,Pt  p'  ftinl  corislanles.  Si  piT  puticlutn  dclfimiii*- 
luui,  cui  ropundcot  varÎRlnliiun  valorcs  p,  <(yp'i  'j'i  quatuor  liiieas  ad  singula 
illa  systemata  pertinente»  dtieut  aupponimtu,  Itanun  elementa,  Tariationibits 
pMÎtivM  dp,  dÇf  dp\  dq\  respondentm  enmt 

yf^.àp.    sY,.dq.    siD.dq',    sjV? .  àq' . 

Aiij;ul(>!>,  quus  hurum  clenientoriini  dii'citiuue»  l'aciuiil  cuiu  tljivciioo<-  lixa 
arUtraria,  denotabimiu  per  M,  ÎS,  M',  N',  numcrando  eo  lenau,  quo  jacet 
secutida  reapectnprims,  ha  ut  aiB(N  —  M)  fiât  «juamitat  pothiva  :  eodem 
sensu  jacere  supptiriomus  (quud  lim)  (|uar(ain  iTspttiu  itrti.T,  ita  ut  rliam 
«in(IV'—  M')  sil  quautitas  positi\a.  His  ita  intr)lo<(i»,  si  < oiisidi-ramu^  puii- 
ctum  aliud,  a  priori  iiifiuiu-  pruiu  distaus,  cui  rcspoudeaui  vaiores  variabiliuiii 
p-^dp^  ^-\-diit  p'-i-  dp',  ^'-h^vS  atlentionc  adbibiu  co^gnoscemus, 
dm  generaliteTf  id  est,  indcpendentiir  a  Talorilnu  Tariationvin  dp,  dq,  dp\dq\ 

V  K  ..//.  .  sin  M     \  ( ,        ùnJi^i/W  .dp'  s,»  W     y/C,' .      .  «in  Ji', 

quuiii  ulraquc  (<\piv»si<*  nihil  aliud  sit.  nisi  dislantia  puiirti  iiovi  a  Hiilm  , 
a  qutt  auguli  diix-cliouuiu  iiicipiuut.  Scd  habi-mus,  per  nuiationem  jam  &upra 
iniroductam  N  —  N  2:1  «» ,  et  per  analofiam  statoratu»  K' — M' s  4*',  nec  non 
inanpcr  N — M's^.  Ita  aquatio  mcdo  inventa  exbibcri  polest  in  Torma 
a«queotc  : 

V  K  '//> .  sifi  (  M' tj,  ^-  'D     V îï  'fq  ■  iin  (M'  -è-«fi) 
=  >fVj.dp',  (in  M' -H  V^'. dy' .  «n  (M' -I-  «') , 

vel  ita 

^£ .  ^  .  sin  (N' — «1  —  »'-{-  ^)  -h      .  dt]  .  siii  (iN' —  tû'-^^) 
=        dp' .  *in  (>'  —  »')     i/C? .  dq' .  s'in IN'. 
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Ri  (juuin  u^juntio  manifoslo  indcpendcns  v.isi'  dcbeat  ■  directions  initiali .  haii« 
ad  libiium  .«  <  ipt  le  lid  i.  St  itueiidu  itaque  in  forflU  flecuttda  ^'  =  0,  vel  in 
|triiua  M'  =  »  ,  obtiucinu»  o^cjuaiioues  sequeutcs  : 

^  K?  .  >Anvk' .  «jjp's  /E. na (u -h  .  <^  -1-  /G . siD(M'— ifi) .  dq, 

qa»  m|aati<Mie>  quam  îdenticz  esae  ddteant  cam  bis 

=  at(f/>  -h  ^(ffj, 
dq'  ~  filfi  ■+-  àdq. 

«upp«ditabunt  deicrmiuatïonem  coeilkientiuiii  a ,  ^,  y,  ^.  Ërit  scilicet 

/E    sin;-.. +  m'— «      .  /O    iiniw'— I) 

'      V  G'       siow'  V  G'  sin« 

Adiungi  dcbent  «qaatioDCf 

K  ,       F'        .         .  /fTO^Tf     .     ,     .  /E'G'  — F'F. 

V^EÛ  vE'O'  V      GG  V  KG' 

unde  quatuor  sBqiMtioiws  iu  <iiioque  eithiberi  powunt  : 


F'F'  i 

F'P 

F'F' 

Quuin  per  subslilulioiiL's  dp'  =  «idp  +  ^dq^  dq'  =  ytif>  -i-  'J  fl</  innomiuui 
F/dp**-*-  iF'dp'.dg'^-Ct'dq**  tniinre  ddwat  in  Edp^-i-iVd/> .  dq  +  Gd<]\ 
facile  obiiacmm 

EG— FP=s  (E'C-F'F')  («i-i37)*î 

et  ({uiun  vice  versa  triDomium  posterios  rur*tt»  trannrt  debeat  .in  prius  per 
•uhititatîioneni 

(etd  —  ;3/)  dp  =  idp'—  ^dq',    {ad  —  ^yjd^iz^  —  ydp'  ■+■  xdtf'j 


—  â3G  — 

invcnimus: 

XXÎI. 

A  diM|ui!tiliout'  g<'iici  ali  arlicuii  in*»*)  odcntis  dcsccudiiniu  ad  appiicaiioiicin 
latissimc  pateiMeni ,  obi ,  dum  f/  n  <j  etianumm  •ignificalione  generalifuina 
aci  ipiuiitui ,  pro  p\  q\  adopiamp»  qmatilatn  îa  art.  XV  pPr  r,  f  dcuotataa, 
quibus  eliararteribus  cliatn  liic  utfinnr,  srilin-t  n(  pro  qnovis  puiu'lo  super- 
ficie r  »it  (lifttantia  miaima  a  puiicio  d*>tcrmiuato,  atqui'  ^  auguliu  iu  hoc  puncto 
ï Dtcr  clemeDluiB  primum  ipsîus  r  alque  direelioucm  fixam.  lia  kabemii*  E'b  i  ,  ' 
I^^o,  «i'=;9o«;  siatuemus  incnpcr  ^ÏPssm^  iu  ut  demcnium  lideaiv  quod- 
ciinque  fiât  =  ^«/r*  -h  nmd^.  Hîiic  quatuor  anquationes  îu  articdo  pneee- 
drate  pro  or ,  jS ,  y ,  ^.  «nu»,  «uppeditant  : 

(a)  |^.«»«f»  =  ^, 

(3)  v  E-"»(|-«) --»»  -^» 

(4)  ^.««♦  =  m^^ 
Ll(inia  cl  pi-iiuitinia  >cio  lia» 

Ex  liis  .Tqualioaîbos  pcteuda  est  dpa'rmînatio  qoanlhatuni  /-.  ^.  '|  <-t  (si  npiu 
videalur)  m.  fwr  /•  cl  ff  :  ^rilin-l  intcgraiio  .Tfjualioni*  dabil  /',  qua  iii- 
v<-iiia.  iiili'f>raitu  a^quationis  (6)  dabil       atqut'  allt-nilra  xqualiouum  (t).  [a) 

ipsam  1  :  dfiiiquei»  habebiturpei-  alienitram  nquationum  (3),  {i). 

I 
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Integraiio  gencrtlis  cquationum  (5),  (€)  ueceaurio  doas  fanciîoiu»  «rtnirarias 

iiiimfliicor»'  «Icbc-l .  r|u.v  quid  sibi  M-liiil  farilt;  inlelligcmus ,  si  |>i>i-pi  ii(liina» , 
illas  ;cqiiatioiies  ad  rusiim  euin  qucin  liic  cnii&idornnnis  non  liniil  iri  .  si-d  pér- 
iode vakre,  si  r  et  f  accipiauliu-  tu  Mguilicatiimo  geiaTaliuri  art.  XVI,  iia  ul 
sït  r  longitndo  Wvent  Inrevisaîme  ad  lincam  arbîtrariam  dctermiiutuinnoraialîler 
dur  I  >  .  itqiir  ç  fnnctîo  arbitraria  longiludiiiU  rju.s  partis  lineap,  quae  inter 
Ijiii  Miii  l)i-ovi^»)tnaiM  îndeGnilnm  i  l  piiiK-liitn  arViiir.irinm  ilctt-rmiiinnim  iiiliT- 
«  ipitur.  Soliilio  ilaque  gcncraiis  ha-c  uniiiia  indc-Uiiiic  ainpli-<'(i  ilrh«'t ,  Imu  tio- 
nesque  «rinirarin  nmcdcmum  îndcfinitas  abibuiii .  quando  Knea  illa  arbitraria 
iiqui  tiinctio  parlium  qunm  f  f\hibcre débet,  pr»acrip(a!  luni.  In  casn  lUMlro 
<'ir(  ulti5  infinilr-  j)iii  \iis  .idopi.ii  i  polcst .  roniniin  in  et»  puncfn  Ii  djcn*.  a  <|uo 
diftianlise  r  uuuieranlur,  et  dcuulabil  parles  buju!>  ciivuli  ip&as  |K-r  radium 
divins;  unde  fadle  coUigituraequadoncs  (5j,  ((>)  pro  «as» noMro  cunipk-ie  miA- 
fioere,  dommodo  ca ,  qws  ïndefinila  rdinquiinl,  ei  oonditioui  aeoomniodeiiinr^ 
ul  r  «'I  pro  ponclo  iUo  imliaii  atque  punclis  ab  co  infinité  parum  ifixtantibns 
quad  mit. 

Cclerum  quod  aitiuci  ad  iuiegratioiicm  ipsam  «eqiiaiionum  (5),  (6)  consul, 
«am  nduci  posae  ad  inUgraiioncm  aM|iuUonuni  difTcrentialium  vulgariam , 
qn.i>  taincii  plerumqae  (am  intricats  eraduni,  ut  panim  iucri  inde  redundct. 
Conira  fvolutii)  in  séries,  qua*  ad  usn«  prariiros,  qiiolic»  de  pariibiis  siiperficiei 
modicij»  agitur,  abuude  gufQciunl,  nuUi»  difliculiaiibus  obnoxia  c»l ,  aiquL-  sic 
formube  allais  fonlem  iiberem  aperiuntf  ad  multa  problcmata  gravissima  sol- 
vcnda.  Hoc  vero  looo  exemplmn  nnicum  ad  metbodi  indolcm  nonstrandam 
evolTemus» 

XXIII. 

Considcrabiiniu  casum  oam,  ubi  omncs  lincr ,  pro  quibns  p  coustans  «st , 

MHit  lini'.T  brcvi<uiitn<c  orthogonaliuT  stranti-s  lincani  pri>  qna  ^  .  o  ,  «-t  qnani 
(amquaiii  lint-ani  absrissarutn  roiiU-ntplari  pissumiis.  .Sii  A  punriiini  pro  quo 
r  =  o ,  D  pimclum  iiideliiiilum  iu  liiica  ab&cis&aruui ,  AD  I)  puncium  in- 
delmituin  in  linea  brcvissima  ipsi  AD  in  D  normali ,  aUfiic  BD=  </,  ita  m  p 
i-rinsîderarî  posMl  tainquam  absdssa,  q  (amquam  ordinal»  pinn  ii  |i:  al»M  issas 
posiliv.'is  assuniirous  in  i-o  r.Tmo  line.T  abs<  i'isarinn  .  rui  rrspondcl  (f  :-  o,  iliiin  r 
sumper  tamquam  quantitatem  po.siiivain  spcciainus  :  ordinntas  pusiliva»  sijiui- 
miis  itt  plaga  ea  »  ubi  f  niunenitiir  inter  o  et  i8o^. 
Per  theorema  art.  XVI  hab«-binius  w  _        V  -~  o,  nec  non  G  -  i  -la- 

tarmus  itisiipt>r  v'^—  "  l'  i  'i  iiatpic  n  f'iiiM  iio  ipsariiin  /' .  y.  »>l  (piidciri 
tabs,  quie  pro  q  —  o  fu-ri  drbcl  :  -  i .  Applicaiiu  rorraul»*  tu  art  X\  III  alluia: 

68 
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adcaramnoctnimdoMtt  in  ftiom  lineabreviinnMCMedcèere  d$  ^ — ^>  I 
duaiouniie  6  aiigulnu  intn*  clcmcntum  hnjiit  Uneœ  atque  elementiun  Unes  pro  | 

(|ua  (j  ronstans  :  jam  fpiiitn  linca  absrîssaram  ipsa  sit  brcvissima  ,  alqiie  pm  fa 

iibK|«f  5  —  o,  pat*"! ,  pro  q  =  o  ubique  ficri  debcro  y  —  n.  Hin»"  ip^itnr  folIU 

giinus,  ii  n  in  schem  Keniadum  |>oicslatcs  ip»ius  q  progrcdifiitcm  evolvaiur, 
hanr  failwre  debere  fomum  scqucniem  : 

n  —  1      fqtf  -t-  g(f^  -h  hff*  -h  etr., 

ubi  J  ,  gj      Ole. ,  ei'Uiil  lunciiou»  s  ipsius  /»,  »;t  ijuiilora  slatueinu» 

a  --  s"  ^  s'/'  s  I'/'  ^  ^-'^'  -^  ' 
h     fi"  ^  A'/*  -<-  h"/>/>  ^  eu  ., 

h"      +  clc,  eic. 


XXIV. 

/tiqoâtiones  art.  XXII  in  casu  nostro  suppediUinl 

irlr\'       i<lr\^  tir    rf«       dr  do 

Adjumentoharam  eqaaiionum ,  quanim  quinu  et  sexta  jam  in  reliqois  contî- 

nfiitur.  s«'n»*s  fvoirî  pofcnnit  pro  r.  i^,  nt,  vel  pro  qtîil)us!ibr"t  fnnctionîhtis 
haruiu  quaniitaium  ,  e  quibus  cas,  qiue  imprimïs  atteiitioue  »unl  dign.-f  ,  hir 
sMteniu. 

Quiun  pm  valoribiu  infinité  p«rvit  ipisnini    ^  fieri  defceu  rr= pp-¥-  qç, 

M'i  ifs  pro /■/  incipioi  a  ffrminif*  f>/»  -h  qrf  :  iPrminos  alliorum  onlinuiD  ob(in<'- 
luiu per  methodam  coet'iit  ietitium  indeteriuinatorum       «djamento  cqualioiiis 


/  I    d.r/-  .'        îd.rrx*  , 


(*;  Cilcultim.  qui  per  aoonnlla  arlifiri*  paullulitin  aMMht  poMtt,  Ue  admiberr 

siip«rfliiuiii  diiximus. 
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(  •  J  "  =  rr  ^  i/>/'w ^  î/'/''^  ^  (•/'■-  rJ"J")/''ii 

Dein  habeoms ,  duoenie  formula  rsmi^= -^«rj— 
nec  nou  pcr  formuUm  rco»<j'  =  ;  •  "^—^  « 

Htnc  simul  iimomctt  angoliu  ^>  Perinde  ad  cotnpulum  angtUi  9  (uaciniira$ 
evolvuntur  séries  pio  rcMf  «iqve  rniif ,  quilnis  ÛMemunl  aqiutioiic»  difl»- 
rentialet  partiales 

<f.r«a»f  .   .        .  ilm 

— '  s=  M  CMf . «11^  —  r »in^  .  ^» 

rt.rcosç  ,  .  di 


^  — T^l^ 

rf.rtinf        ...  r/s 

H  COS  Y  ■  ^  "+*        T  *  ^  —  **  ' 


^piMQin  oomlniittîo  «iq|ipedîtat 


r  «n iji  H  .  rcosf  ,    rf  .  /•  cos  » 

 _  I  4-  r  COS  w  ■  -   ,  -  -  i=;  r  c  w  o, 

n  dp  '         ilri  ' 

 ^  -H  r  CM^Ir  -  T     r  «.D  y. 


68. 


HïiiG  hrWf  <-\olvamur  «erica  pro  r CMf ,  rsin  f  «  qaanim  termini  prinû  mtni- 
festo  e»M  dcbent  />  et  f ,  pnta 

[4]     r  eoe^  =  ^  +  \fyqç  +  i^j/'/^p^v  +  {Hf -TiPDP**»^''^^' 

[5)  »  «m f  9 -kppp^ -'jyt-iiir-iirr)?'^'-^' 

—  ^tPP99—ng'p'99 

E  combiniinone  aequatioDum  fa],  f)],  [i],  f5J  dcrivari  potaet  séries  pro 
ffcos(^      -  I.  atqaebinc,  «lividctiilo  p<r  scricm  [i],  séries  pro  co${^-4-p), 

,1  l'I  V,  ni  iii  prn  ips'i  nii^ulo  l  -  -,  fles<'<'iid<"re  Iir«>n't   Fli>î;3ntîus  lanicii 

c  kIciii  otxilu-lur  M-qut'iiti  iiii^o.  Dtth'riMitiaittk»  iiX|ualioi)cm  priiuam  et  sceau- 
dani  ex  iis  tjax  ÎDitio  hnjiis  srticuli  ailatae  sant,  obtînemna 

siin(. .  ^ -H  «  cos  i|»  .  ^ -(- sin  <(» .     =  o , 


qua,  combiDAU  cum  bac 
prodU 

•  •    •  T-  -I   -   h  r  cos  û)  •  — —  —  o. 

M      dq        n  dp  ^  dq 

K\  bat-  arqoalîone  adjumcnto  methodi  oociBcicntium  inciotormiiialonnn  facile 
flii-ivmus  *<'rip!n  pro  ^  4-  .  *î  jH'1'jn'inlinjtii  ipsius  loruiinum  priinuiii  csm."  »ii> 
bci'c  j  ~,  radio  pra  uttilalc  aixcplo,  afqiie  dénotante  an  periplieriam  circuli , 

[6]      *  +  ç  =  i  1T  -  tj'ppq  ^  ( i/  '  -  i/-/'>)p»ç  -  ete. 

—  e^pv^  —  i.^'f'i'fç 

Opcr.r  prelium  vidcnir.  etiiirT  ?»n>3ni  trî.uiguli  ABD  in  scrîem  ovolvor*-. 
Hiiic  «■vulutioui  iuscrvit  ;equatto  condiiiouaiis  sctjueas,  qus  e  consideraliu- 
nîbus  gcoDietricis  satis  obviU  facile  derivatur,  et  ïn  qua  S  aicim  qattsUam 
dénotât , 

rsin'/   ./S  ,   dS     rsiaib    ,  , 


—  54i  — 


itttcgratiouc  •  f  =  o  iacepu.  Hinc  «îlicet  obtinemu»  per  meikodom  Gocfficieii^ 
lirnu  iudeicnninatorum, 

XXV. 

A  fomiilif  artkuli  pr»red«ntM^  qiue  rderuntur  ad  triangulam  a  Uncia 
brevitnmis  formatum  rcctangulum ,  pi-ogredîmiir  ad  gencralia.  Sit  C  alîud 

punclum  in  caJfm  lim-i  I)i  r\ i ,^inl.^  Dlî,  pr«i  quo ,  inaru'iilc /» ,  charartfiTS  y', 
r',  ç',  tj(',  S',  eadeiiuiesisiM'iit ,  t\u.f  y,  r,  ^  ,  ^,  S  pm  punt  lo  H.  ha  iiiiiur  Iriaii- 
gulum  ïnter puticta  A|  U,  C,  «ujus  aiigul».*)  jkt  A,  B, C,  lati-ra  uppusiu  pi-i  «, 
aream  per  «  denoianuui;  menauram  eurvatune  in  punetis  A  ,  B,  C  reap. 
per  a,  exprimenius.  Siipponeudo  îlaque  (qood  Gcet),  quaDtiialMf  /»,  q, 
q  —    ease  positivas,  baboatus 

A=sf  — f',  B  =  »f»,  C  =  ir— t^',  —  f',  b  =  r%  c  =  r^  çsbS  — S'. 

Anie  omda  aream  9  peraeriem  cvprimemiis.  Mutando  in  [7]  aingulasquan- 
tîlates  ad  &  relatas  in  eas  que  ad  C  rcferuntur,  prodit  formula  pro  5',  unde, 
usque  ad  quantitates  sexii  ordinia  obtinemus 

\   -Ti6H'/-*-9')i^PP'*-i99-i-4qq'-i-49'9'i  > 
Hsc  fomuila,  adjumeaio  serieî  [a],  pau 

enn^^p{i    - -/"qq —  if  pqq  ^  !  g  '^r'  -  et»  -), 
transit  in  sequentem  : 

vssiocainBj  — rif  P^/>  PI' —  ^  '77     7  '7'/''/" 
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M«nMir«  curvatm»  pi«  «juovi»  superficiei  puncio  fit  (per  art.  XDL,  ufai 
m^Ptq eniu «pie  hic  «mit  n,  9, p) 

n    dif''  I     ffjq  i'Xc. 

=  —  a/"  —  6  *9  —  (la  A  —  —  c»c. 

Hî&c  fil,  quateDiu |>,  9  «d  panctum  B  refinuntiir, 

(5  =  —  ./>  -6grg— %rPP  -  «éfW  -  («a/»*—  a/»/»)  W  -  etc., 

iwc  non 

7  =  ^  a/"—  r^fp—^^^q'—  a/>/i— {la/»»—  a/V)y'v'— «le., 

lniroduc-«-ii<lo  ineiisuras  curvntuin'  !m  M  r  it  y\u  1 .  i  lniiit  inus  exprcMÎOliem 
acqueutem,  luque  ad  quaoïitalcs  sexti  ordinis  (excl.)  exactam, 


iB 


I  -4- 


4fY)) 


Pl-iedaio  eadetn  nMnèbît,  n  pro  p^  f ,  sttbttittiiniiu  csinB,  ccoaB, 
ccmB  — a,  quo  pacio  pradit 


/  1  4-  ;-7-,  «  (3  aa -f-  t\CC—  ^OCOOSB)  \ 

9sa{ac«inB|    -f-;-j7|S(3a<i-t-3cf  —  laaccosB)'. 

(    -j- ris  y  (4<»«-H  3cc—  9<k;co»B)  ) 


Quam  ek  bac  aequatione  omata  qn»  ad  lincatn  AD  normaliter  ad  BC  diwiani 

rcfiMuiiiur  c\aiiuerint .  rtiain  piittria  A ,  B,  C  cum  oorrdatM  inter  se  pemm- 
ure  licebîl,  quapropter  crit  eadcm  prxxisione 


[9] 


9  =  ;  6c  sin  A 


u  z^\ah  sin  C 


I      ~  a  (  3  i&  •+-  3  ce  —  \ibc  cos  A)  \ 
-^-  rb  K  (3        4    —  9     «•««  A)  |  » 
-H  77-,  7  (  4      -t-  3  ce  —  9  ôt"  cos  A)  ] 

I  -f-  Tj-;  «  (  3  art  -f-  4  ''''  —  9     f'O*  C)  ] 
-(-Tf,  ^:  (4a«-H3M—  ;)fl/'cos.C)  ■ 
H-  ,•—•/(  3  «<i  4-  3  Ai»  — 13  aft  cos  C)  ) 
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XXVL 

Magnam  ulilîtiieni  aOktt  oomideratio  trianguli  plani  rectilînei,  cuji»  la- 

Uîra  xqualïa  siint  ipi^is  a,  h.  r  .  .iTi£;iiîi  illiu»  irîaiif^lî ,  quos  por  A*.  B*.  C* 
«K'signabimus,  différent  ab  aiigutis  Irian^li  in  superOclc  curva  ,  piita  ab 
A  ,  B,  C,  i{uauUuiibu$  sccuudi  ordiuU,  opcr;equc  prutiuin  cril,  lias  iUHeivu- 
tias  accnraie  evolvwe.  CaleiJoniDi  autem  prolixioram  qium  difliciBoraiii, 
primaria  momoiita  apposuissi>  sufiîrict. 

Mutaiido  iii  formiilis  [i],  [^l-  [5],  quaiilitali;»  qu<<>  r»>roruulur  ad  B  ii»  l  as 
qux  referuumr  a<i  C,  nancijcemur  formulas  pro  l'r',  r'cos^',  r'  siaf'.  Tune 
cvolnUo  expmsroiiis  rr 4-  r'r' —  — 9')''"  ^  •  '''«Mf ' —  a  r  lin  ^ .  f'iinf', 
qiiae  fil  —  hb  +  ee-^aa — afrccos  A  =  a  ftt- (cos  A*  —  co»  A) ,  combiuata 
cnin  ovoluliour  fxprc*»tmn>    /  r' m»  ^'  — '  r  CM  f .  r' «inf',   ijua;  fit 

=  6c$iii  A,  suppcdiut  formuiaiii  M.^uviitt'm  : 

.■o» A*  -  cos  A  =  -    ~^')  /»  siu  A     (,'./'-  hf^DPP  -t-  A  g>  1 V  +  V  )  !• 


Hiric  Hl  porro,  u«{ue  ad  ijuanliiatcH  qutiiii  onliiiis  . 

A*  -  A  =  -  (9-        î-i-      V  (<7  ^  7')  ^  ;     W9  ^  7'7 


Coinbiiiando  haur  formuiam  cum  hac, 

atque  cwn  valoribus  quautitaium  oc,  ,3,  -/  tn  artîcttk»  pnwedenle  allalia,  oblï- 
nemtuiui}ttie  ad  quantitates  qoiuU  ordinia 

Per  operationca  prorsua  similea  evolvimaa 

(     n  *  +  ;  3  +    7     r.f'pp  -  r.  «X^^+ff')  ) 


j-^  T  '»  14  vy  —  I  '/V  •        H  I  l 
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Hinc  simid  dedueimus,  quum  cumma  A*+D*+C*  duobus  reriis  npialis  sit, 
excrasum  ■onunie  A     B  +  C  supra  duos  angnlos  rectos,  pnu 

Hicc  ukitui  «jDatM)  etiam  formula-  [6]  supi-strui  |>oiuUsei. 


XXVIÎ. 

Si  supcriicics  curva  osl  spli.Tra,  vujus  radius     R,  t-iii 
Hînr  fornudi  [i4]  fit 

A  -t-  B  -!-  C  —  Tt  1 
lin 

qu»  prscisione  alwuluta  gaudet;  ibniiulie  [itj,  [taj,  [t3]  aatem  suppcditani 
'*-3Îl^-75Î5ï(F/'-aW  +  »??'-*-»yY)' 

■ 

*ivr  SMittc  exacte 

=      sis  -  ' 

Vi'gln  ti»  qti  niiituilms  quarti  ordînis,  prodit  hinc  theorema  notum  a  dar. 
Legeiidiv  primo  prupositum. 
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XXVllI. 

FornittUc  nostra;  générales,  rejcctia  termînîs  <{iiarti  oïdiniS)  persimplîccs 
evadunt ,  scilioet 

A*  =  A  —  ,' •  ï  (  a  a  -h    ^;  H-   7  )  .  k 

=  U  -  a  ^  ifi  ^  y), 

C*  =  C  —     T  (   a  -H   6  f-  -iy  ) 

Aiiguli»  ilaquv  A,  B,  C  iu superticit:  uou  splia-ricii  rtxluri ioiii-K  irui'quales  appii- 
cand»  »unt,  ul  muUUMvin  âbiis  lileribus  uppusiiis  Gant  pix^portionales.  Iiup^ 
qtutitaa,  generaliter  loquendo,  erit  ienii  ordini*  ;  at  si  raperfidca  parum  a 
»p)uTra  disrtrpat,  illa  ad  ordiDcm  alliurt-iu  n-fei^nda  erit  :  in  Iriaiiguiis  vol 
inaxiniis  in  supcrdrio  t«<lluris.  ([uoruin  quidoin  angulo.s  «linu-liri  lirt-t  .  clifTc- 
l'ciilia  M.>mper  pro  inscuâibili  haberi  polcsl.  lia  c.  g.  in  iriangulu  luaximo  inii^r 
ca,  qu»  anni»  pnecedentilms  dimcmi  sumui,  puU  inter  puncta  Hobehagen  , 
Rrocken»  ludslnTg,  ubî  exceuus  summa-  angulorum  fuit  =  i4%85348,  cal- 
culas aequeaies  raductUmes  angulU  applicauda»  prodidii  : 

Hobehifen.  .....   ~  i.gTmS 

Brockcn  —  4  •  S)^  '  ^^4 

InseUberg  —  4>9^i3'- 


XXIX. 

r.fdunidis  «  aus.i .  ndhnr  t^rimparationem  are.T  trîanguli  in  suiHTlu  i»-  ini  va 
rum  arva  iriauguli  reciilinei .  cujus  lalera  suo(  a,  b,  c,  adjtcicmus.  Aifam  po- 
«iciioreiD  dsnotalninus  per  ?    qaas  fit  =  ^bc  aîn A***^  \ ac  sin B*  s  ^ <t&  sinC*. 

Habemus,  anpie  «d  quantîtaiet  ordinU  qnaitî , 

•in  A*  «  «in  A  —  7^  «  cos  A ,  (a  «  -I-  j5  H-  y) , 
tive  aique  etacte, 

■in  A  =  sin  A* .  fi     j-^hc  cta k .  (a«  -i-  û  -(-  y)], 
bubslimiu  hoc  valore  iii  l'ormula  [  tjj .  «  rit  usquo  ad  ({uaiiiitaii-s  stxti  orditiu, 

/     '  -t-  rfî  *  (  ''''     ^     —  ^         ^  )  i 
a=  i6t'sinA*.|  ^  —  v^i'^t'l'     .\vc  —  4  6c  ros  A)  !, 

'  -f-         ■/  (4  ''''  -+-  icc  ~  4  frc  COi  A  )  I 

«9 
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Pro  superâcie  sphaeriea  hmc  foraula  scquentem  induit  formam 

a      a*  [ï  -h     X  (««  -i-  l>h  -T-  t't')]. 

(       loco  etiam  sequcntem  salva  eadempraeciaione  adoptari  poa««  facile  coolir' 

juatui 


_    ,    /" «inÀ  .  wftB.tioC 
V  »nA*.ilo]ir.«iiC*' 


Si  eadem  formula  triangolîs  in  superficie  cunra  non  sphaBiica  ap^icatur,  error, 
gcneraliterlotfuendo,  eril  quinti  ordinis,  led  iasenubilia  inomnilias  triangulis, 
qualia  in  auperfide  tellttris  dioicUri  licet. 


NOTES  DE  M.  LIOUVILLE. 


NOTE  T. 

Sur  iei  courbes  a  doiibU'  courbure. 


I ,  .Nous  aurious  beaucoup  à  ajouter  à  ce  i|uc  Muiigc  a  dunué  &ur  \iis>  i  ouiLh*» 
»  double  courbure.  Mais  couune  la  plupart  des  dëuUt  dan»  letquels  nom  pour- 
nom  entrer  cnumoant  ces  courbes  se  trouvent  déjA  conngn^  dans  des 
ouvrage?!  tr^-i-rt'panilus  <>t  ont  niènic  }>as<>é(lans  l'enscîgneinent  ordinaire,  nous 
M  t  ous  trt-s-brt>t  dans  ce  rjue  nous  alloiu  eu  dire. 

Soit  inniwTmT. . .  une  courbe qudeonquc.  Gtntid^rous-la  comme  remplacée 
par  ui)  polygoui-  infinîtdsimal  iusrnt  ijui  »e  ronfondra  avec  elle  à  la  liniile: 
mm.  in  lit' .  m"  in',...  «ci'Oiit  les  ciilés  sureessifs  de  ce  polygone.  !.<  piolon- 
^euieut  de  l'élénieat  rnm'  ou  d$  doniu-ra  la  tangente  en  m.  Rapportons  la 
courbe  à  troix  axa*  recian^laires  Ojc,  Oj  ,  Os.  Soient  x,jr,z]m  coordonnées 
dn  point  m,  el  x-t-  <£r,  jr  H-  ifyi  z-^-dz  celles  du  point  m'.  Les  projection* 
de  ih  les  trois  axes  seruut  rcspe<'tivemeril  dx tly.  riz.  En  nomiuant  doue 
a.     y  les  angles  de  <^  ou  de  la  tangente  en  m  avec  t-rs  axes,  on  aura 

*""<*=^' 

di:  plus 

ih  —  \ilx'  -f-  d)  -h  t/z^ . 

Le  plau  mm  ni  des  deux  éléments  euu&écutir»  «♦//<',  nî m  est  le  plan  oslu- 
loteur  de  la  courbe  en  m  :  le  cercle  tracé  dans  ce  plan  et  qui  passe  par  les 
trois  points  m,iii^,m%  ou  q[ui  a  avec  la  courbe  deux  i-léiucnis  eoniiuuns,  e»t  le 
ceiv/f-  osculatcur;  S4>n  rayon  est  le  rayctn  de  l.i  |it<  iiiirie  eourbure,  ou  sim- 
pieiuenl  le  rajon  dv  courbure  de  la  courbe.  Il  est  iu-  »  I  angle  de  contingence, 
je  venu  dire  à  l'angle  «pie  font  entre  eltes  les  deux  tangentes  consécutives 
obtenues  en  proloufeant  mm'  et  n^m'.  Il  est  clair  en  cflèt  qu'on  a 

(h 

tli  étant  l  augle  de  contîngenee.  Pour  de»  courbes  ayant  I  éléiueut  df  eonuuuu, 

69.. 
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la  valeui'  de  o  csl,  comme  on  voit,  invcrscmoîit  projwttioniicllr  à  l'ant;!!'  <lp 
<  onlineoiicc  ti-.  F,a  courbiiro,  au  coiiliaire.  qui  se  mesure  iiaUirdWinvnl  pai  ta 
valeur  inverse  du  rayon  de  courbuie,  ou  par  la  fraction 

I  d, 

rsl  directement  proportionnelle  à  dï. 

Poui  former  la  valeur  dc^f  «  je  mène  par  l'origine  des  coonlonm  es  deux 
«Iroiies  OA,  OB  rrs|i€< iiv«-nieni  parnHf'Ies  à  innt'  et  w'm",  ei  de  plus  égales  entre 
Ma  Cl  à  l  uuitc  de  longueur,  »  n  sorte  que  OA  ^  OB  =  i .  L  angle  AOB  ou  ih 
sera  meMiré  par  Tare  d«  cercle  AB  qu'on  peut  regarder  comme  une  petite  ligne 
droite.  Mais  les  coordonnées  des  deux  pcnnta  A  et  B  sont  ëvidemmeni 

eos  a,    cos  j3,    cos  y, 

et 

cos  «  -h  ticos  et,    cos  ^  -h-  </co»       coé  y  -4-  tivos  y. 

On  a  donc 

« 

et,  par  suite, 

 ds  

^  ~  Vl^'oot «)'  +  (dan     +  [timyy 

On  peat  domicr  è  cette  expression  des  fbnucs  trts-diverses.  En  mettant 
pour  cos  SI,  cos  J3,  cos  y  leurs  valeurs,  elle  devient 

p 


et  se  réduit  à 


lorsqu'on  prend  jr  pour  variaUc  ÎDdëpendanie,  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose  tis 
constante.  Plus  génuralement,  et  quelle  que  soit  la  variable  indépendante,  on  a 


^[dtd'x  —  dxd'tY-¥  (dtd^j  —  4-        a  —  d»4*iY 

En  développant  la  quantité  son*  le  radical  et  observant  que  Téquation 
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duiuie 

on  «rrive  mténicnt  encore  A  cette  foimc  nouvelle 


ou 


V        /  :       ,h,i\r  '-i-'<h(/^j:  —  tlj:d-tYH-î^<Lc(i'jr  —  dxd'xy 

'i.  Ou  peut  «'iiliii  transformer  1  «.-xprcsAion 

—   -      -  *  _ 

^       V  ('/co*  a)-  ■+-  [tivos       H-  (f/i  iis  ■/)' 

eu  exprimaiil  les  trois  angles  x.  ,3.  y,  qui  sont  li<  ;>  tutrc  eux  par  réf|UMlioii 

<'0s-  a  -+-  fon'  (3  -H  eos'  7=1, 

aa  mojeD  de  deux  angles  seulement.  Sait  en  elTet 

0Mj9  =  nnaaini,    0017  =  *in«coai\ 

et  l'on  tronven  mu»  peine 

d^où 

_  di 

^  ^-htàn*adl^' 

Cette  formule  peut  servir  à  trouver  généralemeui  les  courber  pour  k-àquclK-» 
la  valenr  du  rajon  fie  courbure  p  est  une  fonction  donnée  de  f.  En  eflêt, 
l'équation  des  courbes  cherchées  étant 

rf«*  4-  sin* «  rfi*  =ï  ^» 

et  les  variable»  x  cl  1  pouvant  être  regardées  coiuiuc  des  foucliou»  de  s  le  long 
de  cbacune  de  ces  courbes ,  il  est  visible  qu'on  doit  prendre 

da  —  sin  if  {$) 
stn  <t       cos  (}  (■<) 

la  fonction  -  (fl  ('tint  rtrl'itrair»".  Fn  pnrtif«l»ri«;.-ïnf  erfli^  fonnion.  on  obtirniira 
aisément  de*  courbes  diverse»  qui  jouiront  toutes  de  la  propriété  demandéi^^. 


—  ')5o  — 


Avanl  vvi  >  Ifi  t  -j  <  (  /  i  ii  ioin iioti  «lo  oii  vr\  rojxliira  en  fonclioii  de  la  mèiin' 
\ariablv  les  valeurs  do  cosa,  cosji  ,  co* -^j  par  siiilr  de  </j. ,  r/j ,  r/r .  <•»  «•ndn 
de  «r^  ^,  «.  L'âimîiMlîoii  de  i  entre  les  troîi  équations  qui  donnent  a  ,  j  .  , 
fournira  donc  les  équations  de  la  courbe  ou  plot^^tdes  courbes  cherchées. 

3,  -Nous  avou&  donné  1  cxpn'ssion  du  rayon  ù  du  tcn-k'  osrulnU'tir.  Un  p«'ut 
désirer  aussi  de  counaitre  le&  co&iuus  des  angles  que  ce  rayou  fait  a%ec  les  truis 
«XK5  Ojt,  Ojr,  0«.  Or  si  Ton  prolonge  réléuent  mni  d'une  qnaiitîlë  nin  égale 
à  râément  suivant  ni  m  et  qu'un  {>ni;n>   /</»".  il  ci^t  clair  que  la  direction 

de  nm  piTolongi'-e  scca  .'i  lu  limite  {-elle  ilii  i  hm  h  i  (  ri  Ii-  cpm  ul.iteui'.  D'ail- 
leurs ««m'eiil  visihienieul  parallèle  à  la  droite  Ali  du  n"  i,  puisque  les  triangles 
AOB  et  fin/ m'  sont  tous  deux  isocèles  et  que  d<'  plus  OA  est  parallèle  i  m'n, 

OB  à  m' m" .  I.e»  cosinus  demandés^  que  nous  de-signerons  par  ci>s(i:,.r), 

(  0  .  >  1 ,  l'iK  f  :■  .  z\.  siilil  iKitn-  ceux  tfi'-.  .ifi^Ir>  que  l.i  lil'niti'  \Vi  f.iit  -i^  c<  Ic^ 
axe*.  Mais  les  dillerenci-s  des  coordonnées  de  uiënie  nom  pour  les  points  A 
et  R  tout 

dem  «,      cos  |S,    d  oos  y. 


On  a  donc 


,  .  </cos 
cos(/»,x)  = 


cos  (p»  z)  = 


Vl<lcas -I- (</oos        («fm  7 j' 

 »/r<isp  

^(rfeos  «)•  +  («r«os    +  {*/<»•  7)'  ' 


«u  bien 

4.  L  équation  du  plan  oscul.iteui'  ininm  est  nainrellement  de  la  tor  nie 

A(j:'  — X) -h  B(j' Cl«'  —  *)  =  o, 

.r',  1  ({«'signant  le<<  coordonnées  courantes:  cl  la  condition  de  passer  par 
le  point  m',  ou  de  contenir  la  tangente  en  m ,  donnera 

Kdx  -+■  Brfr  •+■        =  o. 

Celle  équaliuu  devra  luènie  subsister  en  au^iim  auui  le  premier  membre  d»-  su 
diSSérentictlc,  puisque  le  plan  osculateur  doit  aussi  oontcnir  la  tmgeoie  au 
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point  ai  dont  les  coordonnées  sont  x  +  «ir,  j  ^  djr,  z  d»t  *u  Hea  de  Jr,  >%  « 
Donc 

A  rf»  jf  -f-  B</»j'  -I-  C<f *2  =  o. 
De  là  ou  conclut  aisvuacul  cjue 

A  :  B  :  C  ::  àyd*z  —  dzd*y  :  dsd*t:  —  dxd*z  :  rfrrf*^  —  tfyd*x. 
L'équation  du  plan  otcuUiaar  oat  dès  loi» 

^  (dxfi\y  —  dyd'x)  {:'  -      ^  o. 

Los  rosinu»  des  anglos  ,  f*,  v  rpif  ce  plan  fait  a\e«'  le»  trois  j)latiR  roor- 
doiinc»,  ou  (ju'uuu  pcrpcudiculaitu  OL  à  er  plan  fuit  le»  trois  axes  Oj% 
Ojr,  0«,  sont  aisés  à  obtenir.  Pour  en  simplifier  l'expression,  on  se  rappdlera 
ifoe  U  somme  des  carrés  des  trois  quantités 

djrd*z  —  dzd*j,    dzd*  x  —  dxd*      dxd*^r  —  tfyd*  x 
est  ^ale  à 

d'après  une  des  formules  du  a"  i;  et  l'on  trouvera 

=  — sï  ■* 

CO.V  jg;  . 


ou  bien  encore  on  prcudia 

cosl 

COSfi  = 


eos  V  = 

en  posant 


L 

M 


tfyd'z  —  dzd'j^Lj    dzd*  s  — dxd*  s  =        dxd\x  —  dyd*  x  = 
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1]  est  bon  d'ohterrer  qu'on  *,  identiquement, 

rl.  par  »uili?, 

4 coêl  dx -h  d CM judjr -h  dvwvdz  s  o. 

L'aagle  infinimcDi  peiil  i^v  conipris  entre  deux  pUni  oaculatenis  conié> 
miiifs  on  entre  les  deux  draiies  QL,  OL' perpandieulairas  à  ce»  plans,  s'ob- 
(ii'iidri.  comme  Tangle  de  contingence lie,  en  prenant  OLbOL'sbi,  don 
militera 

LL'    ou    dïi  =■  ^{dcoi  À)*  -t-  (dcoh  p)'  -K  (Jcu&  >* )'. 

Si  la  GOttrite  mn^m'm'''. . .  ^taîl  ^lanc,  on  aurait  dr,  =.  o.  he  rapport  r  de  ds 

;"i  // r,  <'st  ce  qu'on  uomme  le  ray<ui  de  la  seconde  courbure  de  la  rouibo.  ou  bit- n 
<'ti<  on-  l«-  rayon  de  Jiexion  ou  de  torsion.  Ce  rayou  est  ainsi  donné  par  la 
ibi  luult; 

rs=       ■  — 

ij{de»  X)>  4-  («'«oa     -H  (</cos  *f 

Ini ,  romu»  pour  le  rayon  on  pourrait  exprimer  l,  fx,  v  à  l'aide  de  deux 
angles  seulement ,  k  cause  de  la  relation 

coa'  X     a»*  1»  -»-  eoB*  »  =  i, 

qui  (>t'nnet  de  faire 

co»  ^  =  siu  ^  sin  o,    cos  v  =  tin  X  cm  Cf, 
moviMiuani  qBOi  on  a 

Wco»  Xy-i-  {dcot  fi)*  +  (rfco*  «)•  =  dl*  -h  sîn«  l 

cl,  par  cumëqufiit, 

di 

r  - 

^dV  -I-  gin*  1  rfv* 

Les  courbi.-s  pom  lesquelles  la  valeur  du  rayon  de  tonîon  e»t  une  fonction 
donnée  de .«  sont  fourme»  par  l'équation 

dÀ'  -t  »in»  X  da*  =  ^» 
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on  prendra  pour  /-  ia  fonction  <ionn«e ,  et  que  l'on  tn^HpDoiiiiiie  l'éqnaUDii 


nu 
aiialogne 


dont  noos  nous  sommes  oocupéi  ci-deMua.  On  aura  ainsi 

=  sin  f  («)  ^1    nnXdtt  =  cwY(.i)'^\ 

f  (*)  désignant  une  fonction  arbitraire  dtv«.  Ces  foi  iiuil<  s  comluironl  aux  valeiii-s 
de  X  et  o,  et,  par  suite,  de  cosX,  cos^,  cos     exprimées  en  s.  Pour  ii\uir 
« ,  on  se  servira  ensuite  des  équations  identiques 

cos  À  iIj:  -f-    co&fkdj  -h    cos  v  r/s  — -  o , 
qui ,  combinées  avec  la  formule 

dx*    ify* dz*  =  d$\ 
donneront  les  valeors  de  <£r,  tfy^  dt  sous  la  ferme  f(s)  ds. 

ir  Kn  développant  le*  valeurs  de  (t^cos  X)',  (Jcos       (</cos  v)*,  on  trouve 

sans  peine 


«If(L'-t-M'-HW') 


V(  V  +  H»    n*)  (dV  -f-  4M*  -H  éJH*)  —  (LifL  4.  HtfM  +  Il<f  N)' 
d'où 

 WS»(L'-»-M'-H  N') 

~  VCL'/M  —  VLdLy  -h  (  Ni/L  —  LrfN)'+  (MrfN  —  NrfM)** 

Mais  on  a 

De  plus,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  trois  rapports 

L4<M  — MrfL     KrfL  — Lrfit     MrfN  — MrfM 
A       '  <^       *  «te 

'  sont  ^aux  entre  eu«  et  1  la  quantité 

dz  {d*xd*y  —      J»Jr)  -i- 1^  (rf»«rf».r  —  dxd*») 

'k-dx(d*yd*z—d*td*  y).^ 

70 


Digitized  by  Google 


554  — 

Il  est  facile  d'eu  condnrc  tjae 

__         («farf*t  —  tfyd'xy  +  (Arf^x  —  tùed*ty  -f-  {4rJ*t  Ad^^y  

'  ~  dt  {d*  rd'x  —  rf'-^)  +  «<»  [d*  td'jt  —  d'x  d's)+dx  (<f  »/  «1»  »  —  rf«*rf\>  )  * 
\«leur  <jui  peut  «"écrire  anssi 


r  =  ■ 


ou  encore 


7.  Si  l'on  applique  les  formules  qui  donnent  les  rayon*  p  et  r  A  Thélice 

I  :i  i  r  iir  un  rvHndre  droit  &  base  cin  ulaiir,  on  trouve  que  1rs  deux  rour- 
biin  -  (Il  riiiHirp  sont  conslanli'S ,  fjtii  iln  rcslt'  est  évitlcut  à  |iririri.  I.o 
valcui.-»  tonstautcs  de  r  et  soiu  d  .iillciiis  quclcuiic^ues,  el  ou  les  rendra  égales 
»  des  quantités  données  en  dis[>usaut  du  rayon  de  la  base  du  cytiodrc  et  du  pas 
de  l'hélice.  Réàpmquement,  il  est  visible  que  toute  courbe  dont  les  deux 
courburis  sont  rmislatili  s  ne  pCUt  fiirc  qu'une  île  nos  liélircs,  ear  en  faisant 
t  <iinciil<;r  une  de  iri^  hi-lir  i'.-,  avec  la  courbe  dans  lioi^  ('l<'men»<i  enn«if'-rnîi(s  niin  . 
m  m\  in  m",  ainsi  «ju  on  le  imnl,  les  cléruouU  suivants  seront  tous  deieriuiués 
et  les  oiAmcs  pour  Théliee  et  la  rourbc  d'après  la  condition  de  constance  des 
deux  rayons.  M.  Puiseux  a  démontré  ce  même  tlu'-orènie  analytiquenieiit  on 
partant  «les  l'ormules  qui  donnent  r  et  c  et  eu  eherehant  directement  la  eouihe 
potir  InqiicUc  ces  deux  quantités  à  la  foi*  sont  eonstantcs.  Son  analyse  est 
élégajile  et  offre  un  bon  exercice  de  calcul.  M.  Puiseux  prend  pour  variabk- 
indépendante  Tare  s  de  la  courbe.  II  a  donc  cm  deux  formules 

(i)  ft  = 


^{d'xt*  +  {d'yy yH*»y 
et 

,  .   dM*  

''~  f  -Ld^x-h^dy-htid^i)^ 

d.nis  l.i  ^eeiindi^  (les*jiielli'S  nmi»  nous  MHivtnon:»  <jue 

Le  probltoc  à  résoudre  consiste  à  int^rcr  tes  équations  (i)  et  {a),  dans  les- 
quelles (»  et  r  sout  de»  consuntes^  et  auxquelles  il  faut  joiudte  la  relation 

(3)  dx'-i-dy'-t-ds'^ds\ 
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Fm  diirérentînit  cette  dernière  t^qualioii,  nous  trouvons,  à  eausi^de  tl^  f 

(4)  djed*x  -h  tfyil* y  -»-  *hd*  z  r.s.  «. 

Dt^  l'équation  (i)  nous  tirons 

l'i  (  Il  dillfi'i-nlianl , 

l'tl  t/.vtVr^fijti'j  -h  d*  zd  '  Z  o. 

I/équation  (a)  nous  donne  ensuite 

ra' 

ilitlercnliuo»  et  reiiiai'(|iioii.s  i|iic  l'on  a  i<l<-iili({ueiii(-ii( 

dLd*x-i-dMd'j  -t-d^d'z=o\ 

il  vivnt 

hd'x-hMd*j-i-7id'z-ii, 
ou,  ce  qui  est  la  même  choac, 

(6)  L] dx  -r-  Mitfy  -hS,dz  =  Ot 

ru  faisaiii 

L,  =  d'jd'z  —  d'zdy,  lA,  =  d*zd'x^d'xd'Zy  S.^d'xd'j  —  dyd'x. 

Si  maintenant  nnu»  tlitUTemioo»  deux  ibis  de  suite  l'équaiiou  (4)]  nou» 
trouverons,  en  ajrant  ^ard  à  1  «^atiou  (5), 

dxd^x  -H  thrd*y     dzd*z  —  o, 

et  de  celle  dernière,  jointe  à  ré]UAUon  (4)>  uo*»  conclurons  facili'mt'nl 

,1,    ^  ,lr  (Iz 

I.   ~  M.  S, 

Nniis  iMuivotiN  ilftiM  .  tl.ni-,  l'ùjualiolj  (rti.  it;iii|jlj»(  T  j/.r,  <{\  .  dz  par  le» 
ijuauiiic»  proporliouiH'Ikï  L|,  M,.      -.  il  nous  \ieui  d<>  c<^itc  ta^on 

1.;  4-  M:  ^-  .N|  =  «. 

<■! ,  par  ninscqucdl , 

(7)  In  M,   -  u,     N,  . 

Le6  expressions  désignivs  par  1„,  tM,,iN,  «laul  dea  (tilleieiiLielle^  e\a<  i«i>. 

■ÎO. 
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on  peut  înt^rer  immtfdiatenieiit  le*  ëqutioits  (7)  ;  on  trouve  atnti 


/nlésignaut  trois 


aiintrairet. 


i|ien^  nous^nSp^les^  troî>  équations  (8)»  après  les  avoir  nuliî- 
Ijîfareij^èâUvatfcnt  par<iL3r,/J?|^^f/*S)  il  nous  vieudra,  en  divisant  par  </■»*, 

'  ■  •  4jPj||^j[<<»j'-|.AJ*i  =  o, 


et  en  in«%rant,  et  nommant  ilt  une  constante) 

(9)  fdx-^gdj-hhd*=:^ids. 
Faisons 

/        _   g 


et  l'équation  (9)  pourra  s'écrire 


=  COS«i„ 


(10) 


cosWi  -♦--r-co»  W|  -h  j-  cos  W|  =  ,  ■  ■ 

*         A         A  ^/Tqi^î:^. 


Sous  celte  forme  elle  exprime  que  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  cherrhée 
font  dos  anglns  égaux  avec  une  môme  droilo,  et  cette  droite  est  CsUe  qui  fait 
avec  les  axes  des  coortlonn(H*s  les  angles  u,,  (>),,  w,. 

Pour  simplillcr,  nous  pouvons  prendre  maintenant  Taxe  des  z  parallèle  à 
cette  droite  :  nous  aurons  alors 


S=  OOSM, 


en  nommant  u  l'angle  consunl  que  font  avec  cet  axe  les  tangentes  à  la  courbe 
cherchëe* 

De  cette  ^Squation  nous  tirons      =  o,  ce  qui  montre  que  l'on  peut  prendre  a 

pour  variaUe  indépendante,  et  d>  =  Substituons  cette  valeur  dans  l'équa» 
tion  (3)  i  die  devient 

dx*  -hify*  =  dz*  tang*  », 


d  on  1  on  tire 


djr  —  ^ds*  tang*  M  —  dx*, 
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et  en  diflërenUaDi, 

d'yss  ■  -• 

Portons  dans  l'éqiMlion  (i)  le»  nUiunéùds^  d'seld'jf  \  elle  devient,  «près 
le»  mluctions, 

fi*  (f/'a:)'sio'  o>co«'(i>  —  (/s*  utt^'  ta— -dx'  dz-  : 

on  eu  tire 

«llBMCOSMa  -r 


cl  eu  intégrant  et  nommant  c  unr  constante, 


dx 

s  —  c—  zL  p  iiuacwfa.ucsxn- 


On  tire  de  ectte  équaticMi 

dx^dbdz  Mac  o>  ain   ^ 

^         f  sin  w  co»  » 

et,  par  conséquent, 

î  —  C 

a  étant  une  conitante. 
D^uii  autre  c6té,  Téquadon 


dj  =  rfd^  cang'  u — rfx* 

devient 

<^jr  s=        ung  (S  cos  — r*  ' 


psin  wcoaw* 


et  il  en  résulte,  h  désignant  une  nouvelle  constante, 

(la)  /  —  4  =     p  sin' M  »iu  — 


f  MDwCOSti 

Les  équations  (it)  et  (la),  d*où  Vùa  déduit  encore  eelle^î 

appartiemieut  à  une  hâice  tracée  snr  un  cylindre  droit  dont  les  génératrices 
sont  pareil^  à  Taxe  des  a,  et  dont  le  rayon  est  p  sin*  «i. 

Ainsi  rhélicL-  vsi  la  seule  coarbe  dont  la  première  el  la  seconde  courbure 
soient  à  la  fois  constantes. 


—  158  — 


H.  .M.  ncrlr.ind  est  parvfnu  par  tirs  ronsî<léralioni>  i;i'onu'lricjiics  à  un  auliT 
ilii'oioiiif  plus  !:<"ii<;ral  i-l  tiV-s-ri-niarimnliIr,  >a\oir.  «pu-  l'inlirc  iianV  siii'  un 
rvliiidre  ipU'Iconrjue  c»t  la  âcuIc  caurbv  pour  latjucllf  le  rapport  des  rayuii»  p 
ut  tée  coarbure  «t  de  torsioa  aoil  couiunt.  La  méthode  de  M.  Puîaeaic  ne paraii 
><■  pn'ier  à  la  dôinoiisi ration  Ji"  to  iiouvc.ni  llii'rkrème,  Ct  C**st  une  imper» 
t'i  I  Tiiii)  M-rilablt'.  On  doit  natun  IK  nu  ri (  i?«'-;ii  i  r  fie  v<iii-  sortir  des  nit'nies  for- 
niuieà  aualyU(|Ui»  deux  théoi èmcs  lies  de  si  pré^  I  un  i\  l'autre.  M.  berrtl  a 
réussi  à  lc9  cmbrasspr,  en  eflct,  djins  une  même  analyse,  ei  je  ferai  plaisir  à 
'nos  lecteurs,  en  iranserivaut  ici  la  Lctu-e  emore  inédite  <|ii  il  »  bien  \iiulu 
tn  eeriie  ;i  <<■  "W  Serret  a  fait  usage  de  eertnincs  v.n  i  iMi  ■>  i|u'il  axait  dë|à 

eniploytks  au  tome  du  Journal  dv  Matlééinatiifucs,  pour  résoudre  Je  pro- 
blème suivant  :  x,y^  x^s  étant  quatre  fonctions d^nne  variable  indépendante 6 
assujetties  à  vérifier  Téquation 

dx*  -\-dy*  -i-dt*  szdt^, 

(•xprimer  sous  ferme  finie,  et  sans  aucun  signe  d'intégration,  tes  valeurs  géné- 
rale» de  ces  fonctions.  La  soladon  de  ce  problème  conduit ,  par  exemple,  à 

lr'>u\er  des  C(>urbcs  à  double  courbure  qui  soient  à  la  Ibis  algébri»|Ues  «'t  reeti- 
li:d)Ies  algébri(|uenienl ,  ou  dont  l'ar»'  dépende  d  une  transeendaulc  doHué«".  Le 
piidilème  analogue  pour  le^  courbes  planes  dépend  de  l'équation  plus  simple 

*/.r'  1  c/i  '  —  th  , 
ui  »c  résout,  L'ouiuu.-  ou  «ail,  par  les  tbrmuies 

jr  =  i^'(9)Mn5  -  •f(9)c08d, 
_y  =  t^'l  O)  eos!/  - 1^  '  (D)  sind, 
s  =^(6)-Kf  (6), 

nû  ta  fonction  4>  est  ailiîtraire.  Les  formules  de  M.  Serret  pour  l'équation 

djt' ^  ,iY* -\- Ht*  ^ 

sont  beaucoup  plu»  euuipliquét-s ,  et ,  partant ,  bi  aut  oup  moins  utiles,  ^'ous  atta- 
cbont,  au  contraire,  une  grande  importance  aux  résultais  nouveaux  contenus 
dans  la  Lettre  floni  nous  venons  de  parler,  et  dont  voici  le  texte  : 

K  l.e  syslènic  parlieulier  de  variables  dont  j'ai  Tiit  usage  au  tome  \ll!  <li 
»  vutre  Journal .  pour  obtenir  sous  forint;  (inie ,  el  sans  aucutt  signe  d  inlégra- 
M  lion,  la  Mdulioa  ^énéralf  de  l  éijuation 
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N  où  jr,  jr,  z ,  jr  désignent  quatre  fanerions  d'une  même  variable  îndvpcn- 
«  dante^,  peut  srt  \ir  h  simplifier  ronsidérabicniem  t'in^ration  «ii*  r|tii'|qu«i 

'»  t'f^iiations  diderpiiliflIt'H  expriiiiaiil  diviTses  |)r<>pi  i<''!<'s  i-flniivoi  r>  !,i  roui  lturt" 
li  ou  ;i  la  torsion  des  roiirbfs  à  double  rourlnirc  ,  ou,  roninu-  on  dii  aussi .  <!»■!> 
»  eourhes  gauches. 

w  Soi«-tit  .f  ,  V,  z  des  coordonn<^  rectangulaires.  Oit  peut  représenter  le  plan 
«  osculateur  d'une  courbe  gauche  par  rêquation 

szs  px-hqj  —  Oi 

M  /»,  f ,  u.^ni  des  fonctions  d'un  paramètre  indêtermitté  d  «  et  la  oourbr  olle- 
V  même  sera  représentée  par  le  systime  des  trois  équations 

f  o  =  xtl*p  -hyrt*q  — 

M  dont  lesdeuxdcmîires  s'obtiennent  en  dificrenliant  la  premîj^rr  pai  r.)p|M»r( 
»  au  paramètre  9  ^  que  nous  prenons  pour  variable  indt'-pendautc. 

«  La  substitution  di'»  \arial)let>  u  aux  eooiilotiiu'c^  i  .   .  .  r  .  simplifie 

■1  iiolaLli-ineiil  les  forumics  de  la  lliéori»-  «le  l.i  courluiti'  ui>  '  ninlu".  î>;âii«  lie- ; 
i.  il  arrive  t|ue  quelques-uui'S  de  ces  fui'iiiule.s  ne  l  outiciuK  iit  [>lus  «jUe  deux  »lf.» 
n  (rois  variables  />,    n ,  eirconslancedont  nous  pi-oiîitTon-^  plus  loin. 

N  Des  équations  (i)  on  tire 

 titl  tf^H  —  dud'q 

(î^  /  du  (i^ f)  —  dp  il  ' il 

fil/  il  '  p    -  tlfi  li '  '/ 

/'X  ■-  </ )    -  M  ; 

.  en  r  omhi  11.1  tir  Irv  <  < |uatioas  (i)  avec  celles  quon  en  dcduii  par  U  diATcren- 
i>  lialiou,  uu  obtient 

dz  —  />  <lx  —  (]  '/v, 
(3)  I  ///»  (Ix  —  (Itj  il  y  —  o . 

\  d'p i/x  ~-,l'qfly  z=d*U—xdy—)  d'q  \ 

»  d  on  l'on  lire,  en  faisaut,  pour  abn-ger, 

H— 11"  ^'  ^  '' 


(5) 


—  56o  — 


■>  «(  si  «if  daigne  la  dlAS^renticlle  de  l'arc ,  c*e9t4-diK  rfdx*-¥-dy*-t-dK*,  on  a 


(6)  di  =  H>^dp'-i-dg*-t-(pdq  —  qdpy. 

u  Plan  oncutateur  et  «mg^e  de  tonion.  Comme  l'^uaiion 

z  =  p.r  -I-  ^  V  —  n 

■I  11  11.  ilu  pIlIh  ns<  ulatt'ur  de  la  courbe  repréwiitéi' par  K's  (>t|uatioiis  (  1 1. 
u  si  I  on  désigne  par  X,  ^,  v  les  angles  formés  par  la  uonnale  à  ce  plan  avei-  lf& 
«  axp»  roordonnés,  on  a 


(7) 


>•  U'uu  l'un  lire* 


(«) 


COiflL  : 

ct»y  = 


—  p 

—  V 
I 


+    +  v^j' 
cos  V  =s  —  ^^-^  ♦ 


u  un  u 


(9) 


I.  /  alimente  tfi  angle  de  contingence.  On  peut  considérer  les  deux  prcmififs 
n  dos  «'ipations  (i)  comme  appanenant  à  la  tangente  de  la  courbe  reprétentée 
»  par  \n  trots  équations  (i).  Si  »t€,y  désignent  ks  angles  qnc  fait  <«tic 


4 


^  kjui^  .o  Google 


»  (.ingénie  avec  les  axes ,  on  a 


»  «  t .  par  conséquent,  à  cause  des  «{uationi  (5)  et  (6) ,  \ 


,lp 

p^é<i  -  qdp  


"  d'où  l'on  ti 


[ dp'  -i-  dtf'  +  [pdq  —  q dp  )']' 


d  vos  6  =  [/^'»-('  +P')dq](di,d'p-dpd'q) 

,      ''tr^  ^  d,,^  ^{pdq-  .,dpY^  ^  ^ 


•5 


*    »  [  '///  4-        -t-  (  />  dq  -  //  <// 


n  Si  fie  désî^< 
M  on  a 


(•  de  cuiilingcnce,  c'esi-à-«1i 


l^cosS)'  f  (rf cosy) 

d  '  q 


«ip'-t-  dq  -  qdp) 

»  Des  équations  (8),  (9),  (n)  *!t  (i^N  on  déduit 


■  v'i  -H/»' ^7' 


'dco*a 


»  d'oi'i  l'un  conclut  ce  ihéorcioc,  qui  notis  sera  utile,  «  i  dont  on  peut  donner 
»  une  démonstratio|^éon)étx'ique  fort  simple  : 

»  THtoKCME.*  Sî  et  él  '  désigiwnt  les  angles  formés  atTC  une  ilioite  D  par 
H  la  tangvia  ^t<^r  Vaxe  du  pUiu  nsculatt-ur  vu  un  point  M  d'uni-  r  oui  In 

*  7' 


■ 

»  çucleontfuef  le  rapport 

daa\ 

»  sent  le  tn^tt,  queUe-que  sàU  la  droite  D,  «I  «a  valeur  sem  égale  au  report 
»  de  la  fecowle  eomhure  h  la  premt^. 

i>  Je  passe  maînteiiant  aux  applicalioni  des  femules  qui  procèdent. 

tt  PnusibiKl.  Troaf»erlete0urBesdans  lesquelles  les  deux  eoui-hurfs  ont 
»  m  chaque  point  un  rapport  constant  k. 

»  Eii  vectndi»  ëquatioits  (9)  pt  (12),  rt-i|ualioii 

dr,  —  kdt  =  o, 

Il  iloirt  ili'pciid  ff  [Il  oMènic  ,  nf  conlif^iit  rpiu  li  s  deux  variables  /i  cl  </  avt'c  leurs 
)i  (linciciilielU-s  ilt-s  ticux  pix-uiicr»  ordres;  et,  d'après  ce  «jui  précède,  on  pt'ul 
I»  lui  donner  l*anc  des  tro'n  formes  suivantes  : 

ii  eus  -  A  tJ  <  os  a  =r;  o , 
//  (  (is  y.  —  A  J  cos  c  o  , 
fl  I  I  rs  V  '  -  k  il  <:<>S  y  =^  O  J 

M  d'où  il  suit  (|uc  les  trois  <]ua alités 

COil  —  h  cos  dt, 

cos  V  —  A  cosy, 

•  sont  roiistHiiu-s  :  d'ailli>urs|  il  est  évident  que  h  somme  de  leurs  carrés  est 
>»  «'gale  n  I  —  A*.  Si  donc  l\  u',  •/ dcsigDcul  les  angles  ferméa  «Tec  les  axes 
»  par  une  droite  fixe  arbitraire,  on  pourra  poser 

cos X  —  ftcos <e  B  ^t-hk*  eoi  1', 
cosK — JkcosS  =  /i4-A*oosfi', 
«osv  — ftcosy  s=  VÏTT'cosï', 

«  ou 


i 


•  os  /  —  V  I      A  *  cos  À'  —  A  cos  a , 


{l4)  I         — \'i-i-k'cosjx'=kQOiS^ 

f  cosv  ^^i-^A'  cosv'  =  Aoosy; 
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H  l'une  de  cet  troU  éqaations  (f  4)  esl  une  coosecpu^nre  des  deii\  autres,  et  si 
»  l'on  imagine  que  Ua  ooaînu»  des  angles  a,  €,  y,  X ,  ft,  v  soicni  remplacés  par  • 

»  leurs  valeurs  ,  «•lies  ne  conuondroiii  que  1rs  diiTén-nticIlt  s  rln  piomît  r ordre  <7/» 
»  f't  f{q  :  im  poui  doue  considi'm'  .Icux  lî»'^  njUTtiiui".  (  1 4  )  eoiiune  dcux  inlégral»'» 
*  premières  de  réi|aatioti  dilh  ii-niirlie  du  dcuxienu-  ordre 

(.5)  ■  .  . 

»  et,  par  coiiscquent  ,  ou  aura  Tiulégrale  >eeonde  d«'  H'iif  dernière  éqnalinii , 
»  l'ij  éliminnnl  il/>  et  i/tf  des  i>(|uaiiou!>  (i.j);  d'aillein>,  e<  >  dilléreniielles  u  eii- 
»  lix;ul  que  daus  les  cxpressious  de  cos  a ,  tus  i  cl  l•o^  y,  ou  le»  (  limiuera 
M  donc  en  ajoutant  le»  équations  (i4)  après  le»  avoir  rlerét»  au  <>arré  :  il  vient 
M  ainsi 

fos  /  cos  X'  -h  cos  u.  cosf*'  -t-  eos  v  cos  v'      —  ^ 


Vu-*.' 


0  celte  équation  (i6)  esl  l'intégrale  générale  de  Téquatiou  (iT))  ^  elle  exprime 
»  que  raie  du  (dan  osculateur  de  la  courlie  cherchée  fait  avec  une  droite  fi«e  un 

'M  angle  constant  dont  le  eosinua  a  pour  valcnr  Ou  peut  prendre  tvur. 

»  droite  ûxc  poiu"  axe  de*  5 ,  et  r<k£uaiiou  (iti)  de^  icut 

m 

(17)  coayss 


I 


dernière  des  équaiiont  (t4)  donne  alors 

»  ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  eourl)c  elierelii'e  .  a\ee  l'axe  des  z  .  un 
»  angle  con»taul;  c'est  dune  une  hélice  tracée  »ur  un  cylindre  dont  la  m  i  liun 
n  droite  est,  comme  on  va  voir,  une  courbe  arbitraire. 

»  En  remplaçant  00a  y  par  sa  valeur  tirée  de  IV'quation  (7),  Téquation  (17) 
u  devient 

•  on  peut  donc  prendre 

(18)  p      A-  cos  5 ,    y  -  A  sin  0 , 

71. 


—  504  — 

N  Ft  réqiutioii  da  plan  oscul«teur  de  la  courbe  chcrcbét*  sera 

»  Kii  joignant  à  celte  cqtialloii  (19)  ses  ileux  premières  dérivées  par  rapjMirl 
w  à  s,  011  aura  les  trois  cquaiioiis  du  la  courbe,  savoir 

s=^k{xtm9  +y  fin 6)  —  «, 
0  =  A(— xsînfi  -f-  j  COS&)  —  ^» 

o  =  A     jr  CO80  —  j  >m0)  —  ^  * 

)»  et  coiiiine  la  fonction  u  demeure  arbitraire,  ou  peut  considérer  aussi  comme 
u  arbitraire  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  x >  . 

)»  Pnniii  L-MKÎI  7'iviircr  la  vourhc  rhnti  chitcitn  tles  potnU  th  UnfuvlU  lu 
»  couibun'  et  la  torsion  ont  thx  valeurs  constantes. 

1)  L.i  (  ourbn  que  non?  cherchons  est  rciircsi'nii'r  par  Ic.-i  ei[iKiiiuns  (30) ,  «-i  il 
»  n'y  a  plus  qu'à  déterminer  la  fonrliou  u  par  la  eondiiion  que  le  rayon  de 

»  rourburc     ait  une  valeur  coulante  ^.  Or,  en  venu  d«»  «quaiioiis  (18) ,  le» 

>»  «iiuition»  (6)  et  (ta)  danncut 


•  on  aura  donc,  pour  déteminer  la  ibnclû»  « , 

Il      du  „  kf 

»  dont  l'ialégralc  générale  est 

u  =  — ?r:  9  -h  tx* cotO  4-  kr* «n«— 

I  -4-  » 

»  CI)  désignant  pr  ^ ,     s' trois  conslaotea  arbitraires  ;  le  plan  oscillateur  de 
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—  5t»  "j»  — 
H  la  courbe  cherchée  a  doue  {lour  «quatiou 

*  —  *'=        -x')  cwff  4- { r  — /)  »m9]  —  ff, 

M  OU,  plus  simjlicmoni  ^  en  Uaiisporum  I  nriginu  au  |ioint  (x',  j ',  r'I,  et 
»  faisant,  pour  abriter, 

r  —  A  (x  coâ  5  •+•  j  siii  ti  )  —  ^Ô. 

»  Les  équaiions  de  la  courbe  «erout  donc 

2  =:  A  (x  co»9  -K  j-  sliid)  — 
(31)  o  s        jrsi»9 +j  eo»9)  —  ^, 

o  ^  jr coa9  -h  y  aîn  0. 

«  En  ëlimiuant  9  <Ie  res  équations  { a  1) ,  on  obtient  lea  àeax.  «nivanlra  : 


g  s 
J^  =  fco.^. 

4-  =  V  »»n  -  • 


M  qui  sont  celles  de  l'hélice  ordinaire. 
«  L*hélîceeatdOBc]a  seule  ctnirbe  dont  les  doux  courhui-es  sont  constantes. 

»  On  penfse  projioscr  <!«'  tmuver  les  ronrl«'s  paiiflirs  dniit  l'une  dos  deux  ronr- 
>•  bures  seulement  est  constante.  .Mes  lornmU  s  doiim-ni  um^  solution  trcWmij»li> 
Il  de  CCS  deuT  problèmes. 

B  Probi  hMR  111.  Trouver  les  courbes  dont  le  rajmi  rte  torsion  —  a  une 
u  valeur  constante  r. 

»  tes  cquaiions  (5)  et  (6)  donnent 

-/v  ,lx         lit  th 


»  00  a  ,  de  plus,  par  hypothèse,  ds  =  rttn,  ou,  i\  ciusc  dv  1  vc|uaiioa  (y). 


—  560  — 


u  d'où  il  suit  (I 


|IIO 


('  flx 


»  -t-  7' 
I  -t-  />  -h  ' 


*    .  I  4-     -+-  7' 

■I  <li's  (n|uaiioiis  ruui'iiissciii  la  tiolulioii  tlu  problcmo  proposé.  On  doit  y  comi- 
II  (lérer  />  et  cy  «  onime  tics  fonctions  aihitraîrcs  d'uno  variable  0\  ou  peut  aussi 
»  pii'iidct?  pour  variable  inilépeiidaiile  l'uue  des  deux  quantités  /»  et  tj,  ou 
■I  iiu'^ine  l'une  des  trois  eoordonuées  x,  ) ,  z. 

»  Prenons  z.  par  exemple,  pour  variable  indépendante,  «•!  |iosiins 

»  j)  désignant  une  (ùnciion  arbitraire;  un  déduit  de  là  * 

*i  F.II  condiinant  eette  dernière  avec  la  troisième  des  équations  (73),  on  obtient 

'»  on  peut  ainsi  exprimer/)  et 7  en  fonction  de  2,  de  la  manière  suivanlé;    -  * 


»   7  = 


■I  et  li-N  deux  pi entières  des  (X]ualious  (aS)  donnent,  sans  p(>ine, 

«  l'mni  rvr  ÎV.  Trouver  Ir-:  roiirbes  dont  If  rayon  de  courhwe  ^  a 
valvitr  constante  p. 

»  On  obtiendra  les  é<|uations  de  la  courbe  eberebéi-,  eu  reniplat  ant  /  pu  ^ 
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.                   dpd'a  —dqd'p  ■        -i     i  i 

dz      p  i  1  i— î  ^  V  1  -+  //    t-  V  (    dii      V  '7/  '  • 

»  Ces  t-tjualium  tuuriiiï.'<iiit  !;>  suliiiiou  «lu  prublèuic  jjropuHc,  <-a  (-uu»i(léiiiiit 
Voue  dm  quaiuîlët  p  ou  y  romme  uim^  Toartion  arbitraîrp  df  Ftfulre;  elU'h 
«  prennent  nite  forme  pliu  simple ,  si ,  détigoant  par 9  la  variable  îndépendtintr , 
w  et  par  f  (6)  une  fonction  ailnirairef  on  pose 


»  il  vient  jiio«i 


;>  f '(6)  co>9  +  9  (9)  »in  9 . 
r/s=f'(9)  ûnï  — f  (9)cos9} 


>i  I.t's  «'Xi'm[iîrs  tpir  j'ai  luppés  suilisrnt.  s.iiis  <|u  il  rn'i  i-^siii-r  «l'cn- 
•>  tn*r  dauiÂ  de  ()las  grand»  déialk,  {tuur  luoiitier  l'avaiiUge  d'iutroduiri'  vu 
»  Géométrie  le  BYstèma  de  variables  dont  j'ai  faîi  o»si»p.  » 

9.  Dâii5  luui  iv  (.jiii  [irémlc,  il  u  a  v.U-  «picstitiu  i|Ui-  ào  in  «  oui  biir«-  ou  di-  la 
torsion  absolue  des  courbe»,  résuliam  de  leur  ^can  plus  on  moins  rapide  k  li'iir 
tangente  ou  «  leur  plan  osculatenr.  En  supposaul  lc«â<^ments  mn,  np,  etc., 

•  l'uiii^  couilii'  /imp,  tous  «'i^aux  rutre  eux  «H  à  1  uuiti'-  de  loiigiu'ur.  on  a  wu:  !<•- 
prési-niaiifiu  (;é()iuélri(|Uo  siiuplf  do  la  valL'ur  et  (poui'  ainsi  pailt'r)  dcladirtc  - 
lion  de  la  courbure  dt*  nmp,  dans  le  vuisinagv  du  poiiU  /«,  lu  uraiou^Laul  nui 
d'une  quantité  nt  =  mn  et  tirant  tp.  La  droite  t/>,  écart  uaissaul  de  la  rourfao 
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à  sa  langenle ,  exprime  U  courbarc  demandée.  Mais  il  ne  s*a{it  là ,  je  le  répèle, 
que  de  la  roui  bure  tihsobÊBi  et  On  pourrait  aussi  couaîdérer  des  courbures  ou 

i;ili(iiis  rclaln'cs  T)cii\  tnnrl)r  s  .n  .uit  llli  cléniriil  'h  xniiinuii.  I<  >  <l<ni\  l'I*'- 
iiiuiit!>  <{ui  siii\L-ut  ils  burccÂ  courl»L-s  respcclives  roruiiiil  un  angle  intinimuut 
petit  r/u,  que  nous  nenmerons  Tangle  de  contingence  relatif  ^  cl  le  rapport  de  dv 
k  tis  mesurera  la  couihure  ou  la  déviation  reiatàfe  dos  deux  courbes.  Le  rapport 
inverse  sera  la  valnn  ili  <i  qu'on  appellera,  par  analogie,  le  rayon  de  la 

«•«lurburc  nu  di-  l.i  <lr\ intimi  irlalivr. 

Conaidéruus ,  poui  lixt  r  lib  iilics,  no»  deux  «ouib»'»  couinie  coiiipusécs  tl  rlt!- 
menls  tous  é^vax  entre  eux,  et  prenons  pour  unité  la  longueur  comownv  cb 
de  ces  éléments.  Soit  mnp  Tune  des  deux  eonrbcs,  dont  tttfi,  Ap,  etc.,  sont  les 

élémeniS  SUecessifs:  suit  iiimi  r.iuln-  rmn  br.  ailN  i'-l»'miMi(s  /;//(.  titj.  cli  .  :  v\ 
tirons  pq  :  cette  droite  p<f  niv>uicra  la  courbure  ou  déviation  ix'Jalive  de  la 
courbe  ma^  par  rapport  à  mnp  ;  et  nous  dirons  qu'elle  la  mesure  en  grandeur 
et  en  direction ,  ce  qui  nous  conduira  à  regarder  comme  égale  et  contraire  à  la 
'  courbure  de  mn^  relativement  à  mn/i,  la  courbure  de  mnp  retativi  tm  nt  î  nuiy, 
m<">nn'c  par  la  drniic  y/>.  à        mais  de  dircclion  nppos<''<'.  Un  ]K)urra 

iiit'iiii'  i-ublir  ('Util-  le»  courbures  /c7<^iVcJ  deplu.HicuLs  <:uuriM'»  qui  se  (ourbi-iil 
en  un  point  m  des  lois  de  composition  analogues  à  celles  de» forces}  et  aussi 
inlroduiri'  i  n  Mi'oanique  la  notion  des  foives  t  t-ntrijugcs  relatix'es ,  liws  aux 
eourburcs  relatives  comme  la  force  ecntrifugr  ordinaire  l'est  à  la  courbure 
alMolue. 

Kuy  réllét'hissanl ,  le  lieleur  \erra  qu  ou  peut  tirer  un  grand  parti  de  ec» 
idées  générales ,  sur  lesquelles  nous  ne  voulons  pas  insister  ici.  Aornons-nous 
à  signaler  parmi  les  courbures  relatives,  celle  d'tine  courbe  tracée  sur  une 

surface,  par  rapport  à  la  ligne  c;éo(lr':)i<|U('  tnn;;<-iiiL'.  .l'ai  |ini|>iiÀ*.' 
désigne!'  le  nom  e>q)ressif  de  courbure  gcodvsiijue,  que  .M.  Bonni-(  a  bien  vC 
adopter  daus  un  Mémoire  remarquable  in^-ré  au  XXXU''  eahier  du  Journt 
VEcotv  Polyteehnitjiie.  \,  ^ 
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NOTE  II 


l'..vinr<;si(>ns  (/ix'crses  île  la  distoncr  tfr  /leur  points  infinimcnl 
vui.sim  et  de  la  voui  hurc  gcodcsiquc  des  lignes  sur  une 
sur/are. 


1 .  On  a  pu  voirdins  le  Mémoircile  M.  Causa,  qui  fait  partie  de  ce  volume^ 
comment  la  distance  de  deux  pointa  inCniment  voisins  situés  sur  une  surface 

donniV  s"fx|»ritn«'  l'ti  fonriioti  de  dru \  variables  «,  i',  au  moyoïi  desqurllf^s  fni 
di-tfriiiini'  la  iiositioii  <lc  i-liaipir  |Miiiil  m  ou  ((/.  v)  sur  la  surl^ic-)-.  Soit  <ls  lu 
diàtaiicc  de»  d«'ux  puints  iiitinittteiit  xoisiiis  (  »  ,  i' )  <■!  («  -j-Ju^  r -f- r/i').  Un  a 

i/s'  r-  F, ,/(/'  i-  -aV  (lufif  1-  (wA'. 

r.,  F.  (i  désignât''  do  ('niriinus  di-  u  el  v  dnnt  In  sit;nifii  atlon  ^"i''n«ictri(|iH'  est 
ta*  ile  À  trouver,  en  t  onsideraut  les  deux  systèmes  de  ligues  sali&fout  aux 
é((uatloils  respectives  ti  s  conxtanle  et  vts  constante.  DAi^pons  ces  lignes 
par  (a)  et  (i^).  Entre  le»  «piatre  ligne»  (  «  )  •  (  )  i  ("        )^  (•'-!-     )  trouve 

compris  un  |iaralIélo{;ramine  iiiflnilésinial  d'uit  <h  «  si  \%  diagonale,  et  doril  l<vs 
eitiés  f/»..  diri(;»'s  le  pteniier  suivant  la  lij;ne  [v]  ou  ii  varie  K'ulr,  le  stH'ond 
!>uivaiil  la  lign»  [u)  où  i'  varie  seule,  «ml  pour  expressions 

ihi  —  V  I'. .  (lu .    fi^,     V  (  i .  'A'. 

l/anglc  u  compris  entre  list  cl      v»t  donne  par  la  forniide 

F 

.      cosw  = 

Un  a  encore 

_      _  vË^ito         sin    — i)  _  fir,  _  v'G.* 
stn       *        <ir  aioo*     "*  Â"  ~  * 

I  leprésentant  l'angle  que  Ht  fait  avec  Il  est  inutile  d'ajonicr  que  Tangle 
de  dâ  avec  dfx  est  V'—i,  , 

7a 
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Quand  lei  deux  «jMèmes  (u)  et  (v)  sont  orthoijoiiAux,  1rs  formula  se  siin> 
pHlicnt  :  OD  a  alors 

ros«»  =  a,    doù    F  su, 

«'l,  par  suite, 

ds*  =  Edu* -i- G  tiu\ 

puis 

smi=— — >  cosi=— ^j^) 

consêqucmmcnt 

tang«=:  , 

V  (» .  c/i' 

I  ne  >,ilii])Ii(n  nliffti  iininflli-  nur.i  lieu  «^i  l'nn  ti'-tliiil  à  riinilc-  un  di--S  cfa-Ki  - 
(■i«'nis  K.  G.  i.*'Uo  rt'durtion  s  (lii'tiur .  «iu  rrsU-,  .satiMpiu  la  lonnuk-  [Kmv  r/.v' 
cette  de  coovenir  à  uoe  surface  quelconque.  Supposons ,  en  effet ,  que  I  tt^ua- 
tion  f=  conuanie  soit  celle  des  ligues  "éiMlrsiqucs  qu'on  peut  tracer  sur  la 
sdifarr"  \\  [irrriir  d'un  point  O  fl  rlnus  îonlcs  1i-s  ilirrrtinns  possibles,  mu  bien 
eniore  celle  des  lignes  gj'-txlésiques  qu'on  peut  mener  par  les  divers  points  d'une 
rouibe  AB  avec  une  direetlou  initiale  normale  à  colle  courbe;  admettons,  en 
outre  f  que  u  désigne  dans  le  premier  cas  la  plus  courte  disMnoe  (sur  la  sur- 
face) de  cha<|ue  point  m  au  point  O,  et  de  nii^me,  dauB  le  lecondcas,  la  plus 
l'oiirtf  dinanrede  rliat|iii-  puint  ///  .'1  la  (  rtiirhc  M.  Gauss  prouve  qu'on  aura 
alors  E---1,  en  sorte  que  la  v.ili m  di  »/v'  >li  viendra  simplement 

c/.v-  -  iltr  -t-  ( f  fiv^. 

\x  Mémoire  de  M.  Gauss  contient  des  applications  nombreuses  de  celti; 

trirniule. 

2.  11  existe  une  autre  transforni.iiniii  ilr  la  iurrnule  générale 
4s'      E  du  -t-  a  l  du  dt'  4-  G  r/i'' , 

en  vertu  de  laquelle  on  peut  supposer,  pour  une  surface  quelronque,  le  cctelli- 
rieat  F  réduit  à  zéro ,  et  les  deux  autres  cœfficieuls  égaux  cuire  eux.  En  écri- 
vant et,  ^  an  lieu  de  v,  et  désignant  par  l  la  valeur  commune  des  deux 
coeffieieuia,  on  a  ainsi 

ds'  :^A(dx-  ^  dfy-). 

Pour  etTri-ttUM  lu  li-ductioii  dot»f  moh";  pnrlons.  il  famliait.  il  est  vrai,  savoir 
intégrer  une  rertaine  équation  didércntielle  du  premier  ordre,  ou,  si  l'on  \eui, 
trouver  le  facteur  à  l'aide  duquel  on  fcml  ion  premier  memlire  une  diifi^ren- 
lîelle  exacte.  Mais  le  sent  fait  de  la  possibilité  d'une  telle  réduction  est  très- 


Digiii^uu  Ly  Google 


i<  in.iii|iiiil>1<-,  l't  donne  lieu  à  des  couràjucoei!»  lutéreisanust.  Un  l'éublirji 
rumuio  il  ^uil  : 
Ia  Kfiond  nucmhru  de  l'équation 

ds*  =^  EHu'  -4-  iVftattv-h  Crfi»', 

qui  rïi  «lu  Micoud  degré  par  rapport  aux  dillorenlielles  da^  d^^  «t  qui,  par  «a 
nature  nt^e ,  doit  mter  o  unt  que  Ton  n'a  pas  à  la  fois  dttt=^o  vïdv^o^ 
est  le  produit  de»  deux  expressions  essentiellement  imaginaires 

Soit  tt  +  9        le  facleiur  à  l'aide  duquel  la  premièredc  ces  expressions  devient 

utic  (linerfiilifliv  exacte  (on  aurait  aisément  «e  facteur  si  l'on  savait  intégrer 
l'équation  dinérenliclle  qu  on  obtient  en  égalant  rex|ires!>ion  litée  à  w-ro),  el 
dési}»noii.s  pai-  fi  (« /3  y  —  t)  la  liidérfiitirllc  i  i'snlt  uii  l.i  multiplicaruin 
parce  factrui  .  la  seconde  «■\pression .  imilii|>lictf  par  :i  —  v  ^  i .  ilmunTa  de 
même  la  diliércntielle  di»  — ^  V  —  aura  donc,  en  multipliant  le»  deux 

didiSrenlicUes, 

don 

eu  faisant,  pour  abréger, 

I 

/  =  - — •  •  • 
I»'-»-»* 

•'{.  Les  deux  variables  z.  'j  <:oiiHlîtuent  un  {;enre  reman|uable  de  cooi^ 
données  sur  la  surface.  I.c  rci-tangle  dad^  Daoqoaut  dans  l'cxprcssinn 
//i' À  (f/at' -)- </^;*j,  les  wjualions 

«  -  -  constante ,       =  constante 

rcpréseuient  deux  taitiilles  de  courbes  qui  s«  eoupeiil  à  augle  droit ,  el  cbaqii*' 
point  m  de  la  snriâce  est  «ytenniné  par  la  rencontre  de  deux  de  ces  courbes. 
On  voit  aussi  que  les  éléments  «b, ,  ds,  dcsdcux  couilws  (jSl)  et  (  «)  sont  exprimés 
par 

~  \  }. .  dx  ,     d(,  =  \  À  .  f/  S. 

Il  sulfil  que  le  nretangte  dxd^  manque  dans  l'expressiou  ds*  =  X  (i/a*  H-  *), 

7». 


du  V  K  -j-  —  (  h'  —  V  tt  j 


—  f>7«  — 

pour  que  k'S  <'oiirlH's  <létcrinin*>cs  sur  la  surfaci-  par  les  paranirirrs  dc,  ^  $e 

ir>U|M'tlI  :i  mv^\i  ilroil  r<'i;,ililr  i\vs  COrfWf'u'lUs^  (\v  dy.'  i  l  i/i"  (ioDllc  à 

deux  sysiêrm's  di*  couriM'!»  orllu)g»nalcs  conjuguées  un  carririiMc  tout  parlicu- 
li«r.  Eu  !>uppos«nt  ]«»  dUTérentiellcs  det^d^  constantes,  ou  prouve  aiaânenl 
qu'ils  diviwnl  la  surface  en  rectangles  scmbUMcs,  d  même  eu  carrés,  si 
fia  =sHÇ^.  Gïttc  propriété  les  distingue  de  tous  les  autres.  Je  confond»  av«T 
i-iis  ,  l>!i-ii  crilcnrlii .  •-eux  ({u'oii  eu  déduirait  vn  remplaçant  7  (Kir  une  fonriion 
de  2 ,  e(  p  j>ai  une  fonelion  du  ^ ,  «  ar  les  lignes  (a),  ^,3)  resteraient  le»  luèmes. 

An  rcsti; ,  romme  il  y  ■  une  intinité  de  facteurs  qui  rendenl  le  premier  membre 
d'une  équation  uncditTéreniicllc  exacte,  il  y  a  aussi  une  infinité  de  systèmes  dp 

variaUcs  «t,  /S  qui  donnent  _  -  "k  (fia'  ■■-  fil^').  En  i-lTèt ,  au  IteU  du  fartenr 
■j  — >\  -I  <|ui  produit  lu  difl'éretilielle //(a ^.  \ — i).  on  peut  employer  le 
frtelpur  o  (,«  4-  ^  V —  I  \a-h  V  V  —    .  qui  produira  la  ditrércntiello 

En  d'autre»  termes ^  si  l'on  ftnne 

«' -♦- fi  '  V  — "1  ^  n  («n- /S  vCi~i), 

en  pren.nit  pi>ur  a'  la  partie  réelle,  et  pour  fi'  le  enoltieient  de  V — i  dans  le 
seeond  membiT,  on  aura  encore  ds'  =  X' (//«"-(-  d^"j,  ce  qu'on  peut  aisément 
vérifier.  1^  formule 

flf'  ju  |S'  =  n  (a  rt  (3  v'— "i  i 

fournil,  au  >urplu*,  la  solution  la  plus  générale  du  piubléme  pixjposé.  Un  put 
le  démontrer  comme  il  suit.  Pour  que  les  deux  systèmes  {a  .  Q) ,  {et' ,  ^' )  donnent 

ds*  =  X(d»*^dP')  =  V  [da^  -t-  , 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  à  la  fois 

/d-^-y    /<fp'V     /''»'\'  (dP'V 

[ht)  -  isrj  =  [sf)  [4f) 

et 

tfa  dp       du  dp 
La  seconde  équation  exige  que  Ton  ait 

dy  .  fia.'  .  rfp' 

da.  '  da,  dp  '  dp 

En  lainaiil  doue 

d»  rf«  ' 
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on  eii  conclura 

et  ta  pivmicrr  M|nation 


donne  L'iisuiu- 


d'où 

fi*'  da'  db' 

ce  ijuî ,  à  rauae  de  l'équation 

d^d^      dp'  dp' 
d»  dp      da  dp  ~ 

Aniroil  i-iirure 


dp      ^  d» 


Il  c»i  ailé  d'eD  coacliire 


et,  par  coiii^éqiunil , 

«'H-/3'v/=:T^n(ar;^v'^)-, 
ce  qo'il  (allait  démontrer. 

\.  Les  formait»  préeciiculCN  seront  d'uuc  graudc  ulililc  dans  la  lliéoru;  «U'» 
ligne»  tracées  aur  une  aurfiice.  VcuIfod,  par  esemplet  a*occnper  des  lîgnrs 
g(k)d<-»i(]UL's?  M.  Gansa  a  donné  les  équations  qui  les  concernent  dans  le  cas  ]« 
plus  général  de 

«/j  '  :^  E      '  -h  3 1  du  ih'  T-  G  ih'  . 

Mii-i  «  es  cquatîntis  sont  in-s-rompliquéea.  On  le»  rend  déjà  plus  maniabira  m 
»tipp4mDl  F  =  o ,  et  en  prenant 

Alors,  <  ctaut  l'auglv  sous  liMjuel  celle  ligue  vient  couper  «uvcessivcineut  J<-s 
diverses  courbes  représentées  par  Téquation  u  =  eonstantey  on  trouve 


di  ï=  — (      (iv  —  ^  JmV 


D'aiJIfurs ,  |K>ar  ci'tic  ligne  comme  pour  louli;  autre  : 

.tlll  t  —  - — ;  <     VOS  i  —  — - —  ^     lait^  I  —  

Mai»  on  .1111.1  un  iVsuliat  bien  p]uc  simplv  encore  eu  ptapioyaiil  notre  dernière 
es)Hvs«iou  de  </« %  savoir 

r.ii .  iIhiis  o-itc  lijpolhésf,  et  en  prenant  pour  1  l'angle  aver  la  rouibc  (x),  il 
iiuii»  )  iriiiii  a 

M=  ~  i  '-r  ''h  —  '4ï  li»  I 

5.  Je  lie  |iui»  iir<'inptT)it-r,  à  l  uccasion  de  ces  ruiiiiul(.->,  <l'aj<iuu-i  1  rxprrA- 
>ioii  du  nivon  «Ir  i  tiurfinrr  i^i-df/r.uijnr  <l'iiiir  ronrik-  <|iifli'Ori(]Ui'.  StAl  t  l'aiit;li' 
({(II'  relie  courlx-,  au  point  m  que  non»  coiisideroii» ,  lai(  ittin-'  la  ligue  [uj  {|ui 
|)as>e  par  ce  {Ktinl.  Soient  i+di  t  e  que  eel  aii^lt-  devient  lorsqu'on  se  trans- 
porte à  l'é)énieni  suivant  sur  la  courbe  «t  i^ii  ce  qu'il  deviendrait  pour  la 
ligne  ui'o(lési<|ue  l.in^ente  à  la  couriie  en  m.  11  est  clair  que  h' — tli  est  l'angle 
•!e  riuiiiiigenee  K«'-cKlëtique,  et,  par  suite,  en  nommant  p  le  rajon  de  i-ourbun* 
t;éiKlé»iquc  ,  un  a 

t,  fis 

M.iis  l.i  \  LU  <!('  ji  est  iloriinV  par  lé  théorie  des  lignes  géodi'siques,  et  nitu» 
>eiioas  de  rappeler  qu  eu  prenant 


ou  a 


Oonc 


Mai. 


a  JïXi  \«'«  / 


~^  3   W"  d$y. 


11  s'eusait  que 
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Si  rangletesKrnnsiantt  c'ett-à-dire  si  !■  coiirlw  donnée  coupe  tous  uti  ntium: 
an^lc  toute*  les  oourlMS  (m)  t  il  YÎenl  simpkment 

I           I      ffCt                 I      c/K  . 
-  =  —  i  ns  I  :     -  .un  /. 

P.ir  t'xrniplc.  pour  la  courbc  {»)  elle-mènie,  on  «  l'so.  Son  rayon  de 
i-ourborc  c»t  donc  * 

Four  la  courbe  [vj ,  ou  auraîi  <     ^  »  et  le  rayou  de  courbure  deviendrait 

1  _   1^  </K 

?,         aE  vG 

Il  rt'sulte  de  là  «  pour  ^  «  en  général,  cette  expression  ane»  remarquable 

t  tii      cosi      stn  i 

ds       (,  ~^  p, 

tf .  Au  reale ,  on  pourrait  aussi  tronver  direciement  la  valeur  de  p ,  sans  se 

servîrtle  la  théorie  des  lignes  i^codésiques,  el  linT.  au  contraire ,  de  e^-lte  v.deur 
l'fHfualion  fondamentale  Ac  rc^  lit;ne<i  en  observant  que  pour  les  lignes  •^ri,r\c- 
sifjui's  seules  on  a  p  =  oc  .  Iju  dos  moyens  les  plus  simples  qu'on  puissj-  em- 
ployer pour  cela  est  de  rattaclier  la  valeur  de  la  courbure  géodésique  &  celle  de 
la  couriture  alMolne.  Soient  mn....  la  eoiulie  dont  nous  nous  oocupont,  et  mn, 

np..  .  "(es  iMt'tnettts  siircessifi  ipu;  ntTU«  stipposernns  \nu9  épniiN  entre  eux  el  à 
runilé  de  longueur.  Prulougeuus  nt/i  de  nt  —  mrty  et  lirons  (p  qui  représentera, 
comme  ou  Fa  dit  dan«  la  Note  I,  la  courbure  abioloc  de  nmp....  Plonr  avoir  la 
(«ui^re  féodésique ,  abaissons  du  point  (  ttne  perpendiculaire  tq  sur  la  surfacf. 
et  joignons  d'abord  n^,  puis  ifp.  J..a  droite  nt  faisant  avec  la  surface  un  an^le 
infiniment  petit,  sa  projeefinn  fiq  lui  est  sensiblement  égale.  Or  fiq  rst  (on  le 
«ait,  et  eela  câl  presque  évi  lerit  <i  ailleurs)  le  second  élcmeut  de  ia  ligne  géodé- 
siqne  mit....,  tan{;ente  k  mnp...,  et  osentatriee  de  la  section  normale  faite 
dans  la  surface  par  le  plan  intirf.  Donc  qp  exprimera  la  courbure  i;éodé.sii|iii' 
<\p  mrtp. ..,  eoininc  la  ootu  lune  nl)Sfilue  de  la  section  iiornialr  niriq.  Ainsi  le 
triangle  rectangle  inlinilésimal  tqp,  par  ses  trois  o6lés  tp,  tq,  qp^  vousdoune  : 
t**  U  courbure  i^Molue  de  mnp, . .,  qui  est  auMî  celle  de  la  tectioa  oblique  faites 
daiu  la  surface  par  le  plan  mnp  des  deux  premiers  éléments;  a**  la  coutinire 
absolue  de  la  section  normale  correspondante  mnq\  3"  la  courbure  géodésique 
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Humnp....  Th'  \u  <l  .lUonl  li>  iliéurèoM!  connu  dc  Meusnicr,  pais  une  ■  vpM'ssion 

'!n  f.t\(>tt  '.  f|c  (Miiiiiiiif  L;i'ml«'si(|Ui-  nu  liuni'ii  t!ii  i:i\iijt  i!f  i'rvii|'|)|||'|' f; 

(It;  iiiuf}  Kn  <li-si{^iianl  en  cllet  par  ^  1  angi(>  t/n/,  qui  u  csl  aulic  (|ut'  l'angle  <lii 

plan  ost'ulateur  de  mnp...  avec  le  plan  tangtiu,  vous  auras  le  rapport  df  tff 
h  tft^tàn  9,  v'vst-â-dîrp  1p  ihéoràiQn  de  Mniisnicr,  yuw 

—    ou     -  —  cos  6  , 

d'où 

R 

t  =  « 

cos  9 

7.  Il  est  aisé  d«  voir  aussi  4]u«  le  rayon  |»  de  (onrbure  grâdrâiquede  mnp... 
n'inl  aiiti-t*  ikosr  que  II-  rayon  Jr  loiulitiir  .(l><iolu  d^une  rrrlaine  courbe 

plane  »i  "  /'         s;ivoit  «le  l.i  routlH  rl  ui'-  l.ujutHi  ..  Ir.insforinrr.iii 

ai  l'on  appliquait  sur  un  pian  la  sm  larc  di'\dii^)pal»i>.  lui  niéi-  par  !«■»  inii-rsi'i- 
Lions  suGcmsivcs  des  pUns  tangenis  mvncs  le  loug  <i<-  imip...  à  U  surface*  sur 
laquelle  cirttc  <rourlie  mnp...  iàv»ée. 

Ainsi 

est  M  Vi  lois  Ja  \aifni-  lii-  I  angle  ilc  coiitinf^t'nii»  ^<''iHl«''siiju<'  pour  ump... ,  cl 
la  valeur  di>raMg]<:dc  cnniîngenre  ordiuairp  pour  m'n'p'..,.  L'int^rale 

-ir  '''=J  r 

qui  ligure  dans  cerlains  théorèmes  de  M.  Ronnel,  s'exprime  donc  par  l'angle 

des  laujjrnics  OU  dos  normales  i-\tivmcs  <!«•  la  courbe  plane  ^  et  cette 

4-onsiili-rati(in  pourra  servir  .'1  jini|>lili«  r  \fs  énonet'S  auxquels  nous  faisons  al- 
lusitui.  et  à  en  augmenter  cnrore  1  élégance. 
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NOTE  m 


Théorème  concermaU  l'intégration  de  l'étjuatioa  des  lignes 

géodésiques. 


1.  Nuici  ua  cas  lorl  rU'iidii  dans  Im^ucI  1  L-ijualKni  de»  ligue»  g(kidi:iiit|ura 
ft'iulcgiv.  ImagiiioiM  que  d*  éuml  l'élémeal  d'une  Ugne  quelconque  tnoëi'  sur 
Ja  surfice  dont  on  s^nccupC)  on  «ît  réuMÎ  à  mettre  i Vxprpssinn  de  <A*  mus  la 
fomuf 

Jt*  dis  <|ue  rtit|iuiUon  de»  ligne»  géodésiques  s^inlégren  louies  les  fou  qu'eu 
prenant  dt  et  ^  pour  de»  coordonnées  recianglec  on  parviendra  à  déienniaer  le 
mouvement  d'un  point  matériel  soumis  dans  un  plan  i  une  action  telle  que  \ 

Noit  la  fonction  des  loivcs  et  j/.  la  force  vive 

En  d  aulrf»  icrine»,  ou  ial^rc  r«îquation  dos  iigni-&  gcodcsujuc»  dés  iju On 
sait  ini^rer  les  deux  suivante*  : 

va  se  bornant  au  cas  où  l'intégrale  connue 

{~f,^  -K  ^'y; j  =s  ai  +  ciOii/taïKe, 

ac'  réduit  i 


la  ronstauti'  étant  [«risc  égale  à  7/ém. 

i'.'isi  ce  tju'ou  voit  d  abord  par  ic  priiici|H;  de  la  moindre  action,  en  vertu 
duquel  les  deux  questions  reviennent  à  rendre  un  minimuni  la  inènie  înté* 


Pour  1<'  ilrrnnriliTr  il'inii'  autri'  maiiiiT»'.  \v  p;irs  <!<•  «•eue  |)i'<>|)ri('-U-  bioti  mn- 
iiuf,  i  l  J'aillcut»  licA-Cat  ik'  à  lUablir,  que  lu  liyui:  gi-i>di*s.ujue  t-sl  itlU-  que 
clérriniit  sur  la  surface  an  point  matériel  assujelti  à  sr  mouvoir  sur  celle 
«uHÎM'P,  i'\  lancé  «r;ilj<n(l  avfr  iitir  fri'laiiH' vitesse ,  mais  eiisiiile  nbandoniié  à 
liii-nuVme.  VAa  étant,  les  roriiiulf|i  dv  la  Mécanûfue  tuudytique  donnent 


~~  » rfi i VST/ w*/  r 

*  \\  dt  )     1,7//  '  I 


On  .siiiiplifiei'ii  ce»  Mjualioli.s  en  a^jani  (*gartl  au  pfiucijM*  de»  funcM  vives, 
d'après  lecpiel 

C  étant  nne  ronsiante;  et  on  aura 


''2  ,  ■  ''^ 

lit        aîrf«*        (//    ~~  ■t  't.ti^ 


Mainleiiaiil  lallv» 


et  voo»  ublicudrez  ce&  deux  équ.i(ioiis 


Téquation 


vou»  donnera  d'ailleurs 


d'nn  l'on  omclul  le  théorème  énoncé.  J  aui-ai»  airi>rr  à  <e  icsuliai  au 
UM^R  des  formules  citées  dans  la  Noie  D.  Mais  il  j  a  plus  d'élégance  pent- 
èlre  à  employer,  eonimc  Jt  L  !<  i  les  prineipe.s  et  les  fbrinul<-s  de  la  Ihna- 
mitjue.  (.'n  théorème  analogue  s'applii|ae  d'ailleurs  an  ras  plus  général  d'un 
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poÎRt  en  mouvcmcnl  sur  la  .«urtacc  sous  l'inAucDOC  de  lom-s  ilonuées,  «t 

i.'iiTiènr-  loiijon)*  In  rinciiioii  à  «•cllo  fin  inouvrmrnl  Wans  un  pliin  avrc  iiiu" 
.iiiiic  ioïK-iiiiii  iji-s  lorcrsri  utic  (oivv  vive  (lillércuic.  i'.ii  fiÏKl^  si  L  est  la  loiii- 
liow  dvs  Ibrcfs  el  a  (U  -f*  C)  la  force  vive  dans  îe  mouvcmcnl  sur  la  surface  >  on 
a  à  midre  un  minimum  Tînt^raln 

laquelle  nt  identique  avec  celle-ci 

J  v'mI  -t-  i'-j         +  'Ip-) . 

((ui  l'épund  au  mnuveuii'nt  «l'un  puiul  dans  un  plan  a\<'«-  uni-  r<iiu'tioii  dt-» 
forces  l  (D  -I-  C)  et  une  force  vive  a  X  (U  H-  C) . 

2.  On  a  un  ta»  iTmarc|uaMc  d'ini«gral>ililé  pour  lea  lïgiU'A  gÀidésiqnc't . 
lorsque  la  valeur  àe.  X  est  dr  la  fonui- 

.Vos  équaiioiK  deviennent  alora,  en  indiquant  1rs  d4riv<!es  par  dvs  accfnu, 
d'où 

coiisianies  a  et  a'  ne  sont  pas  indépendantes  entn»  cites.  Kn  «lict,  l'équa- 
tion 

exige  que 

Mais  d'au  autrr  cule 
donc  ft'  =  0.  P»r  suite, 

Ko  divisant  ces  équations  membre  i  membre,  on  en  conclut  définitivement 

rf«   ,/H 

73. 


-    5«o  — 

•  1  \a  (Ifiiuèn'  intégration  n'olTre  dé»  lors  attrutic  difficnltë  pniiqor  le»  variable» 

sruH  st'paiV'cs. 
I/équati(iii 

rfa  Jft 

|#at  »'«Tirr 

Soit  /  l'angle  soui  irtjufl  la  Hp;nf  gtkidésiquf  vioiil  couper  &ucccssivi'm('nt  li  s 
Mturbcs  reprétcntrât  par  l'êquaiion  de  =  conatantr,  en  sorte  qur 

Kii  ititru(lui»<iiil  dauA  nos  t'onnules  ccl  angle  /,  c'est-à-dire  en  reiuplaçaiil  ilx 
par  tang  id^t  on  a  donc 

/  i  a )  co»»  I -+- F  ( «in*  I  =  «. 

I.a  longueur  d  un  are  qiieleotujue  <  de  la  lif;ne  gc-o^U'-sicjHc  csi  »u«e<;ptii>le 
aussi  d'une  expression  éli'-fçante.  Fn  elVet ,  on  prouve  aisément  que 

=  rfat      1«J  —  a+d^  Va  —  l' (^i)  ■ 

Cela  permet  de  remplacer  Teipiation 

—  ''9 

par  ccUe-ci 

à  ds  =  o  , 

ou  la  \ariaiion  ô  se  rapporte  à  la  conalante  a,  et  dont  la  forme  doon«  lieu  à 
d'utiles  conséquences.  • 
Mais  dans  ces  N^otes  rapides  je  dois  me  refoser  i  de  tels  détails. 

.1.  .\'oublit)ns  pas,  du  moins,  de  montrer  <jue  les  formules  prériidcntcs 
<  .ippliqiiftit  'i  IVllipsrtide.  c'est,  en  f(TL'l ,  par  l'éqn  iiinn  ililTt-rcuticlIi-  «les 
lignes  gcodésique»  de  l'ellipsoïde,  dont  M.  Jacobi  a  le  premier  trouvé  l'in- 
tqsrale,  que  toutes  ces  recherches  ont  commencé. 

Soit 

X*        r'  i' 

_,4.       —  --  -4   —  I 
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l'éqnatinn  d'un  nllipsoide  quclronquo  «loiil  les  Irois  ave»  par  ordre  de  i;i';iiidciir 
sont  20,  v  ','  —  A*,  -i  vp'  —  Si  l'on  prend  (L*  entre  les  Ujnim  A'  ei  r*, 
i*t  y'  entre  k-s  limites  o  et       les  éqiulious 


représenteront  d«Mi\  liy|><'rltoloidcs  qui  couperont  relHpsoïde  ^uiv.1ll(  deux 
COlirlm  qi)"  j'.i]i[icll<  (  ai  ^u)  t'X  f  v)  pnrrc  qu'«'ll«>s  ch.ini;i-iil  av«N-  les  di-n\  par.i- 
mèlrea  n  vl  v  «ic  nos  surlati-s.  Un  sait,  et  il  est  facilo  de  »éii(ii'r.  <jui'  us 
courbes  «ont  préctsémcnt  le*  lignes  de  courbure  de  r<  Hip!>oi(lc.  <^uoi  ipril 
en  soit,  on  peut  prendre  ftetv  pour  les  variables  qui  déterminent  mit-  IVllip^ 
■oïde  la  position  d'un  point;  et  comme  on  trouve  sans  peine 

_  pu»        _   ^ô»—  &'  v'V'"^    \'  l>  '  —  ••»'  Vf*  —*  «'  ^  -  \ 

on  en  eoneint  pour  le  carré  ds*  de  tout  éUmcnt  de  ligne  cIlîpsolTdalc 

En  posant  donc 

«e  qui  rendra  a  fonction  de  2  et  y  fonrtion  de  ^  1  on  aura 
avec  la  condition 

<pti  rend  les  formates  du  n*  S  applicables.  On  arrivera  ainsi  en  particulier  h 
l'équation  élégante 

a'  cos'»  -i-  y*  sin'  <'  =  «, 
laquelle  revient  au  luud  à  celle  autre,  non  utoius  i-cmarqttablc , 

PD  BB  constante  f 

où  D  est  le  demi^diamèlre  de  l'ellipsoïde ,  parallèle  h  P^ément  d!»  de  la  ligne 


U('-<><i<'»k[ii<-.  <'f  I'  l:)  ;i<-i'|><-i]fll<  iil  iiii'  iliaisséedit  milrr  sur  1«  pUll  taiif'eulà  b 
KUiiart'  fil  un  jK>iiit  ili-  «  cl  t'Ifiiu-ni. 

Rn  \oiIn  »ur  ce  tujrt.  Hvii>oyom  pour  le  r<-»if  aux  Journaux  luaijif^ 
Miatiqui'«  <Mi  1  on  utinuffra  les  travaux  de  M5f.  Ja«obi,  Joai-hinuilia],Oiasli'», 
.Mirliai'l  Robi'rti».  «ri  >  <•  ijuc  j  ai  jni  fniri*  nioi-nn'-iii*'  dans  «  fiir  ilu'-f)iii'  m- 
i  i«'n>r-  fli  s  lii^iies  iji'iiili'sirnirs  sur  I  <'lli|>^(llll<'.  Oiiani  au\  liijno  dr  i<iiirl>uri- 
ilc  ivlU'  suiiatr,  \oj'f/.  «urtuul  ICxiflIrni  (iuM'dj;c  «Jf  M.  (.liarU'.s  IJujmii 
{Drvtrlopftrnufnti  tfe  (ifom^trie,  rte. )5  oVul  !<•  yni  n>nirniiitaîii*  qu'on  pou- 
vait (It'^iirl  sut  Munm*. 

1 .1  lin  I  i^'c  «le  M.  <  li.irli'^  I  il  n  i  ^l  ci  i  n  r  Ir^  m  :iiiis  di-  loul  Ir  mmiiif  .  il 
s<Tail  lui  I  iiiulilv  <l  m  irjjiioduirc  ici  les  ilivi  rso  parlit.-».  Lt*»  .Ntilrs  que  uou» 

ajoutoi»  portant  natuHleineut  sur  In  |M>in(>  que  ««  «avant  ara<iëniîcî«n  a 
lai<M>«  de  cèt«>,  oi  pour  Icsquela  M.  (îauss  a  ouvert  dn  voies  uouvelln  :  iiou» 
avons  d'aîlirurs  Wirti  plus  pour  olijt  i  d'iii<ti<|ui  i  aux  jeunes  (•eus  les  souiTC» 
«>ù  ils  doivriii  s  iiiittruîre  fpip  de  Ivur  doniici  tlt  »  Ifçon»  un  règle* 
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Si*r  le  théorème  de  M.  Gauss  ,  concernant  te  produit  des  deux 
raj'mts  de  amrlmre  principoMUt  en  chaque  point  iViute 
xurface. 


I.  Une  stti-face  quelconque  étant  dcninde,  si  ou  J«  suppose  flexible,  inaî« 

inextensible,  elqiic,  <!an*  cru»'  hypothèse,  on  vioiinr  à  la  «léfoiinfr  «otniiir  on 
voM<Ira,  h's  rnvoiK  Hi>  roui'biin'  des  diverses  sections  Ilormal^^  rhansTormit  fti 
i;ciiéral  de  valeur;  mais  le  produit  RJl,  des  deux  rayons  de  courbure  principaux 
restera  le  mèmet  en  chaque  point  m  de  la  surface,  avant  et  après  la  «k^rma- 
lion.  Pour  démontrer  d'une  manière  simple  ce  beau  ihéorènie  de  M.  (>aus>, 

on  peut  cmplnvcr.  ;i\fi  MM.  Uertr.inrl  et  Piii<.cii\-  t  Journal  ih'  Muthi-ma- 
ti(}urf,  tome  Xlii),  la  roiisidération  d'un  iil  Irùs-pelit  dont  une  des  extiX'Qlilés 
soit  fixée  en  m,  et  cjui  tourne  en  resuut  tendu  sur  la  surface.  L'antre  cxtré- 
mitc  it  de  ee  fil  d^rira  une  courbe  (it)  dont  la  longueur  ne  variera  pas  quand 
on  viendra  à  déformer  la  surface,  et  qui .  de  plus,  pourra  être  considérée 
eomme  décrite  «sur  la  surface  transformé»',  «le  la  niénu-  manière  <|u'elle  l'avait 
été  sur  la  surface  primitive,  et  à  l'aide  d'un  til  de  mùuie  luugueur.  Or,  nou.t 
allons  calculer  le  périmitre  toul  de  cette  cout-lie,  et  on  verra  cpi'il  ne  peut 
rester  constant  que  ai  le  produit  Rlli  est  lui-mèaie  iuvariaUe. 

Observons  d'abord  que  si  Ton  considèiv  les  diverses  lignes  géodésîqucs  sui- 
vant le^qurllcs  le  fîl  re-t  londn  à  partir  (In  point  >n,  rharunc  d'elles  a  un  contact 
«lu  second  ordre  avec  la  section  normale  correspondante,  et  par  suite,  a  même 
rayon  de  couriMne  qne  cette  section  normale.  Le  rayon  de  courbure  de  la 
ligne  géodésiquc  qui  fait  en  m  Tangle  «s  avec  la  section  principale  dont  le  rayon 
est  R ,  sera  donc  fourni  par  la  formule 

I  _«Dtf«»  «iu*i« 

Soit  V  la  longueur  très-jiolilc  et  cuuslautc  du  fil  qui  a  servi  à  tracer  la 
courbe  [n)  :  il  est  évident  que  si  l'on  projette  ceiu>  courbe  siu*  le  plan 
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laii^ciil  cil  in  .  on  olilic-iuira  une  li^nc  (/»)  ilont  le»  ravoii»  vccU'nr<-  t  |iriiv<'iil 
('■lie  r<-!>.-iril)'> .  aux  <|iianliii'-s  près  du  ({uati  iéinc  ordir  i-ri  <.  l  omiiic  ciaul  lc.*> 
sinus  (l  a ri-K  égaux  à  *,  ilaïui  de»  cerclr*  a^aut  pour  rajtiiis  lr&  dÎTiKi***^ 
Intrii  de  \\^\  île  «oru*  qu'an  di^ré  d'appnwimation  indiqué.  Ton  aur» 

%' 

r  :  -  i   . 

l.K,;. 

i.'éUmpnt  tll  d*>  longueur  di*  la  raurlH:  (fi)  sera  duuiié  par  la  formul«> 
nu.  4'n  ii^liKoant  //r*,  qui  txHilieiil  «ii  facteur  la  sixième  puitaaiirr  de  «, 


1111 ,  i-iitin , 


«Il  dt!«  eloppaiit ,  uégligraut  de  tiouvi'au  un  terme  allccié  de  <*,  ei  mettant  pour 

sa  valfiir. 

L  élément  d'i.  de  la  courbe  (»  )  eUc-mt-me  >f>i-a  duoné  par  la  formule 

z  riaiil  la  flislaiirc  df.  dilVt'-irnl',  |ioirtls  dr  rcitr  roiiibf  au  plat?  t;iiii,'inil  <'H  Ml. 
Or         di&laitrf  f«l,  en  iié{>lig('ani  loujoui's  li's  Icrine»  du  (|uairiciiiv  nrdii', 

on  a  doui* 
(t!  qui  donne 

...        .  »  .        1  1  4 1  /  '         iiSin-'Jw       I  yros'rj      »in'<.>\'  I 

=  '         *      Lia.  -  r)  -r  ~  3  i""H-  ^  -  nr  )  .1 

fou  t  oti  tiri',  fil  rvirayaiit  la  racine  carrée,  cl  négligcaul  les  puisunccs  do  s 

ïupt  rifun»  à  la  quatrième, 

I      gjf.  — 4 CM*  «) 

</X  =  sd(A  +  j*  </ w  '  -(-        (3 sin*  u  —  4*>n^  w) 

I  OIV, 

l  ^        «in*  (I*  vos*  u 
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i*'»  iiilégraiil  ckr  o  à  ait,  cl  reDMn|iiant  quCt 

J      ( Jios'  M  —  4  lo»^  tfij  dm  "  « . 
/»»« 

/     (3  sin*  4»  —  4  *«'>^  '">)  rf»     o , 

oit  (ixinc  «loiit  enfin 

Cette  expmsion  netlt^cn'l  '[w  du  produit  ftR,  puiM|ue  f  est  ane  eiMftaBte:  X 
ne  dcvaat  pn  dutogei*  quand  on  déforme  U  sorfacc*,  1«  produit  lll^i  doit  |iai' 

Miitt-  aii&si  irsirr  iiiv^i  i.tbh.-;  It'  théorème  dc  iM.  Gawss  fHttdonc  dëmuntré. 

D.iiis  1,1  <!i'ioi  ituiiiiiii  (ic  la  surface,  n'est  pas  M-irlfinctil  l*- «oiitour /.  dr  l.i 
•  OUI  bc-  ^/j  j  ijut  doit  rester  in\ uriable \  1  ailX'  conlenut-  dans  ix- 1 outour  doit  au»»i 
conserver  M  valvtur.  iùu  calculant  cette  aire,  on  aurait  door  une  seconde 
fiémonMRitton  du  théorimc  qui  noua  occupe.  {Foyez,  aur  <v  point,  dans  le 
Journal ite  Mathânatiqius ,  une  Noie  de  M.  Diguct.) 

2.  J'ai  pris,  dans  ic  i|iu  précède,  M.  Ik-rtrand  (Mmr^uide.  M.  l'ui.vt-iiv.  qui 
u  eu  .  eomtni-  M.  Hei  ti  niitl .  Tidi'e  de  se  servir  <lu  contour  /  ,  suit  dnti«-  Miti  <  :il<  ul 
une  inarelie  un  peu  dillëix'nte.  (lommu  il  e&t  bua ,  dan»  une  <|uesitoa  ja^'t 
intéressante,  d*envlMjer  les  mêmes  fibjela  tous  leurs  diverses  formes,  je  vais 
transrrire  ici  textudiement  Tarticle  de  M.  Puiseux. 

«  Étant  doiUlécs  deux  surfaee.s.  «m  peut  toujours,  ci  cela  d  une  inliniie  dv 
»>  nianicres,  faire  «•r)rresp<>nfl n  rluujuc  point  de  I  nui-  ,'(  un  jiniiii  dc  l'anirc. 
Il  dc  façuu  «]U  a  louii-  tigure  iracce  sur  la  picniièrc  réponde  uiu-  ligure  tracét^ 
M  sur  la  seconde.  !\oua  dirons  cpu!  les  deux  salfaces  ptnivent  se  transformer 
»  l'une  dans  Pautre,  si  l'on  peut  fain?  en  aorte  que  les  arcs  correspondant» 
»  soient  é{^au\  :  celte  conditîoti  remplit' ,  il  s'ensuil  ipic  les  .lii  i-s  et  les  .'int:lc!î 
»  <'orrcsp>nd;-(iits  >(>nt  aussi  éj{au\,  coinnie  un  lu  voit  par  la  (Itt-umposiliou  «les 
M  sui-l'aces  en  iriaii^les  inlininienl  petits, 

»  Cela  p(i.sc,  le  iliéoi.'uic  énoucé  par  AI.  Gauss  est  U*  suivant  : 

«  Si  deux  suij'ttces  peuvent  être  tranxfonnêes  l'une  tians  l'autre t  ff>  pro- 
«  diiit  de»  rayons  de  antffatre  princ^mux  en  chaque  point  de  l'une  est  égal 
»  mi  produit  de  ces  mêmes  rayons  au  point  correspondant  de  l'autre.  » 

74 
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>>  Pour  1«  proiix-r.  ohsor\ons  d'ahnrd  <|uc  si  l'on  iracr  sur  la  premîènr  sur* 

fiii-f  mit'  lijjiu*  i;i'in!('^li|ii(  .  <  1  si  ;'i  (lin-  suit  In  plus  rnnrlc  fiiln-  deux  dr 
I  s)'s  pt>inls,  la  ligne  rorrcâptndaiitt'  &ur  la  scroiidc  surlaci.'  sera  au»»i  itiit- 
»  ligne  g<'-<>d*''.<>ii]uc  :  car  S)  entre  deux  des  poiou  de  celte  dernière  on  pouvait 
>»  mener  une  plus  courte  ligne  sur  ]a  seconde  surface,  il  existerait  aussi  vntn' 
n  les  dcii\  points  Correspondants  sur  la  premîèi-c  sui  larr,  uni-  Ii;;iie  plus  rotirtr 
«  iliu'  1.1  liïiif  p<'H)dé.siqu<'  r(ii!  1*"^  joint  ;  rv  qui  fni  cuntn*  la  di-linitioii. 

'>  Imaginons  niainlcnant  que,  ji.u*  nii  point  m  <io  I  une  de  nus  jiiirfaee.H .  «m 
»  mène  toutes  les  lignes  géodésiques  cpii  y  nbontiasent,  et  qu'on  prenne  sur 
»  4>haeune  d'elles  tin  petit  «rc  d'une  mftme  longueur  les  cxtrémiu^s  de  «n» 
■<  arrs  foriiirronf  une  roiirhc  fiTriK'-e.  FaÎMins  la  inèmc  eonslriirtion  xii  l;i 
M  secunde  snrlar*',  à  partir  du  point  /«'  forrcsjKindanl  à  m;  nous  obtieiidrun» 
«  une  nouvelle  œuriie  fermée  tpi'i  sora  la  correspondante  de  la  pn>mièrc,  il 
»  devra,  par  conséquent,  avoir  la  même  longueur.  De  cette  ^atîté  résulte, 
»  romme  nn  va  le  voir,  Iv  théorème  en  question. 

'  Sr>if-iii  X,  ■) .  z  les  coordonnées  d*on  point  de  la  première  surfan?^  faisons. 
•>  .^uiiant  l'usage. 

fiz  -    ptlx  -+-  q#/) ,     f/p  z-^  r/ix  -+-  Sf()  ,     titi  ~  Sflx  -^-  1 1()  . 
d  où  il  suit 

f/'  z      ytl'x      4'/'.»  +  r//.r'  r  isdxdy  -r-  I  //)  ' 

'»  Appelons  s  l  arr  iriine  lipip  g«kKiésique  passant  au  point  (j,  ) ,  z)  :  oti  sait 
M  que  le  rayon  de  courbure  de  ccUc  ligne  est  normal  à  lu  surface^  il  en 
»  résulte,  en  prenant  5  pour  variable  indépendante, 

r/* -T- -I- prf*  s  es  o,  -t- q<i' s  =  o, 

"  d  ou  .  eu  difTérenliani , 

'rf'.r  -f-  prf'  z  -4-  (nlx      sily)  ri'  z  ^  o. 
fi' y  ^  q  r/"  s  -I-  (  s  fix  ■+-  t  ff)  fiy*  z  —  o. 

»  De  plu» ,  si  nous  appelons  4 ,  « ,  ^  les  toonlounées  de  1  extrémilé  d  un  are  égal 
«à  9  porté  sur  celte  ligne  è  partir  du  point  (x,  j,  z),  nous  aurons 


4  =  X  -f  ^  a  -H 

^3 

a 

ds' 

3 

«  «Il 

rfs 
A' 

"â 
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*  SltpposonsnuiinteQanl  que  le  point  (r,  >,  :)  soit  le  {joint  désigné  (-i-di-<..sU9 
»  par  m:  prenons  rc  point  jxMir  cii  i^im-  di  s  <  (Witilr.iinëc» ,  l'axe  des  S  éiftnl 
»  dirigé  ^ni>.ini  la  normale i«  la  surface,  aouâ  aurons 

J=0,     y:^0,      g=0.      p:^0.      (J  o. 

i<  •  peut  d  aillf  urs  dispnscr  df  1  ri\c  do  i  de  farun  que  l'on  ait  S  =  O.  11  »uil 
M  de  (-i>s  Uypoliièses,  el  dus  cqu^ilious  t-i  rili-s  plus  liaiii , 

f/:  .-.  o,    //' r r  rfr' ->- t<fy%    ^/'j  ^o,         >  —o. 
a/^  .t  -  r'  fl.i  '  —  rt  el.r  dy''  -  t  o,    f/  '  )— h  rl  f/.i   <(>  -r  l' il)  *  =  «>. 

»  Nommons  a  l'angle  que  fait  avec  l'axe  de»  X  la  tangente  à  1  arc  9  menée  pai 
M  l'origine,  de  sorte  (|u  ou  ait 


<£r  dy 

—  ssCOftOC,    -y-  =  iiUk9ti 


I»  n«u»  en  eonduroas 


M  et,  par  «oiwéqaent 


t 


:  r  fos'  st  -r-  l  sur  x , 

:  —  rtcoft*  a  tin  >  —  l*  sw*a , 


I  S  9  cot«  —  ^-  (r'  coi*«i  «f- rtcosa«n*«)  -f- 

r,  —  7  siua  —  ç  (rt  «»'  «  siua  -h  l'  siu  '  a)  -t-  . . . , 

Ç  =  ^  (r  co»*  ot  -h  t  lin*  «)   

»  Eu  dunuaul  à  x  toutes  lc&  valeurs  de  xéru  à  a  R ,  ou  aura  suecessivemcnl ,  par 
n  oa  formules  f  loiu  les  poinu  de  la  couriM  fermée  déGnic  plus  haut.  Si  main- 
»  tenant  noua  désignona  par  i  Tare  de  cette  courbe,  lequel  ett  une  ibncdon 
M  de  ff,  on  aura 

M  ou  iiieu,  en  ayaut  égard  aux  valeur»  précédeiitcs  dt-  |,  r,,  ^,  et  observant 
»  que  se  seul  ett  variable, 


3 
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a  Pour  rivi.ir  In  loiif;uciir  loinlc  /  de  U  rourbc,  il  suilil  d'inl^rer  //^di<pui& 
»  /t  i  <»  jiisiju  ;«  jz;  (Ml  ii  uuve  ainsi 

are  ^  ! — 

»  nu  Yàa» ,  en  apjH'Iani  H  cl  R|  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surfa<f> 

w  AU  point  m . 

»  Puiir  la  i-ourbe  «'urresp«miiaiite  «-onstruitc  sur  la  snrondr  surlacc,  on  ti-ou^cra 

u  temblalilraicnt 

k      >  i  \|Mi  s>i<ins  Ht-  /  <n  de  ^'devant  élro  «galfs,  quelque  pelilqoesoit  *,  Ira 

»  rnetlicienls  de»  mèn>e*  puis^^anre!^  de  ert  arc  doivrut  èlre^auxî  on  a  don<: 

RR,  =  U'n',. 

I»  Ce  qu  il  fallait  démonlror.  • 

Maî.s  si  Ton  réiis!<il  de  eelte  manière  A  étaUîr  que  Ic  pividiiii  RK,  ■("•le 
rr<iisl.int  d.ins  icnîti  s  les  iraiiiifurni.'iiidris  »|iir  peut  éprouver  une  surfare  flexible  . 
nuis  ini-xien>il>ie.  un  ealcul  nouveau  v»!  ncH.e4»&aiiv  jKiur  uouver  rexpres.<>iuH 
de  ce  produit  constant.  méthode  de  M.  Causa,  beaucoup  plus  longue,  il  est 
\  rai ,  mai»  aussi  beaucoup  plus  complète .  donne  au  contraire  la  valeur  g^n^le 
de  RH,.  (pielles  (pic  soient  Ie!>  variables  dont  on  fera  uMge  pour  déterminer  sur 
la  sui/aee  la  pj»iliuu  de  ehaenn  de  ses  ()oinls, 

La  valeur  générale  dcRRi  dnui  nou»  parlouscsi  très-t-umpliquée;  elle  dépend 
d<*!i  Irni»  cocflirients  E,  P,  G  qui  Ogurcnt  dan*  Texprcssion  du  carré  ds*  d«- 
l  i'lément  d'une  <  ti  1 1»  (|ucleonr|ue  tracée  sur  une  surface,  et  dm  dérivées  pre- 
niii-n  <•(  Nff  on'l'  ^  ii<  t  es  él(>inciits;  mais  on  la  simplifie  beaucoup  quand  on 
snppot-e  re\pre-su)n  de  //.<'  n'-dnile  à  la  forme 

//«  '      I',  //il  -I-  (  j  fiv  ' , 
ci .  à  plus  tbrte  raison,  quand  on  pn>nd 

ou 

rr  qu'on  peut  faire,  comme  on  sait,  pour  toute  surface,  eu  olioiaissant  un 
système  de  cOfirdnnnées  ronvenables. 
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Eji  supposant 

V.  (lu'  —  (i  ih' . 

(<■  rjni  <  \i|j;r  anulumciil  que  les  deux  systèmes  de  Ji|;n<rs  rrpréaeuk'fs  par  If» 

("«luations 

it  —  constante ,     %•  =  coif'ianlf  , 
loiciil  <ii'iliu^t>ii.iu\ .  la  foi'iiiiilf  (le  M.  (laiiss  foui'iiil 

W  "'^7ft^TÂr^p-(sr)  -»-<^srrfï**^U,)  -»^1;*t-^;ï;7)- 

J^nir  itonni'i-  ,i  i  i-  ivsiiltal  une  fnrnic  îi  la  fois  siiupli-  t-l  <'<itnmi>d(- .  )  iiiirofliiis  la  s 
layuns  <l«'  roui  buie  géudésiiiut'  C|,  dt;s  courlH'S  rcpit'sriiU't's  pnr  )'<|n.ili(>ii« 
rrspcctîvM 

f  s:^  constante  f    u  =  constante. 
Fm  il*«uirM  terne»,  j«  fais 

ft  j'oblien»  erlli;  formule  remftrqoaMe 

_   p- 

que  l'on  pourra  vérifier  aisémcm.  et  qui  rcufemu*  ronniK'  r.is  pai  ii<  nlii-i  ^  (on 

le  vcrr.T  ivfT  un  peu  (rnttenrion  *  rrririins  tluVirèmc*.  rltttiitf'-^  |inr  M.  i.ainc  mit 
II-,  layoïi*  <!(' cuurburc  principaux  tl  un  systi-nif  ii  ipli- ilf  sui'lari's  urtUut(unali'». 

(^uaud  on  le  borne  à  prendfe  «  et  on  k  peut,  nous  ravonn  déjà  dit ,  pour  une 
surface  (judrompie , 

il»' =  du* +  04»^, 
on  I  Ess  If  et,  par  Ronscijucnt  , 

c'est-à-dire 

1  I  yG 

RÎT,  v'G 

.M.  Gauss  a  t'ait  un  grand  usage  de  celte  formule  dans  »on  Mémoire. 
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1  ■  Mai»  j«  iroQ vc ,  pour  )e  moins ,  auttî  remarquable  la  fomiuli;  BtttvaiitP  : 

SR,  ~     âï  \    (tti'  tip    )  ' 

qui     rapiKirtc  au  cas  de 

l'i  (lotit  h  Hiniiun>trarKtti  directe  691  fat  ile ,  rontiui-jf  1  ai  fait  \oir  au  tome  XII 
lin  Journal  ilv.  Matliéiiutlùjiip'' .  l,'i-in|jloi  (Irs  roordoum'i  s  y  .  ^'  m  a  (Iduiic- 
une  méiliude  simple  puur  élablir  riuvariabililé  de  la  valeur  du  produit  KK, 
dans  déformâlloi»  d'une  surface^  et,  si  eelte  mélkode  «si  moîna  complète 
<]ue  ««lie  de  M.°  Gauss,  qui  fournit  rexpression  de  RR,  pour  des  «wordonnées 
<|U(>l(niM|u<^  <  lit  ilniiiip,  du  moins,  quelque  chose  de  plu5  (|U(-  celles  duni 
MM  l^4-rir£in(i  «  )  l'iiî^  tiv  oui  (l<-|iuis  fait  usage.  File  fait  cnririniln-  l'expn'ssitin 
lie  \\  K,  poui'  un  système  «le  r  (loiuiée» ,  particulier  sam  doute  y  luaiii  couveuable 
À  toute  surface  donnée  et  adapté  à  toutes  les  formes  que  cette  sui&ce  peut 
prendre  par  la  llexion;  cela  doit  suffire  dans  la  plupart  des  applications. 

O.  Pour  obtenir  Téquatiou  aux  dilleienees  partielles  des  surinées  dé>elop- 
p.iltli's  on  applicables  sur  un  pl.iii .  ^î.  flauss  lait  iiliscrvcf  t[iir'  !i  produit  RUi, 
<|ui  |»oiir  le  plan  est  iuiini  ,  il'>ii  pnr  eela  même  Tèlre  aussi  {>our  les  «inrlaee» 
déveluppables  qui  naissent  ilu  plan  parla  tlexiun.  Ain»i,  puur  ee$  surfari^,  un 
•tes  rayon»  prinripaux  R,  Rt  est  iiëccsMircmctit  inûnî,  de  là  Téquaiion  en 
«■onrdonnées  rectangles 

:      ;       /  du  y 
,U'  dy         \Tx~d}\  ' 

n  la<pi<'lle  tord-  snrfaee  dé\eli)p[)aM('  rirnt  satisfaire. 

Mais  il  restait,  ee  lue  semble,  à  démontrer  que,  réciprorpu-menl .  reiie 
i^n.ition  aux  dîfleeences  partielles,  ou  Téquation  équivalente 


lie  peut  appartenir  qu'à  une  telle  surface.  C'eil  ce  que  Ion  prouve  aisément  à 
raide  de  notre  forniulc 

KK,  %\  \  du' 

qui  donne  alors 
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Dp  t«  rvanlic,  en  ttfUHy 

:    4>[x~-  l  V'^^î  :  -r-  f  lî  V'--*'). 

«•Il  «it'Aigiiam  par  di-s  IflUcs  inajust  ules  ci-  «juc  ilevuiiiiciil  les  luticlioii>  j.  »  J 
lor»(|u'oii  V  rliaiii;c  lo  sij;iic  ilf  V  — i.  F.ii  pfisaiu  doiir 

,|if  a  _  ;3  V'Z^)  H.  4»  (fl  _  |â  v*— »)  =  aFU  —  0  V^). 

ou  aura 

logX =/(«  +  p  V^)  +  F(« - 13 

tfxpreHÏon  dam  laquelle  lui  deux  fiinctions  w.  changent  l'une  dan»  raiiin- 
IcHwpi'on  rliaiigr  le  signe  de  V— i- 
Ayant  ainsi 

faisons 

cl  il  noua  viendra 

quantiu-  qui  peut  »o  coiislruiie  sur  un  plan  par  les  coordouixV.s  nt  langU- 
laiix's  X,  Y;  tVnîi  l'on  roticltir  que  la  surface  est  r«5<.'lleiuenl  applicable  sur  (»• 
plan ,  lea  divers  élémenls  (li  venaut  se  placer  chacun  k  chacun  sur  leurs  i-ur- 
reapondants. 

0.  Lorqn'oii  envisage  au  point  de  vue  où  nous  venons  de  nous  plaeer  la 
théorie  dessuifaees  développaUes,on  doitdësirer  de  ■«trouver,  au  moynn  df 
Téquation 

fi'-  f/'z 


la  propriété  de  ces  surfaces,  qu  un  prend  souvent  pour  leur  déiinilion,  de  pou- 
voir être  engendrées  par  un  plan  mobile  doM  l'^quatioa  eoirtictit  UU  «eul 
paramètre  varlaUe.  Soit 

eit  lit 
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1  «■i|iMt«>H  (kMii  iMiiLi  |)arl<iii!i  fvut  sVcrire 

<//i  ilij     (iji  iiij 

it.r  dy      <tv  tir  ' 

dr  *  «tjr  '  dj 

Snit  w  ia  talrnr  «otninunc  de  ces  deux  ripports  «gatix.  Nous  aiirqn» 

'        «X  fly  •  '  iljr  il}    •     I  ' 

Donc  H'  i!i  q  doîvi'iii  Mi  réduire  à  des  fonctions  de        l'on  peut  écriir 

Maiitifiiani.  pusni» 

iKiuji  2UKH1S.  tni  dillt'iiMUianif 

//f  =  .rz/jp  t-7//y  =  [x  -h  »  f  (a»)  J dp-, 

fi  iHiiis  1^1  «■oiirlurulu  qm*  •z'~Hj'f'(/i)  cl  ^  Honi  dra  fonHioii*  dv  iSoli, 
d'a|ii-ès  itU  . 

I.'iiitrijirak'  d«inatidéc  i-ésullcra  d<f  l'éliminatioii  dc^  vairc  les  deux  «qnalioii» 

(.!■>  Il  m  II  II  IN  .i|i|>ai'tii'niii'Ml  louit's  d«'iiv  ii  «Irs  |)laiis  (ptiuifl  «in  rf£»aidc  f> 
oMiiiut*  uti  pârainètit>;  i>t  (-(-l«-t  iiuii(|ut>  déjà  que  la  suiiaec  vsi  Ituiuéi-  par  di*!t 
liginvi  dniiies.  Mais,  clo  plus,  la  seconde  «Sqtultoti  est  la  dérivée  la  premiên* 
par  r«p]iurt  à  p.  Donc  la  surface  esi  l'emreloppedtt  plan  mobile  raprt'M>nié  pftr 

la  pmriirn'  ('H]u.iliun. 

7.  |{cvi>iioii.s  maictctt.iMt  ;t  «!(>s  •iiirfîK  <'n  <|IH'Ih)IU|iu's.  (Jiî.ukI  r)(>ii\  ^iirliM-r-i 
|n-uvi-iil  i-Jiu  U'an.slin-iiK'fN  1  iiiie  dans  1  auln-  sans  cxU'iiiiioii  ni  iclut  i.ssniH-pi 
tim  parlii's  qui  tes  «tMnposcnl,  on  est  certain  par  cda  même  qu'en  deux  points 
•-Mrre!<|>uii<laiii->  It  s  produits  RR,  i-i  H'  H',  i\v>  iav<iiis  <\v  rourliiin-  seront  lou- 

|<iiii>  i''j;.-iu\.  M;ii«-  In  rt'fijiroqnc  rst  luili  il  i  tic  viuic,  li  .  iii,iIl;i<'  l'cxt  mpic  <lf> 
!>ui'la«'<'à  clt-vcl(i|ipablrs .  et  k  lui  .  (>l a-*  élriulu ,  des  siiHaccs  pour  icsquflles  RB  , 
<^  une  constaaliS  dunl  un  pailei.i  plus  ba!> ,  il  faut  bien  s**  garder  df  hoîm 
que  de  l'équalion  RR|3sR'R',  supposée  cxaeie^  un  puisse  conclure  régalité 
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Hrs  (■lénicnts  linrairo  corrcsporulanis  f/v,  </.»'.  t'(;alilé  «jui  fail  le  vrai  caracièit' 
<li-  1.1  iransforinatioii  ilfs  «urfacrs  doiii  iiuiis  ><-iioiis  ilc  nous  oi-i-U[mt.  Ou  doit 
(JuiK-  (icbiivi  di-  savoir  rccounailiv,  dvux  su^face^  A  t-t  A'  ri-taiil  doiitirc» ,  s'il  vst 
<m  non  ptMuîbte  il*^ublir  entre  les  pointa  de  Vune  et  In  pointa  de  l'autre  une 
(.■orrespondanc<>  uâle  que  Ton  ait  ti>ujuurs  tfs  :=  tls',  vn  sorte  qiit-  les  poin|<  bo-^ 
mn!oi:tif"^  iiifiiiituctil  \<ii'-iii'-  Muctil  silm-s  <'rrlre  t-iis  h  l.i  tiièiiii'  disTaiifc  stir 
Jei  doux  surfaces,  rouditioii  iiece'i.sairi'  et  sullisaute  pour  fjue  les  deux  surlare.s 
ac  trouvent  coiupusécs  de  triangle»  égaux  et  soient  transformable»  l'une  dans 
ratttre,ou  applicaUes  Tune  sur  l'autre,  comme  disent  quelques  f^iAmiètres. 
Celle  question  importante  pi  iii  rtiv  résolue  Comme  il  suit. 

(Iherrlier.  d"al>nn1  pout  hi  miiI  k  c  \  I  rvpressîon  de  ris'  au  niOTcn  de  deux 
variables  indépendante*  «jiu  lt  Dnijuo  n .  i';  et 

fis''  —  K  f/ir  —  •/  I-"  (lu  fit'  -t-  Cl  fh'- . 

I)i>  \aleurs  connue^  rl.  V. .  \\  i'j  on  déduira, par  la  formule  de  M,  Gaui»,  celle 
dn  pixiduil  RKf  Un  aura  ainsi 

RR, 

D»  mîrmc,  pour  la  surface  A',  en  employant  deux  variables  h\  v',  on  trouvera 

.  Kl  si  les  deux  pointe  {u^v)^  (u',  v')  sont  correspondants,  il  faudra  d'abord  que 

f(ii',  ,'')=/(«.♦')■ 

Ptour  cpie  l'équation 

RR.  =  R'R',    ou  f(n', 

prise  isolément  soit  satisfaite,  il  suffit,  comme  on  voit,  d'établir  une  corres- 
pondance convenable  entre  Ie5  points  (m,  e)  et  (m',  e' )  des  deux  surfaces. 
Toutefois  si  l'un  des  produits  RU, ,  H'  R',  était  constant .  rniitre  ne  jM»urf  ait  lui 
èlt  e  égalé  qu'autant  qu'il  aurait  de  lui-même  la  même  valeur  constante  :  si ,  par 
exemple, y(u,  v)  se  rcdoisait  A  une  constante  C ,  il  fiiudrait  que  f  (»\  v')  se 
réduisit  aussi  identi<{uement  à  cette  oonstante  C.  Laissons  pour  un  nuimeni  de 
rAié  ce  cas  particulier  de 

HR,  =  inr,  ..C; 

fl  supposons  les  foiictions  y  et  f  i-ssrotïrllfiticnt  \  ,ii  .  ('rl,  i-trinl.  lien 

n  empêche  de  «ubeti tuer  à  une  des  variables  »,  i-  la  variable^/,  et  d  exprimer 
dt*  en  /"  et  f  pftr  exempte.  De  mfrme,  on  pourra  exprimer  r/jt"  en  f  et  v\ 
c'cst-jhdirc  en  / et    puisque  f=:/>  Ainsi  désormais  il  v  aura  une  variable/ 
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commune  anx  deux  iurfaces,  et  mtc  variable  exprimera  Tun  et  Tauire  <!«« 
|)r(i(Iuils  «>gau\  RR.  .  Fî'R' .  l.'Iiilifi<ln<-iioM  explicite  de  la  vat  iaMc  /'n'est  pas 
absolument  indispeiiMble  dans  la  pratique,  où  la  remplacerait  un  emploi  ron- 
v«nab]e  de  réquation  f  (u',  —  J'{u  ma»  elte  abrège  beaiicouj)  I  e\p<>- 
«tk»  de  notre  méthode. 
SoU«  d'après  cela, 

</*»  ^  L  dj'^-h  «M  J/dv  -h N  A'' 

li'>  loïK'lioiis  L'.  M',  >'  do  y  et  n'avatif ,  bien  cnlriKlii .  aurun  r;tppoi  t  av«'r 
\*  f-  funi.iinns  L.  M,  N  de  y  cl  t'.  La  variable  ^  étant  la  même  de  part  et 
diantre,  il  s'agit  de  savoir  si  Ton  peut  exprimer  en/et  f  de  manière  à 
vérifier^  poar  toutes  les  valeurs  possibles  de /,     dfddfy  Téquation 

A  ce  point  de  vue,  il  faut  poser 
L'équaiion  td**  =  ds*  se  décompose  donc  dans  les  trois  suivantes  : 

Les  deux  demières  donnent 

et 

rf^  _  M  -  M  'P  _  My  V  — M  Vis  _  „ 

rf/-    rrp   -  jff^ 
moyennant  quoi  la  première  devient 

ou 

(.)  ^-yi^'^-w- 

P  et  Q  sont  (l<  >  lonrtion*  roniiucs  de M,  v'.  Mais  pour  qu  on  pui»se  les  ad- 
mettre comme  les  deux  dérivées  partielles  dt  m,  il  faut  qn'dles  aatisTassent 
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«  ]«  coiiditiou  dlnl^rabîtité,  qui,  développée,  donnv 

On  n'aura  pas  besoin  de  muiirir  à  I  t^iuation  (j^)  SI  ré(|ua(ic>n  ya)  cuii- 
tieni  i''  :  il  sunira  de  résoudre  l'équation  (a),  put»  de  voir  si  la  valeur  de  v 

l'sl  Inllc  qu  i>u  ail 

(■/) 

Mais  si  *^  <li»|tarail  di;  I  ôi(uatiun  (») ,  qui  dès  ioi.s  ne  poitm  £lre  véi  ilici-  ({ir<-ii 
dcvi-nant  id<-nti(|iH- ,  on  tircta  f'  di'  ruqualion  et  on  vrrra  si  la  vali^ur 
di'     s  accorde  av»c  It-s  (kinatinus  (yj. 

Lorsque  les  équation»  (y)  »unt  ainsi  aatis&itea  pttr  une  valeur  de  v*  tirée  de 
réqualio»  («),  ou  bien  par  une  valeur  de  v'  tirée  de  Téquation  (^),  Téqua- 
(iiMi  (a)  t'tant  id«'n tique  .  on  a  dx'  ~  ris;  les  dcUX SUcfaci's  A  ,  A  sont  fornn-es 
d  «'U'-mcnis  t'::,iu\.  n  l:i  i  (n  n-sponibiirp  piiirn  leur»  point»  {J,  v) .  (  /  .  i  M  ci 
établie  par  la  valeur  de  i-'.  Ajoutons  que  »i ,  par  ba»ard,  les  deux  équa- 
tions (2) ,  (  )  étaient  vérifiées  dVlles-iuèineSf  m>n<«ettleiiient  on  aurait  cocon* 
1/1'  =:  dt,  niais  dans  ce  cas ,  la  valeur  de  f',  qu'il  &ttdrcît  déduire,  par  l'intt^ 
gration ,  de  Téquation 

.A  '  -  Pf/i  -hQr//. 

ronlieudiait  niv  <'on.'«lan(e  arbinriinr  fcc  qui  n'avait  pas  lit'ti  .auparavant}, 
«le  «orte  qu'il  existerait  alors  une  intinilé  do  manière»  de  faire  correspond n*. 
entw  tm  les  élémonls  /k  pi  rfs*. 

8.  On  touçoit,  a  priori,  que  ce  dernier  cas  est  celui  des  »uitaees  de  révolu* 
tion;  et  je  vais  prouver  cpte  quand  il  a  lieu  la  valeur  commune  de  tU  et  th 
convient,  en  clTet,  à  l'élément  linéaire  iTune  telle  surface. 

Dans  ^hypot^H•^e  que  je  veux  di»euier,  !'<  i]ii.iti<ui  (y)  est  identique,  «  i  U-» 
deux  membrin  de  cette  iH|uation,  qui,  eu  général,  contiennent,  l'un  y  et 
raulre  y  cl  i  ',  doivent  »e  réduire  à  une  même  f'ouciiou  de  y  seulenieul.  Soit 
donc 

L— y  =  L'-^=o(/). 

Il  en  n'-sultera 
d'où 
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«1  praant 

«t  en  désignant  par  V  K  la  valeur  inverse  du  fact«ur  ijui  rend 

tlvyjS  -i  ^- 

une  (iiiléi  ciiiirllc  «  vacic  '/t.  La  variable  9  remplacera J\  et  r  remplacera 
On  (rouvera  de  invine 

K  elaiu  uiif  loïK'liuii  tic  i  vt  t  ',  cl  I  ^Mjuaiiori  tis"  ~di'  sk  mluira  i-ii  ruiisf- 
quence  i  rdte^ct 

Donc  r  w.  peut  ôli  i*  <|U  une  fuuclion  de  T ,  cl  non  de  r  vt  d«  <7,  couum'  on  iJi.'- 
vait  te  croire  jus>(iu'ù  pnSsent.  Vax  suite,  il  faut  qite  le  rapport  de  K  i  K'  soii 
par  Im-mime  indépendant  de  9,  ou  du  moins  le  devienne  eu  mettant  pour  r' 
sa  valeur  en  r.  Mais  «etie  dernière  supposition  exigerait  que  l'éqnation 


ne  fui  pas  identique,  et  que  r'fùt  une  de  ses  racines;  dès  Ion  il  j  aurait 
entre  t' et     partant  entre  ds'etdSf  une  reladon  délermitiée,  sans  constante 

.'irbi traire,  rnntraircnietit  à  re  (|un  non»  adinellona.  Le  rapport  de  K  à  K' 
«loit  «loue  se  tix)nv<'i'  fie  hii-m<'  me  indépendant  de  7  ;  en  d  ririti  1  s  termes ,  K  e|  K  ' 
ne  peuvent  contenir  7  ([ue  dans  un  même  faelcur  eoaiuiun  f  (7),  cl  pour  K , 
par  exemple,  on  doit  poser 

Si ,  de  plus,  on  fait 

6  étant  une  eonstante  a  vtdonté ,  on  aura  donc 

Or  celle  dernière  équation  convient  évidemment  à  I1  >m  r.n  f  de  révolution 
pour  laquelle  7  «  --i  l'  ur  du  méridien,  /••' ç  (7)  le  carn'  lir  la  distaneed'un  poitii 
quelconque  de  1"  -url  ir  e  à  l'axe  de  révolutiou,  et  0  l'angle  compris  entre  le 
plan  méridien  r|ui  pa.^se  par  re  (Kiintet  un  plan  méridien  fixe.  Si  r  est  le 
rayon  du  parallèle  ef  sTabavisse  comptée  sur  Taxe  de  révotolioo,  on  aura 
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Prena  U  consunie  b  «ssex  petite ,  et  h  «urface  ier«  réelle.  La  piopositiuii  <|ii(- 

iinti<;  ivions  n»  vue  fst  donc  clômnnfn'c.  On  irotivf»  mt'-ttic ,  en  .iiii  ilm.iNi  ,(  A 
dillcrcutes  vak-im,  une  inûnitc  de  surfaces  de  résolution  auxquelie»  1  élé- 
ment d$  convient.  Cela  est  tout  ûmplc  et  tient  à  rc  que,  si  la  formule 
ds'=  </(r*H-  r'  /tû*  ap|Mrtient  aux  Cémenta  linéaires  «/«d'une surface  de  révo* 
lution ,  elle  appartient  aussi  dès  lors  à  ceux  des  surfaces  toutes  dilférentes  pour 
l«'.M|uelles  /  '  et  Û'  remplaçant  ;•  et  5 ,  on  aurait  /  '  —  hr  el  />0' ~  0. 

0.  Occupons-nous  actuellement  du  cas  particulier  où  HR,  est  tiuceunstanle , 
el  pour  distinguer  le  cas  où  la  constante  est  positive  de  celui  où  elle  est  nëga> 
tire,  aoit 

RR,  d: 

Je  ilis  qn»'  tomes  les  surfaces  que  cette  é(|Ualïon  peut  reprt-seiilfi-,  pour  une 
valeur  donnée  de  m,  sont  formées  des  mêmes  éléments  ds  qu'une  sphère  de 
rayon  a ,  dans  le  câs  du  sifno  -I- ,  et  qu'une  certaine  surface  de  rérolutioii 
(celle  qu'engendre  la  courbe  aux  lan^^tes  de  longueur  constante  a,  en  tour- 
nant autour  de  son  asymptote)  dans  le  cas  du  signe  —  . 

Kn  efl'et,  si  l'on  suppose  la  valeur  de  «A'  mise  sous  la  forme 

un  transformera ,  par  la  tormul«'  du  n"  -i,  iioiiv  i<c]uatioii  dan»  celle-c  i 
qui  y  si  1  on  pose 

«-(-kV  —  I  — «,    a  — ^v' — i  —  v, 

deviendra 

d'ïaal  _^  i. 

■  ■■  1  ±  — ï  =  o. 

J'ai  trouvé,  par  des  considérations  dont  Je  supprime  le  détail .  que  Tint^rale 
complile,  avec  di^uv  fonctions  arbitraires  f  (  m)  et  de  ceue  équation  auic 
didërenees  partielles ,  est 

-/  (u)  désignant  la  dérivée  de  f  (ii) .  et  •^'(i')  celle  de  f^i  (u). 

Pour  véritler  ce  fait ,  je  tire  d'abord ,  i.ii  passant  aux  logarillimes  . 
logX  =  los(4a')  -Hlog'f^'fM)  f-logl'(i')  +-?(«)  1-1  (i') 
-alos[t±:e''">-^^''J, 


1  ou 


-  %8  - 

pill!> 


f 


par  consoi{ueiit 
tM  enfin 

«e«|u'il  l'alLiit  drniiiHiifi  . 

I.T  v;ilf  iii  fie  ).  «omluil  a  vvWv  tie  f/,v'.  Mais  d'alK>itl  i'ûtablijM.itii>  au  lit-ti 
lie  fi  <*i  t' li  ui  s  >ali'iii's  a -I- ]3  v' — 1 1  •at  —  fi  S — ^(")  'f  («')  «It'vicnclront 
'^^a  4-  ^  V  —  i  />  1 V*  — ^  v'  —  I  ;>  Cl  dcvroni  Dalun-llemeiit  vtic  (U\s  iniagi  - 
nairet  ronjugoées  pour  qtte  1  soil  réelle.  Posona  donc 

O  i.a     ,3  V  —1  )  =  f     T  V  —  1 ,    'i'U  — P  V  —  i;  ^  {  —  T  V  —  i. 
En  diflëmitiaatf  pu»  multipliant  nembre  à  membre^  itou»  vn  coiwlnnms 
ip'  (u)  4»'  {y)        H-  rfp»)  =  dÇ'-i-dS'. 

Par  suite,  H  à  cause  d«  f  (m)  -h  -|  (i')  =  aÇ,  on  a 

Hri-iii-%  II-  »i^iu-  .vu|jt-rieiir,  et  voua  aurez  une  cxpn-ssion  de  <it'  comniuiic  h 
loutt!»  1m  «arfares  |>our  lesquelles  RR,  =  a*  :  prenez  le  signe  inlerîeur,  et  %-ou& 
aiircx  une  i-\pi  cssion  de  t/t*  commune  à  louta  les  surfaci^  pour  losquelle» 
RB,  =  <i' ■  Donc  toute  surface  conienuc  dans  un  de  ces  groupes  rat  appli- 
i-dble  .sui  uni-  autre  surlaee  quelconque  du  même  groupe. 

Maînteiiaui ,  pour  trouver  les  surface»  les  ploi  simples,  afin  d'j  rapporter 
!<'!(  autres,  soit  h  mus  constante  à  vokmte,  et  remplaçons  ?  et  ^  par  deux 
variables  nmivellcs  6  et  r,  qui  soient  telles  que 

-  =  4Ô,  --  .r. 

Il  nous  viendra 

o'  b'  ziz  r' 
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Or  celt*!  fomule  convient  «  l'élvineDt  lindaîrc  ds  d'une  sarface  de  révolution , 
fiour  lacpiellc  6  euprïmerait  la  longitude  et  r  le  rayon  du  parallile  de  chaque 
point.  On  trouve  aisément  Téquation  dci^ni^  suifact' 


rt  (i  —  ^'  ri 


OÙ  z  i-i  l  aliHt  i.*,M-  coinpt»-c  sur  i  axctic  n;voiulion.  Celle  mciiie  4-qualiuu ,  liuriHtf 
aux  poiiitj  (l'un  pUn  »  est,  en  coordmuiée*  rectangles  cdl«  du  méridien.  Dans  le 
vas  de»  signes  supérieurs,  on  peut  faire  A  =  i,  et  la  surface  devient,  pour  cette 

valeur  «le  h .  une  spliére.  Daiis  le  eas  fies  signes  inférieurs ,  on  jk-uI  faire  /»  =  i>  : 
la  enurlx-  méridienne  qui  répond  à  celle  hypothèse,  et  par  conséquent  â 
IV-ijuaiioa   

ilz  —  ar  » 

r 

eisl  la  Irajeetoire  orlliogonale  de  la  f»('rit;  des  cereles  de  rayon  « ,  don!  Irt  «  en- 
tre» »onl  f>\iT  l  ave  dc&  z.  F.n  d  autres  termes,  c  est  la  courbe  aux  tangentes  de 
longueur  constante,  «omme  le  cercle ,  méridien  de  la  spbère,  Mt  la  ligne  anx 
normales  de  longueur  constante  :  son  équation  peut  en  eflet  s'écrire 


dette  eourbe,  bien  rontme  des  ^éomètre^  .  jmiJt  d'niu'  fouir  de  propriété*  ru- 
rieuses.  EJlc  a  évidciutncnl  l'axe  des  z  pour  asymptote.  l>n  peut  appliquer  sur 
la  surface  de  révolntiim  tpi'eUe  engendre  (en  tournant  autour  de  cet  axe) 
toutes  la  surfaces  pour  lesqudles  RR,  =  —  a%  et  sur  la  sphère  toutes 
celles  pour  lesquelles  HB.  — 

10.  Quoique  ee  qui  précède,  bicji  compris,  me  .semble  suffire,  quebjues  Ijm  - 
leurs  pourraient  conserver  des  doutes  sur  la  possibilité  de  réduire,  dans  tous 
les  cas  on  RK  t  =  —  a%  Texpresnon  de  ds*  à  la  forme  qui  convient  à  la  surface 
de  révoliuîon  simple  «jne  nous  venons  d'indiquer,  savoir  i  la  forme 

r*  ' 

ou ,  si  l'un  veut ,  à  celliNCÏ 

qui  résuite  de  ia  précédente  en  posant 

a 

w  =  — 
r 

En  eflet,  on  ne  voit  pas  clairemeiit  quel  sens  peuvent  offrir,  quand  on  y  fait 
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/t=  o,  K's  lortnilliet  dont  lions  udik  soinincs  M^rvi^  |ioiir  i cmplaci-r  r  par  9,  Cl 
"  pat  / .  N  oiri  une  «utiv  luvthodv  df.  traiisfomatioii  qui  lèvera  inulra  le» 

tlillit'iillés.  l.(-riti'z 

.           /  ^  I  —         ^     ^  • 
w-i-9s~^i  -  —   

t-t-TV— I 

A  étant  une  constante  rëdic  quelconque ,  vt  vous  vériÛcns  nn»  pciue  qur  Ui 
v.ilciirs  <it'  u-  cl  0  en  ^  <■(  i{ui  t  rsiiltviii  dc  la  décomposition  de  coitc  équation 
imaginain*  en  deux  équaliou»  récites ,  donnent 

I.V\|u  i  ssioli  (II-      <-oM%enablc  à  toute  surface  où  UR|  —^a*^  et  qui  d  aboid 

a  éttr  tWH%«' 

est  donc  liien  réellt^inent  réductible  à  la  fonne 

II  V  u  |ilus  foiiiint*  r  fl  0  iri-ntirnl  tl;(ii>  </<'  (]t)c  pr»i  «ainVsdc  Iniiv  dilî.'- 
jviuii-llcs .  on  pourrail  ajouli-t  k  t  uiif  coiisluiin-  réillc  A,  el  à  6  uni-  aulrc 
<:«nislaii  le  g  rût'lle  aussi  ;  on  pourrait  encore  eli,-tii(;«'r  le  .signe  de  r  on  de  0  «  en  an 
mm  on  pourrait  prendre 

sans  cesser  d'avoir 

l.i's  \alfui-N  lU-  w  vt  0  fil  1^  fl  T  «ju  on  peul  employer,  conienaiit  Irais  con.siaiiie.s 
dt'bilrairt'Âjf^,  h,k,i\  faut  i-ii  cuiicluif  que daus l'applicalion  de  deux  sturlacc», 
du  g<nre  de  celles  dont  nous  nous  occupons,  Tiuie  snr  Tautiv,  on  peut 
amener  à  volonté  un  point  doniu'  m'  sur  un  point  •lonné  m ,  ei  même  un 
>>i'<  oiiil  pfiiiil  n'  "iiif  mi  sceoiid  point  «,  pruirvii  <|ih' li  s  i!i>.i;in<  i ;;i'f»di-siquf* 
•  le  «r  à  II'  fl  df  m  à  h  soient  égales.  La  même  pi-opriélé  a  lieu  p»mr  les  !iurtaci;s 
ipplic  aMe»  sur  la  spltère  :  la  symétrie  dc  la  sphère  auKnir  de  son  centre  rend 
cela  évident  à  ptîotî. 
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NOTE  V. 

Du  tracé  gcografiiuque  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres. 


i.  Deux  surfaces  A  cl  A'  élaul  cluiitMk'S,  ou  dfuiaiidc  dr  lairi'  loi  ti'sjiondi'e 
]vs  point»  m ,  m, ,  m, ,  m, , . . ,  de  la  surface  A  aux  points  m',  m, ,  m', ,  . . . 
de  la  surface  A',  de  telle  manière  qu4i  deux  figures  correspondantes  tpieloonques 
sur  ces  deux  surfacrii  »<)ifiii  tnujoiirs  sembUliles  1  uni*  h  Pautre  dans  ll*ur^ 
l'h'inc'fiis  niiiiiïinciil  pctil'.  T'n  il  aulccs  li-nni-s,  on  (Ifinaml»-  qui-  luul  triaii!;li- 
iniinilrsiiiial ,  Ii-a4  <'-  sur  la  première  surface,  Miil  srinblable  au  triaugle  iiili> 
nif^imal  correspondant  sur  l'autre  surface;  ou  bien  encore  ou  veut  qu'entn^ 
tout  élément  JRifi,  ou  ds  panant  du  point  fixe  mais  quelconque  01,  et  abou- 
tissant à  un  p)ini  ,  voisin  di-  ///,  et  IV-Iémeul  cnrr«'spondanl  niin\  on  (/'•'. 
il  y  ail  un  rap|>ort  indr-|n-ntlanl  de  la  position  du  point  m,,  bien  que  suscep- 
tible de  varier  suivaut  le  lieu  où  l'un  prend  le  puiutm.  Clette  condition  est  celle 
que  Lambert,  Lagrange  et  M.  Gauss  ont  adoptée  comme  principe  fondamental 
dans  leur  tlicorîc  des  carles  g«'-ogi'apliiques;  et  voilà  pourquoi  nous  dirons  <[ue 
<  li.n|[ii  figure  «mil  «1..  .  .  ou  iti'm  ut'  .  .  .  r-;»  .  >iiir  l.i  »ltl-f.irc  1  n'i  dlr  l'st  '-itiu'»', 
le  tracé  gtkigraphique  de  la  ligure  <  ix ivspondanle  .sur  l  autre  suitati .  LaiulM  i  I 
!i*ctaît  borné  à  indiquer  des  cas  {>ariicnliers  où  la  condition  dont  je  parle  se 
trouve  satisfaite.  L^range  a  donné  ensuite  une  solution  diirecle»  mai*  scule- 
nicnt  pour  des  surfaces  plaïu's  et  des  snrfdces  de  révululion.  Rnfin  iM.  (iaus> 
a  fait  \oir  que  pour  <leux  surface'  A  cl  A'  cjuelc  onqiu-s,  le-  pinblèmr  <(t'p(  ii(l 
de  la  décumpusition  en  facteurs  imaginaires  des  carrés  rh',  ds'-,  et  de  i  in- 
tiqgration  des  éqtutions  dilTérentielles  obtenues  en  galant  ces  facteurs  à  xéro. 
Cest  la  même  considération  qui  «ondult  à  exprimer      et  dt'^  août  la  forme 

A*  =  31  (*/«»  -4-  rf/i')  »  =  l'  [d«l '  -H  r/jÈ"  ) , 

X  et  X'  étant  respectivement  fonctions  de  «|  0  <a  de  a\  Aussi  Temploi  di* 
ces  formules  I4ve-t>il  toutes  les  difficulté»  <nic  la  question  pouvait  olTrir.  Peu 

76 


Hr  mot.s  il(m>  Minîroiii  i-ii  iMVr  i  |Hiin'  in<MMr'>'r  quand  OU  A  féusfti  M  |rouv«r, 
pour  lu  surlari:  A  .  «les  vai  iablf  t  j .     qui  dounrul 

d-v      5  ù/ar  -  il  (J), 

et,  pour  la  «uriaco  \',  des  variabitw     ^'  qui  doiincitt 

lf>  problème  du  tract'  gi?ogr«phtquc  dv  m  dmx  surfam         sur  Fautn»  !« 

rps<iui  «Ir  suiti"  dans  toulc  sa 

2.  l-a  (|u<'i>|i<iii  ,  (»ti  vient  <!<•  le  V4>ir.  n-viciil  .i  •■«■l  i  :  l  "aiii'  <  <m  n-sjMKidn'  If 
point  m  ou  (a,  ^)  cl»;  l;(  !iur(';ui'  A  au  point  m'  ou  ja  ,  Am  Va  surface  A'. 
c*esl-à-din«  exprimer  jfc'  en  de  telle  manière  <ptcle  rapport  de  rfr" 
à        parœnséqaeiit  la  fraction 

-.  -  -,  .  -  -» 

/   Il  Ji  -\-  Il  ^ 

«r-  rf<4lMiM'  :°i  uni-  >îiiipli'  iVinriioit  <fr  2.  Ç,.  indi-pcndanit*  du  rapport  de*  dit  à 
tl^.  P<iur  cola,  il  faut  et  il  sutlil  m iilontinenl  cpic 

J  a"  -r- f/ ^' '  —  i  (d  »'  •  fl  ■'-'  ]. 

/  ôti'ini  iiKc  font'lîdii  i\t'  T.  <)ii  |Miiirrait  picndrc  3'  r.  V  :.  I  i  ; 
mai!)  ou  u  uuiail  ainsi  qu  Une  ^oluliou  irèii-parliculiL'ri.' ,  cl  nous  rluTc-limiN  lu 
formule  qui  donne  toutes  le«  solnitons  possibles.  Observons  donc  que  l'équation 

se  déi'ompoâV  iiaiuidl<  uu-iit  ilans  relii-s-«  i  . 
Cl 

d*  dp       dm  dp 

Des  deux  équations 

\d»}  '  \d*}  [dp)  ^[dp) 

et 

d£d£  dfr  dp'  _ 

dm  dp  dx  dp 

déji  t^litÀ^s  dan»  la  Note  II,  on  eondnra,  comme  dans  cette  Note  ^  que 

«'  -h  ,3'       n  («  il  ^ 
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II  d«^5i|;nant  une  foncuon  arbiirairr.  Ainsi  ]e  problème  âu  um  i-  ^t''<>.uiaptni|up 
»f  ii'soti(Ji'a  pour  nos  dt'u\  siiifai-fs  A  cl  A'  en  prenant,  pour  m%  la  partie  rérlle 
<lf  H'»  ♦  |H>iii-  :.' Il- rofliîrictil  ili- rarim- v'  —  i ,  dans  ci'llt'  int'iiir 

••\|irrsHioii ,  n-diiili"  à  la  loniir  V  •-  \  -  i.  |- ii  tli'-itutinnl  pu  f  (ii|iir  ilr- 
vicm  la  ioiMlioii  II  par  ii-  i  lidiigt'iai'iit  liii  »igiic-  <li:  V  -  i,  on  !><'*>■  irrirc  plii> 
explicitement 

a'  -  -  ii'  v''^  —  "V^xjftis—i  ), 

«'=i[n(.±jSv^)-^Y(«q=Av-l)l, 

A'  =  -^U  [iJ  («  ±     V  - 1  )  -  V  l«  qp  ^  ^ J. 

i\  —  1 

et,  comrat;  uu  uni  al^M^nienl  la  valnir  de  /  sous  la  foritic 

-4-  p'  ^  —  I  1         a^  —  ^  V_~  '  ) 
l/«  rfx 

OD  va  conrlut  «|ue 

/  =  II'  U     .i  V  ^  /  4"     -H    V  -  I  ) . 
Il'  et  ^'  Aant  les  dérivéei  de  H  et  V,  «avoir 

Le  rapport     ,  qu'on  pourrait  nommer  le  module  dn  tracé,  et  dont  la  valeur 

c»i  ^  ~i  a  donc  pour  carrr  1 1- xpri-:>siun  suivante  ; 

Rien  entendu  que  dana  X  on  devra  remplacer  le»  variable»  actuelle»  pai- 

letirs  valeurs  en  a,  ,3. 

A  raus»'  (lu  double  sï'^uv  coiiUfuu  dans  ar  '  ^ ^  i ,  on  voi»  t]uc  les  lrai.t'> 
gi-o^rapliiqiiKS  nmt  en  qui-lque  aorte  «onjugui-.s  deux  à  drux.  Cela  r^nod  snr 
la  sphère,  par  exemple,  aux  deux  Ggurrs  symétriqno  Tune  de  l'autri'  qui 
«ont  toujours  coexistantes. 
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F-it-il  iif"r-c<s.iirt"  tie  faiiT  obsfTvcf  qm-  \n  ftnisiili'iaiion  ilu  ti.iii'  pwij^ra- 
phiqw  p-riiiei  d  cluudiv  «'ii  «piclquc  &oiic' ,  à  dc&  surlaccs  qui'lcoacjucs ,  la  plu- 
part de»  pro|>riétés  des  figures  planes?  Rappelcs-Tous  qud  osafe  on  fait  de  la 
projection  «téréographique  dan»  la  géométrie  de  la  sphère. 

3.  On  petit  demander  dans  quel  cas  le  module  'lu  (racé  dont  nous  avons 
donné  IVxpn'ssiojj  gruérali' ,  n-su-  rniislanmicnl  ('■jjal  n  i.  On  .1  aloi-s  fh'  if- . 
ei  les  deux  su  Haros  A  cl  A'  (nnurul  clri'  applii)uci.'&  ruiic  sur  l'autre  dans 
celles  de  leurs  parties  eorrespondantes  qu*on  voudra,  comme  les  surfaces 
dêveloppables  s'appliquent  sur  le  plan.  A'oyons  eomment  on  peut  reenn" 
naitre  qu'une  telle  ehose a  lien,  et  que  Téquation 

est  pos5tthlo.  Ce  sera  donner  une  solution  nouvelle  de  la  question  traitée  à  la  iiu 
de  la  ^ote  IV. 
Posons     


d'où 


a  a  y—  i 


X,  qui  «  SI  une  font  iion  eonnuede  «,  j3,  deviendra  une  fonction  cannm/{u,  v) 
de  II  et  w  D'un  autre  côté,  on  aura 

Donc  V,  qui  «st.  une  Ibncttoti  connue  de  «'  et  ^'y  ae  changera  en  une  Cnnction 
connue  aussi  den(if)  et  V{v).  Jedésignerai  cettefonctionparF[n(if), 
L'équation 


deviendra  ainsi 


oulrîen 


/(«.*) 


Ftnn,  *(.■)!  n'(«) 

On  *aii  quf  n  et  »•  représentent  deu\  imaginaires  <  ()n|iii;m'<'s.  Dès  que  l'uiu* 
de  ces  deux  quantités  prend  une  valeur  déterminée,  l'autre  prend,  par  cela 
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même,  une  valeur  corratpoiidante  détermioéc  aussi.  Ajant,  eii  eûti* 
on  M  peut  <)oniicr  u  tans  donner  «  «t  /3 ,  et,  par  auitc ,  rautrr  quantité 

se  trouve  donnée  aussi.  Mai*  cette  liaison  entre  «  et  eue  fait  pas  que  cps  dmix 
quantités  puissent  s'exprimer  en  fonction  Fane  de  l'autre,  ni  par  oonféqueni 
qu'on  puisse  avoir  entre  elles  une  véritable  équation,  (elle que 

Fonct.  (il,  fjsso, 

dont  u  cl  1-  ne  disparaîtraient  pas  natun-llfincnt  d'clles-mèiiK'?. ,  et  qui  four- 
nirait V  en  fonction  de  ti,  ou  u  en  fonction  du  %>.  Eu  ciVct,  si  l'on  avait 

a  +  ;â  o(«—|3 
il  s'ensuivrait ,  en  diiTérenliant  par  ra^^ort  à  a, 

a'  désignant  la  dérivée  de  a  :  d'un  autre  c6té ,  en  diiTéreatiant  par  rapport  à  |3 , 
il  viendrait 

et  Ton  en  conclurait  TéquaUon  absurde 

I  î=  —  I, 

L'équation 

doit  donc  avoir  limi  d"»>ll<'-inùmo  lorsqu'on  met,  pour  II  (u)  cl  +"  (c),  l»'Uis 
valeurs.  Eu  d'autrcj»  tcriucis ,  ou  pcul  y  rfganlcr  lualulcuaiil  «  l'i  r  «ommc  dts 
variables  indépendantes. 

Cela  étant,  je  donne  snecessivemcut.  soit  à  n .  soit  à  ù  i-,  par  <'\<'uiplc, 
deux  valeurs  constantes  a  et  6  il  volonté,  ce  qui  n'cmpâche  pas  de  iaisarr  ii 
variable.  J'ai  ainsi 

F[n(«),*{«jjnn"i  +  i«r  7i«,a) 

et 

Ftn(«),      ir(«)      = b). 

En  éliminant  II'  (u)  par  la  division,  on  tire  de  là 


_  6o6  ~ 

(  Icttf  (vjiiaiioii ,  ri-sdinc  par  rapport  à  n(u),  donnera  la  fornie  s^'H^'iale  di's 
s.-iilrs  v.ilriirs  pissililfs  âi-ll  I ii\  :  je  (lis  ]a  J'orim-  ffrtii'-rnii-.  p.ii ce  que  ri-(|ualioti 
«  oniieui .  (iiurf  a  vi  h       im  prviid  a  »oloiiU*,  Iv»  toiislaiilrs  ^'  ^ti),  ^  [l>). 

(|uî  sont  encore  inconnues.  Ces  t-onslantes,  qui  peuvcnl  «tre 
iina|;iiiai  n» ,  comme  C  +  D  \''  ~  i .  etttreront  d«ns  Texpression  de  II  (m)  .  Quoi 
qu'il  ni  soit,  dan» cette  exprcttsioli  naiurelleiDent  ioiaginain- di-  Il  (ti),  changei 

II-  >\çnv  'le  \' —  I.  i  l  iiifllc/.  i'  au  lieu  «le  ».  vous  aini'Z  "f  Knfin,  il  \ons 
ri'.stera  i\  vt-rilii  r  si  Ifs  \alt'uri>  d)>  Il  iu)  i-t  ^''(t  )  ainsi  obtenue»,  vl  qui  jus- 
qu'ici ne  sont  «{ue  pu^sibk»,  ont  lieu  en  cifcl,  c'csl-i-dirc  vérifient  bien  (du 
moianon  doniMtit  «nx  constantes         • .  •  *  des  valeurs  ronrcnables)  réquation 

Il  V  iiiriil  lH-:iin-oiip  <ir  ^l•Il>aI'(JUl■^  i  ^nir  rclti-  ith  i tiu(îc  i  l  -iir  lt"i  ••ijii- 
plilii  alioiis  iloiii  1  lit  t>i  -.«nivcui  sUM  ^plibU'-  .^ous  nous  boriit-rtiiis  à  ob.sort  1:1 
que  n  (n)  lie  doit  pas  dt-pcndix'  des  valeui^s  (|a'il  nous  plaira  de  donner  à  a  et  /»: 
en  ne  rappelant  cela ,  on  pourra  quelquefois  trouver  plus  rapidement  la  valeur 
de  ri  («),  et,  dans  bien  des  cas,  on  venr*  de  suite  que  la  fonction  clicrcbér 
n  eNisii'  pa>. 

pour  ulttctiir  la  xalt'ur  <le  11  a  c-a^^aycr.  on  aurait  pu  aussi  m'  servir  dt< 
l'équation 

^'{a)J'V\  il  {u).  Vfrt)  \  dl\  \u\  ^  J  J  («,«)  f/tf-f-i-otisuule, 

«•t  (rii'rnc  on  ;>nrail  «'vilô  de  <  <-itt>  manièrt'  un  cas  parlirulicr  «pu-  nmi^  rfcstinsa 
j)r«'si  iii  <lis(  iii«  i  .  F.u  clli'l  la  nuUlMxk:  qui  cniisiM»"  à  lirtT  1  i  (m^  de  I  i-<piation 

r'  ,/j  ■  F|  M  f«  I,   ^  >n   1       /■  II,  n\ 

1  '  I  6  K|  rn  «  ,  '1  ;  A ,  1  ~'  /•^it,  P; 

s<*rail  fil  ili'f  uii  •-i  II  {11)  disp.it  (i^snil  dn  premier  mcmln c  (pi<>!|t  i^uo  fiisM-iit 
les  valeurs  de  a  et  de  /».  Mais  ce  eas  parlicidier  v>i  lat  ile  a  traiter  dire^  te- 
mcut.  D'abord  l'équation  nVst  possible  alors  que  si  u  disparaît  aussi  du 
aeiwcd  membre ,  et  pour  que  cela  arrive  il  faut  que  le  numérateur  f{u,  a) 
si>ii  é^al  au  produil  du  dénominateur  /(",  par  un  facteur  indépendant 
•le  //.  (!(>uiuie  <r  c^l  queleiuKpie ,  il  faudra  dtitu'  que  J'(ii,  e)  soit  aussi  le 
produit  de  J  {u,  b)  par  un  facteur  indépendant  de  u.  Kn  d'autn^s  leroie.s, 
J'^ii ,  V)  ou  À  doit  être  le  produit  d'une  fonction  de  11  par  une  fonction  de  v.  On 
verra  de  même  que  F  f  fl  (  u  ) .  (  m)  ]  doit  <>tre  le  produit  de  I  Il  (  //  ) ,  t  (  />  )  ] 
par  an  fadeur  indépendant  de  u.  Si  donc  on  met  »'  et  y'  au  lieu  de  H  (t<  ) 
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i  t  H'fvi .  I  l  qii  unit.'  V  lit',  i'')  ou  À'  te  trouvera  ^ire  le  produit  d  une  lonciion 
do  u  par  une  tonciion  ilr-  i*'. 

Cela  ëtani,  je  dis  que  noa  deux  surfaces  A ,  A'  sont  dêveloppable»  ou  appli- 
rahlc»  sur  un  plan ,  et,  par  roiiséqu«>ii( ,  l'une  sur  l'auln*. 

(!< II laiderons,  pour  Gxcr  les  idées,  la  surface  A,  et  potoiis,  d'après  ce  qui 

On  se  rappelle  que 

1/  -  =  a  =r  |â  V  —  1 .     I'  =  ar  —  S — i. 

Kii  rbnn£»(Mnl  \r  ■^'iznc  <]i-  \'-  - 1 ,  et  i\v<\t:iinnl  par  <les  lettres  majuscules  ce  <|Ue 
deviennent,  par  ee  changement ,  le.-,  inm  liim'i     et  !j( ,  il  v iendra  dune 

Delà 

y   -^  \  '■^[ii]  (-)  (  (/  )  .  v'  û  l  e  i  't'T»^  : 

en  sorte  que  /  est  le  produit  dv  deux  facteurs  iiuagiuaire»  conjugués. 
Cela  rt'vieul  à  dire  que  1  ou  p'ul,  dans  l'i-qualiou 

À  —  -^{11)^  (  e  ) , 

rcgardi  1  ç  in]  et  0{v)  comme  exprimant  deux  imaginaires  conjuguées,  ce  qui 

permet  de  poser 

^  (a  -t-  .'J  V ( a  '  /  v'^  )      ^/  (  \  —  V  V  — ~«  - 

Or  en  diflerentîadt,  puis  multipliant  membre  à  membi«  ces  deux  équations, 
on  eu  condttt 

Donc 

^  X  {lia*  H-  d^*)  =  rfX'  4-  rfV- 

Mais  ^X'  -i-  dY*  exprime  en  coordonnées  rectangle»  le  carré  de  1  élément 
linéaire  d'un  plan.  La  surface  A  est  donc  dévcloppabic  ou  applirabte  sur  un 
plan,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Tel  ,  <•'!  |>ou  de  mois.  nuiven  nouveau.  <'i  itiîi  ji.  iirl.irit  >t'  Luit»'  iiin^i- 
déralion  sur  les  rayons  de  enurhure,  que  lOn  peut  ciuployci  pour  reenniiailec 
si  Téquation  ds  =  ds'  est  possible,  c'est-i-dire  si  les  deux  surfaces  A, 'A' 
sont  applicable*  l'une  sur  l'autre.  Entre  cette  méihod*'  et  relie  de  la  Xnie  IV, 
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pt  d'aulne  que  j«  pourrais  encore  ajotiMrf  le  choix  devra  dépendre  de» 

rirtoiislaiiccs. 

•l.  On  |M>iii-i'ail  ili'inaiiflcr  ilc  rciKlrf  Ii-  innilulc  du  Cracé  gvDgrjphiquf  <l«'s 
<leu\  surface!»  A  cl  A'  1  une  sur  1  autre  e»al .  luiii  plus  à  I  unitv,  mais  à  uue 
lîiurtion  donnée  de  a ,  ^  ou  n ,  «>.  En  désîgnanl  le  rarté  de  cette  fonctiim  par 
r  (m,  f),  on  aurait  alora  k  traiter  l'équation 

l'i  le  proeiklé  que  je  xiens  (l'ev|Kiser  ferait  eiirore  n'cuiiiiaitiT  :>  il  exi&U^  ou  luin 
des  fonctions  eonjut;ui'-c>.s  II  (/<),  H""  (e)  qui  la  vérilîenl. 

R.  Nous  sortirions  du  cadr<e  imposé  à  ces  Notes ,  ai  nous  ajouliona  ici 
des  exemples  de  tracés  géographiques  pour  des  surfaces  parllcnlièras.  Les 

jeunes  élé\ es  pourront  sVxi-rrer  à  appliquer  les  fonnnio  {;énérales  au  cas  du 
ttaré  «l'un  plati  Mir  un  plm  .  d  une  ■.|ilirre  «siir  un  plan,  rl'iin  r|Ii]i<;<)i(!i'  siii 
un  plan,  sur  une  sphère  on  sur  un  autre  ellip»uKie.  M.Jaeobiesl  le  premier 
qui  ait  indiqué  1«  choix  des  variables  au  moyrii  desquelles  on  résout  ««tic  Or- 
nière question  dans  toute  sa  généralité.  Elle  n'offrira  aucune  difficulté  A  nos 
lerieurs.  Le  point  essentiel  est.  connue  ou  Ta  vu.  «le  r:iinener  Tnipressiou  de» 
rari  i-s  des  élément»  des  lignes  tracées  sur  les  surlares  dont  on  s'occupe  à  la 
furuu! 

et  I  on  a  pu  voir  dans  la  Noie  III  qu'une  telb  ibnnulc  eal  aiaét»  i  trow  er  pour 
un  ellipsoïde  quiconque. 

I^prohlèuu-  (lu  tracé  géographique  de  deus  surfaces  ronc  sur  l'autir  rwit^it, 
<  onuiie  on  l'.i  ilémoniré  plus  liaul .  à  ccloi-ci  :  TrouvcH"  pour «' et  |à' des  expn*»- 

sions  en  sr,     telles  que  I  on  ait 

/  éi.nii  ont-  toiK  lion  de  a,  -'j.  U  y  a  pouT  le  Cas  d«s  trois  diuMusioiis  un  proMènie 

analojijue  qui  mène  à  rt'H|ualion 

et  don)  j  li  obtenu,  en  profilant  d'utu-  sorte  de  hasard,  la  solution  euniplcte. 
C.etti-  solution  tait  l'objet  de  la  .Note  suivante. 
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NOTE  VI. 

Extension  an  cas  des  fm/'s  dimensions  de  ta  question  du 

tracé  géograplùque. 


\ .  Conceve*  dam  Tcspaoe  des  points  cd  nomlm  infini  compotant ,  ou  plutôt 
remplissant  une  (îgUK  qadconque,  et  représentez-vous  autour  d'un  di-  et» 
points  pris  à  volonté,  et  que  vou«  nommerez  m,  les  point»  intiniinent  \oi>ins 
m, ,  m*, . . que  vous  joindrez  eulrc  eux  ei  au  point  m  par  des  di-oites.  >  uua 
aurcK  ainsi  ud  petit  sdide»  et  k  figare  cnrîèra  sera  formée  d'une  iafinttti  ém 
tels  petits  corps.  Cela  posé,  on  demande  de  faire  correspondre  aux  points 
w  .  ,  m, , . .  . ,  l'haoun  à  ehaeun ,  des  points  m\  in\  ,  m', , .  .  . ,  tels  que,  dans 
le*  <leux  figtuTs  mm,  m,...  vt  m' m  rn\  ....  deux  parties  éléinentaii-e«  ou 
intiiitment  petites  currcsjMindanies  soient  toujours  semblables,  le  rapport  de 
similitude  pouvant  d'ailleurs  être  variable  d*UD  Keu  i  un  autre  C'est  demander 
^vidpnunent  qu'entre  la  droite  menée  dti  point  m  à  un  quelconque  des 
points  infiniment  voisins  ni,,  ni,,...,  et  la  droite  rorre»pfjndant<"  (h\  menée 
du  poiul  m'  au  point  "i,,  ou  m',, . . . ,  il  y  ail  un  rapport  fonction  seulemeni 
des  coordonnées  du  point  m,  mais  indépendant  do  U  direction  de  di.  Soient 
sr,  JS,  7  les  coordonnées  du  point  m  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires,  et 
a',  |3'.  y'  celles  du  poiutm'  rapporté  aussi  à  trois  axes  rectangulaires  qui  peu- 
vent didérer  des  preimer».  On  devra  dom-  avoir  IV-quation 

d«'*  +d^"-h  di*  =; /  {do»  H-  Jji»  H- 

sur  quoi  j'obierve  que,  comme  avec  des  droites  ds  ou  mni|,  mn<, ,  m^m^y... 
(Il iiiih'*  -.  on  p<'ni  toiijonr«i  faire  deux  eorps  svmélrîques,  cette  même  écjuation 
serait  encore  celle  qu  oii  obtiendrait  si  l'on  voulait  rendre  chaque  petit  solide 
de  la  seconde  figure  semUaUe,  non  ^us  au  petit  solide  correspondant,  mais 
au  sjrmétriqne  de  «elni-là. 

Voyons  donc  comment  on  trouvera  les  valeurs  générales  de  a',  ^%  y'  qui 
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(lonnrni 

//a      1-  il':,      -r-  il-/         i  {liy.-'   r   (/^'    r  */'/'(• 

il  aboitJ.     I      ^up|»isail/  =1,1  i-qiiatioli 

•  •iiltaiiK'r.tii  r<''^alité  (Ifs  (Iroili'S  c-ori'«'s|)iiii«lniii<"*  th  ci  «Z^' <lai)N  Irs  deux  ficurrs. 
IktiM'  os  drus  figure»  ;$iTaieiit  rgalc^  ou  s^inctiiqucit.  Donc,  en  les  lapportaal 
À  deux  syitènics  convenaUrs  d'aves  irclangolsiiTs ,  un  pourrait  toujours  sup- 
poser f|Ul' 

a!  =  a,   ts'  =  ^,   /  =  ±  y. 

Donc  aussi  t  en  preneur  «les  avcs  rtctan^ulain -s  «juclconqucs,  on  devrait  avoir, 
dans  «M!  ras .  pour  valeurs  générale»  de  a\  ^\  •/', 

«'=«»-*-  A,3  --  ey-f-jÇ, 

—  rt  5!  —  /»  ,î  -i-  r  y  -t-  . 
y  =  rt  »  -r-6  p  -•-  r  y  -r  i;  , 

r/ .  r<  , . . .  .  étant  di»  Ronstantea  lîéos  entre  elles  par  les  équations  de  condition 

connue* 

«-  -t-  tf"  -(-«**=  i ,  ah-^-u'h'  ^  a" h*  =;  u , 
A'  ,-4"-u  I,  Ac-i-A'<;'-hA»c*=o, 

e' -I- <?" <?•»  SB  I ,    ac -t-a'c'-+-«'c''  =  o. 

Telle  rst  la  solution  la  plu»  générale  de  Téquation 

dans  le  ea»  de  /  —  i.  Rt  si  le  coefficient/,  sans  être  égal  à  l'uiiilé,  élaii  une 
ronstanie.  il  suffirait  de  multiplier,  parla  racine  earrife de  <wtte constante,  les 
valeurs  de     |3'«  7'  écrites  plus  haut. 

j'olm'p  vc  .  cil  jixwant .  que  res  valcuf^  df  S',  y'  q«"on  vient  d  obtenir  par 
de»  con»idtraiions  dr  u;éométric,  »  ohtiendraieul  aisément  aussi  par  l'analyse: 
mais  la  démonstration  {m'ecdente  me  semble  mériter,  p«r  sa  simpticité,  la 
préférence. 

3.  Mainniianl ,  ((iielle  que  soil  la  lonrlion  de  A,p,  y  qui  puisBC  élrc  prise 
pour  valeur  de  /«je  di<>  qu  une  s^dulion  parlieulière  de  IV-quation 

r/«"     rf^"  -I-  //y"  ==/(//«'  ^.  rfjâ»  H-  /i/) 

conduit  dfsuit)-  à  la  ><ilulion  la  plus  j^cnrrale  que  celte  «'-quation  puihse  avoir 
pour  la  valeur  de  /  dont  il  s  agit.  Soient ,  en  effet,  a",  jâ",  y"  les  valeurs  partie 
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Gulières  qai  fonmÎBsent  J«  solutioti  donnée,  en  sora'  que 

-I-        -H  rfy"'  =  l  {<U*  -»-  rfjS»  -1-  4^7») . 

I)  faudra  <{iic 

Nous  voilà  ran»on«^  au       di;  Doiu-  a',  i^'.  -/'  «'«'xprimpronl  lîni'aiiT- 

ment,  to  a',  ji",  7",  |>ar  le»  lormulcA  irouvccs  ci-desbui>.  Kl  ri-maiijui'/.  bu-n 
que  iei  figures  m '//i',  m\ . . . ,  fournie*  par  la  aolutîon  la  plu.4  gt-uéraln  a',  jS',  /' 
cooitnnw en  géométrie  sur  des  axe*  rectangulaires,  et  puini  par  point,  pour 
lorii'spotifltT  .i  In  rr;;'iirp  nini,  m,.  .  .  (|iio  flrtcrininciil  le.--  rnidiiiiru'c'.  a  ,  'î  .  y, 
uf  diOereront  récllcmi'iil  pas  df  celle  ou  de  la  symétrique  di-  relie  que  four- 
nissait la  solution  particulière  donnée  ■/';  car  il  uy  a,  pour  ainsi  dire, 
qu'un  niD|ile  cKangement  de  coocdonncca  dans  le  paMage  de  a',  y"  à 
Bt\  |3',  y',  l/équalion 

exprime  pn'i  iséineiit  qu'on  a  de  part  et  <raulre  poui-  deux  points  homologues 
la  même  dislaïue,  et  de  là  u«  peuvent  résulltir,  je  l'ai  déjà  dit,  que  des  corps 
égaux  ou  symétriques. 

Ainsi,  k  proprement  parler,  U  m  peut  y  avoir,  pour  une  valeur  de  /  don- 
née, qu'une  acule  solution.  Et  ai  Ton  pirventit  i  trouver  la  valeur  de  /  la  plus 
générale,  et  ntic  xdutioii  propre  à  cette  valeur,  on  pourrait  dire  que  notre 
problème  est  eomplélemeiil  résolu. 

4.  Montrons  d'abord  comment  le  problème  peut  être  résolu  pour  une  (  ertaine 
fennede  valeur»  ite/,  variables  avec  a,  jS,  y.  Opéi  oiii>  puur  cela  aur  la  figure 
ntJMifitf».!  une  mufonnatioii  par  rayons  vtetetm  rée^/nçueti  je  veux  dire 

menons  d'un  point  fixe  o,  qui  .sera,  par  exemple,  I  origine  «les  coiirdoiniée* 
et.  7,  un  rayon  veeteur  à  chaque  point  m  de  l'espace,  puis  p>rton.s  sur  ec 
rayon  ou  sur  son  prolongement  ^c'csl  un  choix  à  l'aire  une  fois  pour  toutC!>)  une 
longueur  ont'  «n  raison  inverse  de  om ,  en  aorte  que  Ton  ail 

, 

ont  —  —  1 

k  étant  une  con.sianie.  On  formera  aiuâi  une  figure  nouvelle  dont  les  divci« 
poi  n  ts  m',  m', ,  m', , . . .  correspondront  chacun  à  chacun  aux  poinu  m ,  m  ,,<»,,.. . 
de  l'aucicuac  figure. 

Mainienanl,  je  dis  que  les  deux  apièmca  mm,mt...  H  m* m,  m, ...  satisfont 
à  notre  équation 

+  d^'*  +  dy*  =  t  {du*  -4-  rf/î«  -H  rfy*  }» 
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fil  prcfKint  yiwr  ^r.  p.  y  li  -  rooiilonnéi's  dc  jitf  et  pour  «%  ji\  y'  celle»  «lis  m', 
lu  valeur  ilt-  /  ('tant  il'ailirur» 

 i' 

En  iHr«t  on     par  iiotrp  conslniction , 

en  comparant  tes  points  m  el  m'.  Il  &Qt  prendre  les  signes  sup^eurs  on  le» 
ngnet  inlerieurs,  suivant  qu'on  porte  ont'  sur  om  ou  sur  le  pralongpmmt 
de  om.  Dc  même,  pour  deux  autn»  points  eomspMidants  m,  et  m, , 

Donc,  dans  tous  les  cas, 

el ,  pai  ruiiscijuciit ,  »i  /»  et  ih^  !>oni  iiiilnimont  voisins. 

c  est-a-dir»' .  eomine  nous  l  avfins  avancé, 
avec  la  valeur 

 ^— . 

Ksl-il  iiec«'S»airL-  d'ajouter  qiir  (tos  .Iriiv  ligures  évidemment  symétriques  aux- 
quelles les  puinls  m'  donnent  lieu,  suivant  qu'on  porte  chaque  rajou  om  »ui  le 
rajon  correspondant  om  ou  sur  son  protongenient,  c'est  la  seconde ,  celle  pour 
laquelle  on  a 

qui  >eule  est  seiulilablp  à  la  ligure  mm,  m,. .,  dans  ses  éléments  iaflniment 
petits.  ^Iai^  toutes  deux  donnent  également 
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Oïl  peut  iloiluirr  au  reste,  de  re  <jui  pi-érede ,  une  valeur  <le  /  plus  gvnéruic, 

et  pour  laquelle  rependant  ou  ait  urajoura 

ou  II  a  pour  eela  <pi'<i  remplacer  «t  par  «  —  A ,  ,6  par  /i  —  B,  y  par  y  —  C,  A  , 
D,  C  étant  des  confiante»  quelconques;  ce  cpii  répond,  en  ({Ànnetriv,  à  un 
«impie  rliangcnicot  de  position  du  point  o>  Ainsi,  en  prenant 


aver 


A) 

* ' ^  -  B) 

[(et- 

on  continuera  k  avoir 

Je  dois  lairiî  observer  «jue  le  cas  où  /  CSl  Utie  simple  rnusiaiile  j>eul  «'-iri'  re- 
gardé comme  compris  dans  la  formiile  que  je  viens  d  écrire,  eu  y  doiuiani  à  k  et 
AfOuâft,A,  BetCdea  valeurs  infinies  idies  f{ue  A  et  A'  -hB'  -l-  cun' 
servent  tmttefbt»  un  rapport  fini. 
S.  Je  ferai  deaormaia 

A  sa  4=»   d'où    /  s= 

et  je  me  propose  de  prouver  que  la  valeur  de  h  qui  répond  à  la  valeur  de  I  ri- 
dessus,  savoir: 

_  i»-  A)-  r(g-Bj'^(Y- 

e»t  la  plus  générale  qui  puisse  s^acoordcr  avec  réijuatiou 

rf«"  +  rfj9"  -f-  rfy"  =  I  (rfa*  -t-  rfjS»  -I-  rfy'). 


6i4  - 

(]i)nini<'  a'.      y'  soiii  «les  fonctions  dr  «,     y,  il  a.1  permis,  récipioqiie- 
tiD  iit .  <!«•  prendre  «,  p ,  7  comme  fonctions  de  at\      y\  ce  qui  donnera^  par 

f\«'lllpl4-, 

1-1  .ilnrs  i-ii  irlciitifi.ltil  Ir-  Avny.  inriiiliirs  de  uuivf  i-({Uali*)li .  ()ni>,  v  r.-ijipflaiit 
uni-  (lanslorniatiou  bien  ronnur  en  f^tixiiéiriu  analviii|uc  ,  on  Iromt'  sans  |M'iiie 
Iks  équations  suivantes  ; 

d»^  dp^  d^       da  dp 

77  777  ^  ~df  Tp^     dy  ~i' 

il.   '3        ''^  — 
f/«'  rfa     dy  dp'  ^  f// 

tlf   d%       df   d*       <tf  é% 

Or  cits  équalioiis  anni  de  vo&ma  fbnne  que  celk-s  que  M.  Lamé  prtnd  pour  |Kiin| 
de  départ  dans  son  Mémoire  sur  ks  coordonnées  eurvâigues^  et  qtt*on  trouve  à 

la  pafjK  iiiB  du  lome  V  du  Journal  tle  Mathématiques.  Les  lettres     pi^  pt- 
T,  \  .  r.  i-niployécs  par  !M.  Lamé,  soni  rcrnplarées,  pour  nous,  par  ».  ';.  y, 
x'.  p  ,  ■/ .  e(  les  (it>i«  ipi.nitilés  qu'il  nomme  A,  /t) ,      par  noire  M-iitc  quaritiié 
A.  Ainsi .  pour  nous ,  /<,      A,     A.  Il  suit  de  là  que  les  valeurs  inverws 

que  M.  Lamé  emploie  aussi ,  sont  de  même,  pour  nous,  toutes  égales  à  ^-  Cela 

poséi  Ic^s  équations  marquées  (16  Aû),  que  M.  Lamé  donne  à  la  pa^  3a8  , 
nous  IHurni»s«nt  de  snin- 

d  h  _         d'  h  _         rf"*  _ 

La  prvmièn.'  et  ta  deniîèrrdc  ces  équations  peuvcht  s'écrire  ainsi  : 

dh  rf* 

il  -  Il  — 

il  y  d  j. 

^  o,  ^  0« 

d^      ■    df  ' 
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«t  elles  nous  «ppreum'iit  qu<-  ^  ne  contient  ni  0,  iii  y;  la  valeur  (li;  A  nr  pitu 
donc  être  que  de  la  Tonne 

h  ~J'{«t]  -+-  «. 
«  étant  une  foncûon  de  jS  et  y  Mnlement.  Mais  l'équation 

<l  S  il  V   "  ,1-1  ~  ~  " 

montre  ciutuiti-  <|ui-      doit  «'-tre  une  fouctîon  de  seule. 
l)o»€  «  est  de  la  forint-  ^  (  ,3  )  +  -l  (y),  et ,  par  suite, 

IVmi  autrr  rôté,  les  «Vjuations  mar»|Ui-cs  (17),  Cl  données  |»r  IVf .  Lamé»  la 
page  iJag,  pnivrnl .  j)Our  nous  .  s'crriro  ainsi  : 

,/7'  it-f     ~  y    ./S     )  ' 

rfp'    ~  )  ' 

De  la  deroiArn ,  on  déduit  sans  peine  que 

équation  où ^'(0),  ^'(15)  rejm-sonU'nt  fies  fonL-tioiis  (Iriivcfs.  \a' 

scfnnft  mf'mlirc  Tir  ronliint  pis  ï.  f)iiiH  le  priTim  i  iiiskI  doit  vXrv  in(léprii(l;ini 
«le  X.  Les  dfiix  autres  i>(]ualioiis  nous  rniMitrt'raieni  lif  nit-nif  que  ce  pi-cniier 
OKOibre  ue  peut  ctiuluuir  nuu  plus  ni  |3,  ui  y  \  car  elles  uuu»  le  duiiueraiLiii 
^1  kf{«t)  -Hf  (7)  flt  A  f  («)  +  f  '  (t^).  Donc  oe  premier  membre  doit  se 
réduire  i  une  vmple  «oostaule.  De  là,  réciproquement,  il  faut  conclure  que 

?Mf)'*-*"(7)i  r(«)+r(y)i  rn+vM^).  • 

sntit  aussi  des  constantes,  et  intime  des  constantes  égales  entre  elles;  il  en  est 
donc  de  même  de /"       ^ "  (jà),     (7) ,  puisque  l'on  a ,  par  ewmple, 

ri')  =  ; [/" («)       (7)] -H i [/« («)  H- 9' - 5  [tMIS)  +  *' (7)J. 
En  désignant  par  A  une  constante,  on  peut  poser,  déa  lors. 
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d  où  l  oi)  conclut ,  «Il  inlt'granif 

^  .  11.  (I,  <i ,  tj",  Ci"  étatiides  roiistaiitc».  Mai»,  «'ii  im-iuul  pour J  (a),  9>(A)» 
i  ;V  j  t  e»  talrar»  daii» 

mu*  <)ttantilé  d(!vicji( 

4  i'  i!  —  A  I  ■  -t- 1'  -  -  B  :  •    1  y  ■  - / 

•'(  poiii  «iii  flli*  M!  réduisr  à  nue  coiwUntCt  rominr  reU  doit  ètns  il  faut  qtic 

1  un  ail 

I.a  la  |»lu?.  sit-uèialf  «le /(«)-+- ç  cV«l-»-diir  dt'  /<,  i-st 

(ioiK  I  rtiiii-ilUt' daii)>  Id  ioriniilc 

A  =;  t«-A)'-h(^-l»'-KY~Cj- 
f|iii- 1,1  I  t<iisi<t(*ra(i<<ti  <lf  >.  ti  aiiMnutatîoni dc figures  à  l'aide  de  raynDS  vcrleurs 

l..»  iiaii.'iloi'iii.'itioii  |),ir  rajua»  vfticurs  réciptwjucî.  jouit ,  conaïur  ou  sait, 
d'un  grand  iiombrede  propriétés  reuMrquables.  En  m'en  occupant  au  lomc  XII 
du  Jourttat  de  Mathématiques  à  l'ocrasiuii  d'un  travail  de  IM.  l'huiiisoii,  j'araîs 

t  lir  iilisciMT  <]!t  »  iliiniii-  une  stduti'in  iln  |)ir>li|(  iiic  <|ui  f.iii  I  rili|el  d»'  «ette 
\oit'.  Maihj  i^iioivii.H  alors  (|i)e  lu  furniule  aiii!>i  obtenue  lui  la  plu»  générale  pos- 
sible. |/anal}.>e  pri'-<  bleuie  <}ut  ëtablilcc  fait  important  n'est  pas  indigne,  t  e  nie 
tentbii',  di>  l'attention  drs  g^mètres. 

 ■■ntii  — 
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NOTE  VII. 


A  toccasintn  de  l'étptaUmdes  cordes  vibrantes. 


1'  I/«<piauoB  fie»  conles  vibrantes 

m  célèbre  dans  Thistoire  det  malliémalklues.  D'Alcmbert  Ta  dbtCDtte  te  pre- 
mier, et  en  a  tloniiô  (dans  1»'5  Mémoires  tic  rylcniléniie  de  Berlin)  rint^rale 
nimplt'li-  aver  <!(  u\  fonctions  arbitrain>s;  il  a  fait  voir,  (!«•  plus,  rommoiii  U<i 
(ont  lions  ai'l>iiraîr(-!>  !>i.-  tlctcrmiucul  au  inoji'n  de»  couUilious  n-lativi*»  aux 
deux  point»  rxlrèmes  ei  A  l'état  initial  y  cl  conmcnt  une  diacusiion  détaillée 
dps  formqlea  conduit  i-nsaïtc  à  re<-oniiaitre  li-  caraciére  (XTiodiquc ,  ci,  eu 
ï-rnéral,  loulr'^  le,  i  iii  oiTftarrf's  du  plu'nonK'ne  physiqui-  ^iu<]ui>l  I  vqualiun 
it-pond.  Par  celte  application  capitale,  il  a  mouiré  ut'lleini'Qt  toute  l'étendue 
et  tovte  nnpwtance  du  calcal  aux  dîlTérenres  partielle»,  alors  à  sa  uaisianee 
«I  à  peine  connu  et  défini,  bien  qu'on  en  trouve  çà  et  là  quelques  traces  dans 
riTtains  ouvrages  antérieurs  de  d'Alcinberi  lui-même  rt  d'F.iilcr.  Dcpui-.,  les 
)»«'-oinèli'<  »  n'ont  cessé  d'étudier  cl  di-  ffrtinntiiT  f  t-  <  ilcul,  don)  remploi 
sci  t,  en  particulier,  de  base  à  l  ouvragc  de  AJong»'  loui  i  niier.  L'iV|ualion  de.s 
cordes  vibrantes  ellc-niênie  a  du  être  reprise  plusieurs  fois  sous  des  poînis  de 
vue  divers;  car  elle  se  présente  dans  plusieurs  questions  de  physique  malhé» 
nidlique,  nwr  de»  conditions  définies  difléreiUc»  pour  certaines  valeurs  par- 
ticulières de»  variables.  Lagrange  Ta  rencontrée  dans  ses  recherches  sur  le&ou, 
et ,  en  prenant  «*  =  —  i,  ou  plus  généralement  «•  négative,  elle  devient  une 
des  équations  de  la  tbéorie  de  la  chaleur. 

2.  En  s'occupsnt,  dans  son  ouvrage,  de  l'injuation  des  cordes  vibrantes^ 
dans  le  but  spécial  decoDStmirc  les  surfaecs  qu'elle  représente  lorsqu'on  regarde 
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jr  wma»;  des  absciss«'s  vi  z  comme  uik-  ordonm  i  ,,  Mongr  m  sI  n-uuri-lW 
ment  s\'\-\\  fie  s.i  ijiélho<lc  oixlinairp ']'!iil«''gralioji ,  foiulc'i- sur  In  «  oiisidi-ralion 
<l«'s  cai  jcterisliqutjs.  La  mélliodf  <i  Kiili  r,  qu'on  a  touluiin*  aujourd  liui  tlf 
suivre  dans  les  cours,  v^i  plus  parlicuiièrtr,  mais  aussi  beauroup  plus  simple-. 
On  poai' 

<rl  on  transforme  réquaikwi  (  A  ] ,  <-n  prenant  a  et  ^  pour  variables  indépendanlts 
au  lieu  de    et  j,  11  vient  d'abord 


put» 


l't 


dont- 


f/î    /</*  \       di   «fc 

rfj-'  ~  "  ^  rf»»     *  *l«  d^      d%*  ) 


d>t        ,rf»»      ,   ,  d's 

 a,  —  =  Aa  — — . 


i'ar  suite,  i  équalioii  (A)  se  réduit  à 

(l'oii  Ion  conclut  »|U<'  est  uin;  Ibnrlion  de  5  ^eulc,  el  cnlin  que  :  est  de  la 
forme 

c  esl-A-£ie  que 

«  =:  ♦     -t-  ax)  -I-  V  (_y  —  ujt) , 
les  fonrtions  étant  quelconques. 

^.  liieu  de  plus  simple  que  ce  procédé.  U  me  stMnble  pourtant  que  la  mé- 
thode donnée  dès  l'origine  par  d'Akiobert  lui-même  est  tout  aussi  facile,  et 
en  même  temp  pins  directe  et  plus  êi^ante'encore.  L'illustre  géomètre  écrit 
l'équation  (A)  sous  la  forme 

d»      .  ,dt 
d.  —      d.ti?  — 
tir   rfy 

dx  rfr  * 
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ei  observe  {{u'ellc  exprime  alors  la  con^lion  pour  que  ^*  ily  -  a  -  rfar  toit  U 
diflR^ri^lidle  exaeie d'une  fonrtion  de  r  el  r*  CcU  étant,  il  pose 


Mais  on  a  déjÀ 


^  rfy  -f-  «*  ^«fcc  =  fia. 


«te  *iy  '  . 


Il  csl  aisé  d'en  conclure  que 

d'où  il  suit  qu«' -(-«^^  oi  -(-arncpfU>i-iili'UT<juo«k>s  lomlious  lic.  j -+- «J . 
Et  comme  on  obtient  aussi 

1,^  -  "  Ï  )    (       "■'J  =  ^/  («  -  «« ), 
on  voit  semblablemcni  .un-     —  «  ^  et«— «r  sont  des  ronctîons  de  f  —  ax. 
On  a  dune  à  la  fois 

dont 

a  fl«  =  9  (.r -t"  «Jf  ) C>  —  «*)  » 

c'est-à-dire 

z  =3  4»  (y -h  <ur  ) -h  *  (/ —  oj-J 

rolTUtie  <  i-flessu«i 

U  AltinbtTt,  ronune  ou  voit,  s'appuie  sur  la  coudiiion  d'inl^rabilité  d'une- 
dill&enticlle  à  deux  variables 

Mdir-f-Nrfy. 

II  i.ir.fiif .  ,M,ui  intégrer  l'équation  (A) ,  de  ce  que  cette  équation  peut  s  écrire 
s<JU!«  la  (oi  uu- 

y  M  _  f/N 

7«. 
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line  cuiisi<I^ntïoii  Uu  même  ]p?nn.>,  employée  toutefois  d'ane  manière  dillé- 

it  nte,  m'a  runduit  k  démontrer  qiielqtu-s  ilu-orèincs  c-nnrernaiil  certaines  AjUft- 
lion»  irèk^énéralet  qui  peuvent  aussi  se  meure  sous  la  forro» 

tir  ftr 

i  I'-.  ihc'H  rtMi'v ,  ijii  iMi  |HtiiiTiil  rilsi'-mcul  ^i'-ihm  .iIimt  •■tu  iiii' .  Ii  i  out  I  f>hj<'(  <if  l.i 
|)ii-3ciii);  -Note.  11»  oui  pour  rt-suliai  d'i'lahlii'  l'iiln-  »lru\  «■(jiiatiotis  ou  dru\ 
groupes  d'équations  aux  diJlercncek  partielles  une  correspoiidanoc  tdlCf  que  si 
rinlégralion  est  elTcclnée  d'un  eôlé,  on  pourra  reflcrtnn*  inimëdUleniiitt  dv 
l'autre  c6lc. 

4.  Dans  tout  ec  qui  va  suivre,  xotjr  représeiiieront  les  variables  indépcn- 

danh's  lioni  les  autixs  (]uaiitités  seront  dcs  (onctions. 
Considérons  d'abord  l'équation 

c-  et  A  désiguaiu  d<  ->  I'oim  tiuus  données  (jui-lcouqucs  de  jr,  j  ,  et  z  la  fonction 
qui  doit  vêri6cr  TcquatioD. 
l/cqoation  (i)  indique  que 

est  une  diilërentieUe  exaete.  Soit  donc 


Il  en  rétulUîra 


d' 


ou 


et,  par  couséqueui, 
(i  A«) 


i/tt  ,  fit  du 
crr        dx  Hj 


r  ilu      dz       I  du 


I  ilit  r  dr  ) 


Les  équations  (i)  et  (i  bà)  sont  donc  tellement  liées  entre  elles,  que  si  rinti!< 


grali*  de  Tune  cal  donner,  Tintégrale  de  i'aulre  s'en  dvdiiira  tmmiklUti^inent. 
Connausant  z,  on  aura  ti  jwr  la  Anmole 


de 

ci  coiinaiaaant  u ,  on  prendra 

t  da 

e  d.r 

Si  c  est  uiK*  l'onction  de  x  sculcnimi,  l'équation  (i)  pourra  s't'rrin* 

az  dr 

Elle  aura  ainai  la  forme  de  l'«c|uatiun  du  mouvement  de  la  chaleur  dan»  une 
barre  hétérogène  dont  le  rayonacinent  extérieur  cat  nul ,  e  exprinunt  la  capariié 
pour  la  chaleur,  et  A  la  conductihilité.  L'équation  om^uguée 

I  ilii  '•  r  d.r ) 

l  \h  ~  'ai 

a  d'elle-même  um*  forme  semblable;  mais  la  capacité  spccifiquc  \  i  -i  <  vpriniM- 
par  ^«  et  la  couduclibililé  par  ^«  Voilà  donc  deux  barres  de  naïun;  diverse  qui 

oui  enlre  elles  une  liaison  remarquable,  et  qui  sont  telles ,  que  If»  lois  du  inou- 
vomeiit  <l<>  la  chaleur  ne  {>euveiU  ôtre  connues  pour  l'une  sans  éirc  à  ria»(aiit 
«•onnues  pour  l'autn'. 

Vt.  Ën  second  lieu ,  soit 

rf.fî  rfr 


dy  dx 


r  t 


I  k  'r>ntinuani  àèire  des  fonctions  données  de  dV  et  jr.  On  apprend,  par  cette 

i-quatinu ,  qui; 

est  une  didrérentidle  exacte.  Pioaona,  en  conséquence , 

di 


cziix  -hk^dy  =  du. 


11  en  résultera 

li  ou 

L>t,  par  iioii»équt:nl, 
{  'A  6,*] 


—  ôaa  — 


 «A*       ^  dn 


I  lin  (h  t  du 
r  de'    dy     11  dy^ 


I  I  du 

I  fin  c  iIt 

~k  dy  ~  ~  ~dy  ' 


Les  oquAtions  (i)  c(  (a  hit\  »  îni^rcat  <(oim-  ensemble.  Connaissant  < ,  on  en 
déduit 

et  connaissant  ii,  on  |ifenc2 

I  dH 

6.  L'é^toatioii 

nous  fournira  un  troisième  exempte.  On  sera  conduit  alors  à  poser 


d'OD 


puis 


et,  par  toii^ét^uenl , 


dr  dy 


ih       tlu      ^  riz  ilu 

dx      f/.t  dj  il) 


d:.  I  du  dz  I  f/ll 
dx  ~    c  rf^      rf/      k  ^ 


j  I  du       m  i  du 
dy  dx 


Les  équation»  (3)  et  (3  bit)  «ont  de  même  forme  j  pour  passer  de  Tune  à  l'auiK} 
il  suffit  de  remplacer  les  fonctions  e  et   pr  ^  et  ^>  Gmnaîseant     ou  a 
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ft.  niRiproquemenl ,  si  l'on  coniMlltt,ondoit  prcodrr 

7.  SoU  «ncoie  l'équatiou 
ni  vvrta  de  UqupHf 

c      (Le     k  f/y 
dr  ttx  ' 

wl  une  dilKrenticlle  exacte  du.  U  nom  viendra,  dans  ce  cas, 

dz          du      ^  lit  du 

djr      rfr'       dx  dy 


U  (lU 


et,  par  conséquent, 


ds        I  du       dz        I  du 

dy     e  djc^    lïc  "  i  dj-^ 


^  I  du       ^  I  du 
A  df         ' c  dr 


1^  ëquaùona  (4)  et  (4^)  aoni  de  mfeme  forme;  teulement,  eu  passant  dr 
l'une  à  l'autre,  on  change  c  en  j  et  A  en  Quant  aux  inl%r*lcs,  elles  se 
<lêduiaenc  Tune  de  rauirc,  puisque  l'on  a 


K.  Lonqn  on  y  fait  c  =  — A,  les  équations  {4)  ^  (4  ^)  deviennent  reapec» 
tivi'ment 

d.kt'-  d.k'^ 

.     I  du        j     I  rf« 
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Ca-IW  fonm*  r-Sl  celle  de  réqu.iliun  crt-(]uilil>rc  de  la  <  lialriir  <laiis  uii  tWf*  li«ti>- 
ifi^fiif,  l'ii  >«■  lincnnnt  :ni  <  .1^  i!c  rciix  (  !ï  mri  isi<  r  ti>  .  i''c»ii^^liii>  VN  aup])*>saill  la 
li'iiilH-raïuix*  iiuli'pciiiiaiili-  ili'  la  ii-(iiii<nu-  <  yunlouacf. 

J'ai  indiqué  aîllciir»  un  ras  auez  «Uiidu  dai»  loqm>l  I Vquaiioii  { \\)  i'mtègnt  ; 
r'i'si  trliii  où  l'iin  a 

 =  o. 

Kti  (lf\('l<>p|>aiiU  ni  i'fli'i .  I<>  <lilU-miiiations  indiqiK'<->  <laii»  r»|ualtou  ( K) , 
puis  (livi!>aii(  ie  n^ullat  par  v^,  ei  y  ajoulanl  la  qiiaiiiiir  iiuih- 


'  \  f/j'    ^    ,(y  j' 


tir'  i/i  '  ' 

d'iiù 

Daim  la  nièmt'  liy|Mthè»r  àv 

I  iiiU'j^i  iilMMi  ^11)  !>  iii(«'};n'ia  <iuiH  auj^i.  Kii  d  aulifs  U-iiut  s,  I  i'(|uaIioii 


oti  a 


ravoir 

~~ 

o. 


Kh  vûvi,  (i.tiis  (  (•iir  (luniictf  hypollièse,  IVijualioii  (C)  »  inU'gii!  tl  abord  vi 
lionne,  d  apii's  ci-  «jiii  prrccde, 
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on  a  rosuilt! 


Ci  \  tilt    ,  I  du   ,  i 


«Il  verUi  di*  k  formule  qui  termine  le  n"  7,  formule  où  j'ù  eu  soin  -de  faire 
=  —  t. 

9.  Je  vais  considérer  maintenant  une  irqualiun  duitl  l'urdri'  si  ta  supérieur 
au  «icoodf  crHe^i  par  exempte, 

(5}   ^  ^ 

n'aprfat  celle  inpiation,  je  puis  poter 


de  ik  résulto 
d'où 

et ,  par  conacqueni , 

{5»m) 


d't  d' ' 

e  —dx  -i-  k  -r  '.  th  —  t/u  ; 
Ar"  tir'  - 


d't       du       ifi'i  du 


d*9  i  tUi     d't       i  du 


j.  t  du      j_  • 
a",  -  -r-     d".  .  — 
e  de  ^       Â  (rfr 

df*     —  dp 


Im  (iquaiions  (5)  et  (5Aà)  Matègreut  ensemble.  GinneisMut  2,  an  a  df 


\=  fie       lix  -(-  k  ^  (t\  \ 
J  \   dj'  d}"  j 


connaitsaut  au  contraire  ii,  on  a  d'abord 


d'i       I  du     d't       %  du 

lit'    '  cdP     rfr^  ~  7  rfT' 


ce  qui  fait  onnoaitre  les  deux  dérivées  partielles  du  n'""  ordre, 

d'i  d'i 
djc'  djf° 
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F.n  iiit*'i;ranl  n  lois  par  rapport  k  x]»  \«k*or  de  ^%  on  aura  2;  mais  t*in- 

it^gratioti  |>-ii-  i  Hppoi  t  «  jr  introduira  de»  «omianUstuu  plutôt  dvs  fonctions 
ir  hitraîrea  de  jr^  ^*on  diUcrminera  ou  qu'on  n'-duira  h  leur*  vraie»  vali-ut  s  m 
diirérpjitiant  n  foi» par  rapport  à  y  l'int^aie  s,  et  comparant  le  rêmilat  de  la 

tt'» 

dilK'n^iiliatitNi  à  l'exprcMiou  dtjîi  connue  de  — • 
10.  l/ri|aalioii 

ri./;--  ,Lk''"'' 

nous  fouritiriiil  MinblablcDient 

rf«5  .       .  d 


d'où 

et,  par  ronn.'quent) 


c      ffx  -t-  k  T-  tfy  =  fin. 


dj'  ~  f  rfr'    rfx"      Â  dy^ 


.    t  du       ..I  dm 

*  at  e  dx 


dr*  dx» 


r*  '<ul(;u  ijui  l'ail  di-pu-ndrc  l'intégrale  de  rétfuaiiosi  (6)  di*  celte  dn  IVqtta- 
tion  {tibù)t  el  réciproquement. 

1 1 .  Mais  j'arrive  à  des  eiteni|dc»  où  deux  groap«»  d'étpiatiom  seront  conju- 

gni'N  I  iiiumr  l'ont  cti'-.  dans  <-c  qui  pm  iide,  des  équations  prises  deux  à  deux. 

Soient  c .  k.  v'.  k'  d«!5  roiicliuus  données  qutîlconcjues  dr  jr,  jr^  et  «,  t  di» 
(oui  lions  di-  «  «'S  nn'-mcs  variabit;»  véfifianl  les  deux  équation!» 

Lk" 


l  a. Ci    djc 

1  y 

I  d.c  t   dx 

1  "ÂT 


dr  ~  dx 

Ci-»  é<|ualiuiiÀ  nous  apprfiiiiciU  que  les  deux  formule» 

cfdx  -4-  /.  'f  f/v 


kjui^  .o  Google 
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Cl 

sont  des  dil1ënmlïell<f»«xacte».  ftout  pouvons  donc  poser 


«Jf  la  ifsiilii  ra 


et ,  par  «■«msc<|ueiit, 


4 

lit, 

dp 

tU 

i  du 

•il 

■  r  </T  ' 

1  <A' 

lit 

1  rin 

d'où 


Il .  - 
1  c  «/j 

J'^"  dx  ' 
1  «/n         '  r'  kl 


il  dr  M: 


l.i'N  iI«jU\  gi"<iiij)i'>  li  ('■i|i>atiinis  .iiiv  ililîi'rrricrs  pnnirlli  -.  {  -'i  ri  i  -  f>is)  smii 
i-nttt-  •  ti\  <!<■  u-llf  iiiaiiiéi-f,  que  i\  l'ou  est  parvenu  à  iiitéi;!)  r  I  un,  uu  «aura 
par  cela  même  iiitrgn-r  l'autre.  Connaissant,  en  Hirt,  s  rt  /  ,  on  aura 

If  "T  Ç \cz(tx  -!-  *  ^^X^  ♦ 

M  connaissant  u  et  i ,  oti  pivndra 

^       t  dm      ^    _  *  dr 

"      f  dp  ?  <lr 
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1â.  ^otre  méthode  s'applique,  avec  une  «gale  facUil^,  au  groupe  suivant 


a.cz  rfv 

~aj  ''^  ~<iy"' 

rf.t  /  rfr 


tir  de 

En  verlu  des  deux  équalioua  que  nous  venons  d'écrire,  on  peut  poser 


doù 


t/tdx  -h  k'  ^  liy  —  dv , 


 i  du     t/*       I  tiv 


\  dv       dt       I  da 


et,  par  conséquent. 


l    I  ni'  c  djc 

1  ^  •  1" 

I  I  «/H         '  <  '  dx 


CoiiiiaUsant  r  et     on  aura  i<  el  i'  par  les  formule& 

—      {^^  *         )  ' 

et  connaissant  «  et  v,  on  prendra 


I  du  I  <A' 


13.  Soit  encore  ce  groupe 

,h       ,  .Ht 


il.i:  r      d,k  — 
th  (fx 


■» 


(9) 


On  aura  alors 


(l>  dx 


d'où 


el ,  par  couséquenl , 


{»*«) 


dr  dx 


d)  de  ^ 

ib  t  du  dî  I  '{r 

dr  f  dx  dx  k'  ilv 

dt  %  d»  dt  i  du 


^  l  th      ^  t  du 

i'  dr  r  dx 


}    rfr  dx 

( j  t  du      j  i  dv 
rfr    ^    rfr  * 

Pour  pa&ser  de»  inlrgrales  d  un  des  systèmes  (9)  ul  (y  bis)  aux  iiitégiali»  de 
l'aulre,  on  remarxjufra  que,  conaaiiMOt  s  et  t,  on  a 

et  que,  réciproquement,  eonnaisunt  n  et  f,  on  doit  prendre 
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H.  Il  ^riaîl  «'•* iclcmiiifnl  ai.M-  <le  iniilli|ili(.'r  ci-s  .svsit-mi's  «It-  ilniv  <Mjii.-)lioiis 
loiijumn  ^  ;i  "1  .iiiln-s  svsrrtMc>.  On  poui  égaicuieiil  i oiiiîidc'i'er  dfs  sjslèiin  s  tlv 
Irnis  ou  lui'iia-  it'un  tioinhn-  quelconque  d'ëqualioii».  Kornons-notis  à  au  donuvf 
iti  dnux  irxitnplc!». 

Soient  c-|,  c„,  k,y  k,,.  .     k,  <Ies  fonctions  donrM  i  ^  <|iielconqu««  6t' 

j-,  y.  cl  St)  2. , . . . .  z„  «rautre»  fonctioDS  (le  jr,  jr  qui  v<*riii*:iil  les  «''qualioiis 


tir  *u 

./:. 

,  a.kt-r- 


A  riii»|XH>|îuu  du  »y.4lôinc  de»  ('qualioiis  (lo),  nous  vu}(iu!i  quv  Ks  quantité» 
ci-apii's  : 

<•,  s,</af  -+-*t  ^tiy, 


«ont  dei  dilli'miliellii  cxarles.  Pomns  donc 


r,  5,  djT     h»  ^ df  =.  liai. 


L.iyui^uo  Ly  Google 


—  63i  - 


vl  il  en  r<-suliera 


d'où . 


par  louâc'qui  iil 


(lo  hii) 


t'unit  dx  '- 

-  "  "  t/}    -  iln„  . 
dx 

e.s.dr  -t-  A. 

"17-  T~' 

du,, 

"  djt        dx  ' 

"  "  (dr 

,   dt,  du, 
«ir  dy 

1  r//<, 
r  (tj- 

(h.  J 
f/.r  "  *.  rf> 

■  duj 

(is,      1  du, 

■  #/m 
1  aun 

■Mj^                1       '*■•  «  —  1 

^  T~  ' 

«te      A^,  dr 

i 

«.  =  7-  » 

djc              rf»  ' 

) 

c,  /f  r 

rf",         "r,  f/-r 


dx 


,1 

d"^-,         'r.i  dx 


<„-,  dy 


dx 


dy 


dj, 
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—  63a  ^ 

Losdoux  s>>r('  iiii-s  <l  é<|uatioiis  aux  dilTéreoccs  partielles  (lo)  el  {la  bis)  t'inié- 
greioiil  rasi'inblr.  Connaissant  Ct»  S|,  on  aura 

II,  j  (^c,  </x  -H  kt  ^t^y 

""  "  /  ('  '-''■^   *-  è  ' 

«t  contMisMUl  ti„  «t, . .  M  "at  on  prendra 


I  du, 

  I  du, 

—  -  •  -j—t 
Ct  dx 


MaÎDienanl  ^  au  lieu  du  syaièmc  (lo) ,  consid^rca  le  syatème 


,  dl, 
'^•'^dP 

dr 

=  d^  ' 

,  dZ: 

d.t 

dx  ' 

d.C 

"  dy 

dy 

ft.c„  — . 

''y 

dy 

1/2 
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—  633  - 

«t  fous  «erex  de  mime  conduit!  à  pocer 


dx 


c,     /il-  -H  A,     f/r  =  rfu» , 

ay  " 


d'où. 


rff  ~  t,  <ir  '      dx        l<„  tly 


et,  par  (Uiisequenl, 


dz^      I  i/tt,     rfs,       I  <fii»^i 


(it 


.  I  <<ii«  ,  t  du, 

'(r  _  gi<fa 

<fr     ~  dlp  * 

.  f  rfu,  .1  rfo, 

d.T-r 

k%  dy    ctdx 


j  I  rfn, 

 ; —  «t— 

dx 


80 


Digitized  by  Google 


I.<\s  deux  •.ystoiiii 'S  (ii)  cl  (ii  ùis)  ^intègrent  ensemble.  ConiuisMiii  z,. 


i,,  -  •     r^,  ou  a 


H  ronnaïuant  m,,  «j . . . . ,  ii.,  on  ptendia 

/'/  I  t/ti„  ,         \  du,   ,  \ 


I'k  l  is  cijuatirtii^  jiri'crVh'ni*'^  H<in(  litn>air«'s;  inais  la  tiu'iliode  5'appliqap 
l'gaJfineiil  à  rirs  iipalioiis  non  linraircs.  îSoii,  par  exemple, 


d.rz  1*^) 


c  cl  ^  riaiU  <"rn  (jic  di'»  loiulions  données  d«'  X,  »  .  Il  s  «-nsiiivi  a  ijiH-  I  on  jn-dt 
posrr 


^  kjui^  .o  Google 


-  635  - 

d'où 

c  — — «    kf—V—  — 

et,  pai-n>nséc(U«nt, 


(ta  bù) 


I.ts  i-qualioii!)  (12)  ei  (la  bii)  sont  doiu  imijugtii'c».  Quuud  l'iiiU-giale  d«* 
Ja  pi'emière  «st  «onniu,  on  a  celle  de  la  leronde  «n  posant 


cl  r<-«  i|mMiueuu'iU  ai  la  M-condo  e»l  intrgri'C,  r»i  a  1  inli'grale  de  la  |>n'iniëre  par 
la  iui  mulp 


I  (/« 

s  =  -  — . 


Sftit  fiu'ure 


<Jn  Irra 


d'où 


dz 


C  —  (/^  -I-  k 


tir     idt^    rf,  V 
i>l  1  011  fil  t'unclura  .>aiiâ  ditlicullr 

l.t'.s  c(]uaiioii;>  (li)  l'i  (i3  /)/.<|  iMHis  otTmtt  donc  un  nouvel  exemple d  M|ualio«s 
i<Hijujj;ui-e»  puur  l  iuti-graùau. 
En  if^nénl,  si  l'on  «  r«qualioii 

80. 


M  et  N  ('tant  dn  fonctions  de        (!t  d«  deux  dérivées  de  s  telles  que 

OU  lora 

Ah/x  t  Hffy-du. 
pui»  des  deux  (>qualioiis  rt^ftulianies 

«hc  rf<r 

on  tirera  les  vak^ur»  «les  «huix  dérivées  de  <  qui  y  sont  coiii<-tiiir>.  Élimiuani 

l'iisuîU'  z.  il'  qui  fsl  tacili',  «m  en  (hui*'Iiii:i  tiiic  f'(]infi<iii  fi  [  //>  |  qui  sera 
('uuju{^iii*i<  ;i  I  l'qiiatiuit  (i4)'  •'^•t  «'iaii'  c|*i  un  iiu'-m«<  aiiili<'t'  s  clcml  aii.ssi  ù 

des  çmupt  >  <r<'-qii)itions. 

Iti.  TouÂ  i-M'iuplcii  munirait  assex  cotuLicn  I  iil<  <-  dr  d  Alciuberl ,  pour 
l'intégration  de  l'équation  des  eordcs  vibrante»,  a  tl<'  [nn  u-e  et  d'utilité  dans 
la  théorie  tout  entière  des  équations  aux  dilTérenees  partielles.  En  principe, 
on  part  de  la  condition  d'intégrabilité 

dr  —  di 

de  la  formule  diiréretttidle  A  deux  variables 

Mais  ra{qilii  filii>ii  >lii  |inii*  i|>f>  «  si  o|K''réede  façon  diverse ,  ci  dans  la  question 

Itvuti'»'  |»;ir  f!"  AIriiili.r  I  ,  rt  ilaiis  CL'Ilcs  quc  ii'iii<i  vfDons  «!o  tt;ntcr  !ionn-ini''riu' , 
et  ilans  «1  auln-s  «•mon  on  <•<•  iirincipe  si  simple  <'t  si  ttVoiid  j«)ut'  un  rù\v. 

Car  c'est  A  ee  ni£me  |>i  iiu:i{u>  i|u'ïl  faut  rappeler  la  méthode  par  laquelle  on 
ramène  à  lïnti'gratîon  d'une  tk{uation  linéaire  et  du  premier  ordre  riiiii'^ration 
d«'s  è<|ua(iun$  du  premier  ordre,  mais  de  Ibmie  qudconque,  comprises  dans  le 
Ivpe  général 

_/  dz  dz\ 

Kii  cilc'l ,  un  pjiM;  aloi  » 


—  637  — 

fUtaS  tirant  de  réqintîoii 

la  valeur  de  q,  savoir 
on  «prime  que 

pdx  -H  F(«,  p)«fv 

«■si  une  dillfrctitiL'Il*' cvarlc,  cl  l'on  «-si  ainsi  «orniiiii.i  uiif  fqii.iiion  lim-aiiv 
qui  donnera  p  en  fonction  de  j*,  z.  Ici  le  nombre  des  variaMe»  indépen- 
dante» Vil  au^inciiu- ,  et  cela  établit  une  trèi-grande  diflërcna*  mitn*  la  manière 
dont  on  traite  l'équatimi 

et  cdle  que  noua  avons  employée  nout^mèmc  dan»  cette  Note  pour  d'aulne 
équation».  ]1  était  bon  pourtant  de  faire  recaoriir  Tidentité  dn  principe  fondé 
sur  la  condîtion 

rfM  _  »^ 
ttr       i£r  ' 

Miu  laquelle 

ne  peut  être  une  différentielle  exacte. 

17.  La  méthode  par  lar|aeUe  noua  liooa  ou  cunjuguuua  deux  équation»  ou 
deux  systèmes  d'équations,  mène  parfois  A  un  résultat  que  Ton  serait  tenté  de 

croire  insignifiant  au  premier  abord  ,  et  qui,  niiriiv  étudié,  devient  Utile.  Si, 
par  exemple,  nous  prenons  comme  point  de  départ  l'équation 

non»  verrous,  en  récrivant  ainsi 
qu'on  peut  poser 


iiiatit  l<*s  (iii'oiulfii 


fiz   tilt      ris   »/« 

tiy      »/.r*     tfj-'"       th  * 

qui  r«?»uhi-roni  <ie  la,  ne  iinu»  ramèiicioni  (|u  â  uiii>  r<|ualioii 

du  tl'K 

tlv  ménit'  i'»im«:  <|«ic  IVqiiallini  pi  imillvc. 

I)an<^  m  us  nirim-  |Miiit'laiil ,  il  y  a  «■iii  im  c  un  |i;ir(i  iM.inla!;cu\  :i  lir(-r<l<-  UfU-< 
liiKi-ali  ul!>  (juL-  i  on  \ii  :ti  de  Ijiri'.  Va^s  iuIluU,  cii  clUl,  t'labli>&i-lU  uue  liaii>uii 
l'titn*  (Iriix  inlt'{;rfflr«  z  «4  «  cl'iiiii*  mémp  (équation  aux  dilfi'n'iires  parlielira 

Oi ,  t'ii  |iic'iidiiL  :■  i-t  II  «  oriiiiic  (jeux  v;iru<Lili'!>  ikhivcIIo  .i  sultsliluer  a  a  ,  >  ,  de 
manière  à  midrfi  9  fonction  de  z  i*t  i<«  landik  <{ii>-     i-iait  d'abonl  fonrlmn  dr 
Y,  on  oblieiit  aiik^rneiit 

ni  !$oi-ie  t|ue  7  s'i-x|irîiuL'sous  la  même  forme  i^i  w  et  2  <(u'trii  x  «l.f .  Ce  nô»u]tal 

n'a  aucuiu'  valnii  .sans  doult?  laiit  ({u"il  ne  s'agit  <|ul'  (l'<ilti<'nir  rii  ^iMUTal .  cl 
sans  axnii'  à  l'appliquiT  à  aiu  uii  probli-iiif  délirii ,  I  iiili-2;ralc  complète  dont  0 
dt'iM-iidj  mais,  dans  probirnu-s  particulier»,  un  doil  rrrhrri-luT,  parmi  louiez 
icfl  foinM>s  dntit  utK!  intqifraic  est  tutccplibk,  la  forme  propre  au  c«»  dont  on 
it'tMi  iipi-.  On  voit,  pai  là.  <|U(>  rint^ralc  ^,  exprîmoe  en  «  ei  z ,  peut  souvent 
èii  r  pn  lerabli'  à  c(*llc  cxprimn*  en  et  j^;  la  théorii;  de  la  chaleur  en  oll'rt»  la 
preu\«î. 
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